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د یبریدر سانسور ه يپارامتردو ییع نمایاز توز يزیاستنباط ب
 نوع اول

  1يزیبا عزیان، فریاحمد پارس

  گروه آمار، دانشگاه تهران
  23/12/1391: رشیخ پذیتار  27/3/1391 :افتیخ دریتار

ار ین معییباشد که خود بر حسب تعیاز دو سانسور نوع اول و دوم م یبید ترکیبریسانسور ه: دهیچک
ن مقاله با طرح سانسور یدر ا. شودیم مید نوع اول و دوم تقسیبریش به دو سانسور هیان دادن به آزمایپا
-دو ییع نمایتوز يپارامترها يزی، برآوردگر بيگذاریو با جا يگذارید نوع اول در حالت بدون جایبریه

ان ینه، تحت تابع زیبه يانتخاب برآوردگر يماکس را براینین گاما میو برآوردگر تأسف پس يپارامتر
افته را تحت یمیتعم يزیماکس و مجاز بودن برآوردگر بینیدر ادامه م. میآوریدست متوان دوم خطا به

  . میدهیقرار م یها مورد بررسحالت یم خطا در برخان توان دویتابع ز

، برآوردگر تأسف يزی، برآوردگر بيپارامتردو ییع نماید نوع اول، توزیبریسانسور ه: يدیکل يهاواژه
  .ان توان دوم خطایماکس، تابع زینیماکس، برآوردگر مجاز، برآوردگر مینین گاما میپس

  15C62،10C62 :یاضیر يبندرده

 همقدم -1

ش یآزما ،در سانسور نوع اول. باشندین سانسورها میترجینوع اول و دوم دو نوع از را يسانسورها
داد ین رویام rش تا مشاهده یز آزمایدر سانسورنوع دوم ن. برسد T که به زماننیادامه دارد تا ا

بر نهیهز و یار طولانین انتظار ممکن است بسین شده است و اییاز قبل تع  r.کندیدا میادامه پ
شد که خود  ید معرفیبریبه نام سانسور ه يگرین مشکل سانسور دیمنظور اجتناب از ابه. باشد

 نیاول يبرا. شودیم میش به دو نوع اول و دوم تقسیان دادن به آزمایار پاین معییبر حسب تع
ش در زمان یکار برد که در آن آزماش بقاء بهیک آزمایرا در  یطرح] 1[ن یبار اپست

*
( ){ , }rT min T X ر یافت و مقادییخاتمه مT  وr ن یهمچن يو. بودند ن شدهییاز قبل تع

 یچ فرمولیبدون ه) ییع نمایپارامتر توز(ن طول عمر یانگیم ينان دو طرفه برایک فاصله اطمی
چن و . اصلاح کردند ين را تا حدودیشنهادات اپستیپ] 2[ربنکس و همکاران یف. ارائه کرد
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ق از یع دقیبراساس توز ییع نمایپارامتر توز يرا برا يترقینان دقیفاصله اطم] 3[ا یاچاربات
ع یاز برآوردگر پارامتر توز يترق و سادهیع دقیتوز. آن ارائه کردند نماییحداکثر درستبرآوردگر 

را نان یو فاصله اطم يزیبرآوردگر ب] 5[درپر و گاتمن . مورد بحث قرار گرفت] 4[توسط  یینما
] 6[گوپتا و کوندو . ارائه کردند ییع نماین توزیانگیم يمعکوس برا ين گامایشیع پیبراساس توز

-مونت  يسازهیرا با استفاده از شب ییع نمایپارامتر توز ينان برایمتفاوت فاصله اطم يهاروش
را مورد  يپارامتردو ییع نمایتوز يبرآورد پارامترها] 8و  7[ یمیابراه. سه کردندیکارلو مقا

 ]9[کوندو . دندید نوع اول نامیبرین طرح را سانسور هیا] 4[لدز و همکاران یچا. قرار داد یبررس
بل را نسبت به یع وایتوز يپارامترها يزیب يو برآوردگرها یینمامم درستیماکس يبرآوردگرها

ل مد] 10[شنان و همکاران یبالاکر. دست آوردهن سانسور بین مناسب تحت ایشیع پیتوز
ن طرح ممکن یدر ا. قرار دادند ید نوع اول مورد بررسیبریرا تحت سانسور ه يااسترس پله

] 4[لدز و همکاران ین مشکل چایحل ا يبرا. شکست رخ دهد یار کمیتعداد بس Tاست تا زمان 
*ش در زمانیکردند که در آن، آزما یرا طراح یشیآزما

( ){ , }rT max T X افتییخاتمه م .
ن طرح مشکل طرح یواضح است که ا. د نوع دوم شدیبریطرح موسوم به طرح سانسور ه نیا

اما زمان  ،رو شوندتمام واحدها با شکست روبه  Tممکن است قبل از زمان یحت ؛قبل را ندارد
 ياری، در بس با پارامتر مکان نامعلوم ییع نمایتوز. ستین ینیش بیش قابل پیآزما يلازم برا

دهد، ین را نشان میزمان تضم در صنعت، پارامتر . رودیکار مبه یو پزشک یاز مسائل صنعت
و  یدر پزشک. دهدیواحد از زمان رخ نم شده  يقبل از سپر یچ شکستیکه ه ییجا
عنوان ن دوره بهیا. باشد يماریک بیپنهان  يگر دورهانیممکن است نما ، پارامتريولوژیدمیاپ

ن بار و ظهور علائم آن یاول يبرا يماریک بین قرار گرفتن در معرض یشده ب يزمان سپر
  .شودیف میتعر

nXدیفرض کن X (1) ( )يطول عمر مرتب شده n يطورش باشد، بهیمؤلفه تحت آزما 
  احتمال یچگالبا تابع  يدوپارامتر ییع نمایها از توزعمر آنکه طول 

)1(                                                
           

x
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،  ، با فرض معلوم و نامعلوم بودن پارامتر3و  2 يهان مقاله در بخشیدر ا. کندیم يرویپ
ان توان یماکس را تحت تابع زینین گاما میافته و تأسف پسیمیتعم يزی، بيزیب يدگرهابرآور

 يزیوردگر بآماکس بودن برینیموارد مجاز و م یسپس در بعض. میکنیدوم خطا محاسبه م
  .میدهیقرار م یافته پارامترها را مورد بررسیمیتعم
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  )علومم (د نوع اولیبریسانسور ه -2

که از نین بدون ایبنابرا. نامعلوم باشد  معلوم و م یکنیفرض م) 1(ن بخش در مدل یدر ا
م یکنیفرض مت مسأله کم شود، یکل   .ن یبنابراnX X1, , مستقل  یتصادف يرهایمتغ

 صورت کسان بهیاحتمال  یبا تابع چگال مؤلفه nطول عمر 

)2             (                                ( , ) , ,
x

f x e x 



  

1    

rXطول عمر را با  ير مرتب شدهیمقاد. هستند X (1) ( ) یدر طراح. میدهیش مینما -
طور که اشاره همان. رسدیم انیها به پامؤلفه یتمام یش قبل از خرابیمختلف اغلب آزما يها

*ش در زمان ید نوع اول آزمایبریشد در سانسور ه
( ){ , }rT min T X شود که در یمتوقف م

  .اندن شدهییاز قبل تع Tو  r آن

  يگذاریحالت بدون جا -2-1

خراب شود،  يااگر مؤلفه یعنی. شودیدر نظر گرفته م يگذاریش بدون جاین قسمت آزمایدر ا
انگر ینماD ن اگر یبنابرا. ن آن نخواهد شدیگزیجا يگرید يگردد و مؤلفهیش خارج میاز آزما

از  یکید نوع اول یبریگاه مجموعه مشاهدات تحت سانسور هباشد، آن Tتعداد مشاهدات قبل از 
  :ر خواهد بودیحالت زدو 

rX: حالت اول X (1) ( ){ }  
dX: حالت دوم X (1) ( ){ }                d dx T x d r  ( ) ( 1) , ,  

x هاخواهد بود، که در آن x(1) (2), , ش و یآزما يهامشاهده شده از مؤلفه یخراب يهازمانd 
 سانسور يهاحاصل از داده یینمان تابع درستیهمچن. باشندیم D يمقدار مشاهده شده برا

  صورتبه د نوع اولیبریه
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  :ر استیزصورت ش و بهیگر زمان کل آزماانینما Sد، که در آن یآیدست مهب
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  صورت توان بهیرا م یینماگاه تابع درستباشد، آن*T گر تعداد مشاهدات قبل از انینما *Dاگر 
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* ، که در آن])3[ا، یچن و باتاچار( نوشت ( , )D min D r و  
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  پارامتر  يزیبرآوردگر ب

 ين گامایشیع پیتوز يدارا ، اگر )5(دست آمده در رابطه به یینمابا توجه به تابع درست
IGمعکوس  b a1 1( ,   احتمال  یو با تابع چگال (

)7                    (                       
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  : شودیر محاسبه میزصورت به ن یع پسیتوز یسادگباشد، به
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a b D b
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IGمعکوس يع گامایهم توز ن یع پسیتوز یعنی D b s a *
1 1( , گر یعبارت دبه. باشدیم (

ان توان دوم ی، تحت تابع ز يزین برآوردگر بیبنابرا. ک انتخاب مزدوج استین یشیانتخاب پ
Dيخطا برا b *

1   ]):5[دراپر و گاتمن، ( ر استیصورت زبه 1
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- یمعلوم م یسادگبه. مینامیان توان دوم خطا میتحت تابع ز  يز حدیکه آن را برآوردگر ب
شود که  ,1 ه افتیمیتعم يزیبرآوردگر ب بخش  ین ناآگاهیشینسبت به پ  2

,1 1 
سک یر. است ,1  4[لدز و همکاران، یچ(برابر است با([  
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   رماکس پارامتینین گاما میتأسف پس

- میا چند تصمیز باشد و اگر مسأله توسط دو ین ما ناچیشیپ يهادر عمل ممکن است دانسته
 يگرین استفاده شده توسط دیشیع پیها موافق با توزرنده حل شده باشد ممکن است آنیگ

 يپارامترهامورد ابر ن توافق داشته باشند، اما دریشیع پیک توزیه یا ممکن است بر پاینباشند و 
ل ین در تحلیشیع پیت توزیدر برخورد با عدم قطع یافت عمومیره. آن باهم به توافق نرسند

 يزیب يهاعمل يدست آوردن دامنهو به ) نامبه(ن یشیپ يهاعیاز توز ی، انتخاب کلاسيزیب
 يزین روش به روش بیا. باشدیم به  ن متعلقیشیپ يهاعیرات توزییمطابق با دامنه تغ

 يزیب يرات برآوردگرهاییاز تغ يااستوار، دامنه يزیل بیبا استفاده از تحل. استوار معروف است
ار دارد یرا در اخت يزیب يهاعمل یرات احتمالییحال اگرچه آماردان دامنه تغ. دیآیدست مبه

د به ین بایبنابرا. ن استیترها مناسبک از آنیشخص نباشد که کداماو م ياما ممکن است برا
 يهااز روش یکی. برآوردگرها باشد ین تمامینه در بیبه يانتخاب برآوردگر يبرا یدنبال روش

ن گاما یبرآوردگر تأسف پس کلاس  ينه بر رویبه برآوردگر به یابیمتداول در دست
  .دیمراجعه نمائ] 11[شتر به یاطلاع ب يبرا ؛استماکس ینیم

Xد یفرض کن x ع یاز توز يامشاهدهP x ( pاحتمال یبا تابع چگال ( x (  يطورباشد به (
که   . اگر ( xن و یشیپ یچگال ( ( گاه باشد، آنx شرط به ن یپس یچگال (
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( ) ( ( ))x xE L    , Dن برآوردگر یان مورد انتظار پسیرا ز ,  تأسف. مینامیم 
)صورت به ن برآوردگر یپس ) ( ) ( )x xx xd         , , -   شود، که در آنیف میتعر ,

x است که  يبرآوردگر( ),x   کندیمم مینیرا م .  
  هرگاهشود یده میماکس نامینین گاما میبرآورد تأسف پس PR: 1ف یتعر

( ) ( ).D PRx xinf sup d sup d  
 

   
 

, ,  

  پارامتر  يماکس براینین گاما میر برآوردگر تأسف پسیه زیضن قسمت با استفاده از قیدر ا
  . میکنین را ارائه میشیع پیمتفاوت از توز يهاان توان دوم خطا و کلاسیتحت تابع ز

)ف یبا تعر :1ه یقض ) ( )x inf E x


  


   و( ) ( )x sup E x


  


  ياگونهبه 
که   پارامتر  يماکس براینین گاما میباشد، برآوردگر تأسف پس یمتناه  تحت تابع

PRصورت ان توان دوم خطا بهیز
x xX   


( ) ( )( )   ].11[د یآ یدست مبه 2

  : میف کنیر تعریصورت زن را بهیشیع پیحال اگر توز

a a b a b IG b a b b b    1 1 1 1 1, , 1 1 1 11 12{ : ( , ), [ , ]}     
bکه  يطوربه b11   ؛ر ثابت و معلوم باشندیمقاد a1 و 12

b a b a b IG b a a a a    1 1 1 1 1, , 1 1 1 11 12{ : ( , ), [ , ]}     
a که يطوربه a11   ؛ر ثابت و معلوم باشندیمقاد b1 و 12

a b a b IG b a a a a b b b     1 1 1 1, , 1 1 1 11 12 1 11 12{ : ( , ), [ , ], [ , ]} 
a که يطوربه a11 b و 12 b11 ماکس ینین گاما میتآسف پس يتوان برآوردگرهایگاه مآن ،12

a يهاان توان دوم خطا، در کلاسیرا تحت تابع ز 1 ،b 1  و با توجه به . دست آوردبه
aنشان داد که توان یم) 9(رابطه 

S aE X
D b





 

1
1 * 1

( ) 1



  :مین داریبنابرا. 

*
( )a

a

S asup E X
D b

 



 

 
1

1
111 1





 

  و

*
( )a

a

S ainf E X
D b

 



 

 
1

1 121 1





. 
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ان توان دوم یماکس تحت تابع زینین گاما می، برآوردگر تأسف پس1ه یجه با توجه به قضیدر نت
a خطا در کلاس 1 صورت به

* *
( )a

PR
S a S aX

D b D b
  

 
   

1 11

11 12

1 1
2 1 2 1

  اگر. است

b  1 ،گاهآن b
S aE X

D b





 
1

1 * 1
( ) 1


  نیبنابرا. 

*
( )b

b

S ainf E X
D b

 



 

 
11

1
11 1


 

  و 

*
( )b

b

S asup E X
D b

 



 

 
12

1
11 1


. 

bان توان دوم خطا در کلاسیماکس تحت تابع زینین گاما میجه برآوردگر تأسف پسینتدر 1 
bصورت به

PR
S a aX
D b

  


 
1 11 12

* 11

2( ) 2( 1)
 توان نشان داد که یم یسادگبه. است

a aa a a
 11 12* 11 12( , b و 2(

PR
S aX

D b
 


 


*

1
* 11

( ) ( bن یبنابرا. (1
PR 1 يزیبرآوردگر ب 

bن متعلق به کلاسیشیپ یبا چگال پارامتر  يکتا برای 1  باa aa 
 11 12*

ن یهمچن. است 2
اگر   گاهباشد، آن  

*
( ) S ainf E X

D b
 




 

 
11

12 1  

و
 

*
( ) S asup E X

D b
 




 

 
12

11 1 . 

 ان توان دوم خطا برابر است با یتحت تابع ز ماکس ینین گاما میجه برآوردگر تآسف پسینتدر

PR
S a S aX

D b D b
  

 
   

12 11
* *11 12

1 1( ) 2 ( 1) 2 ( 1) . 

   يگذاریجاحالت با -2-2

 ياا آن را با مؤلفهیر کرده یشود آن را تعمیخراب م ياکه مؤلفه ی، زمانيگذاریدر حالت باجا
ش یکنند و آزماین میگزیجا ه از مؤلفه خراب شده را داشته باشد،یاول يهایژگیو یکه تمام
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گندنکو و (ر است یزصورت دات بهاز مشاه یینمان حالت تابع درستیدر ا. کندیدا میادامه پ
   :])12[همکاران، 

)11                      (x Tr d T rL x e d T         ( (1 ) )(1 ) ( ) ( )( ) ,  ( ) 1, 2, ...  

nکه در آن 



 ، d(T) تعداد مشاهدات قبل از زمانT  و  عبارت است از  

)12                         (                                        r

r

x T
x T

  

( )

( )

1,  
.,    

 پارامتر  يزیبرآوردگر ب

 يدارا ان توان دوم خطا، اگر یتحت تابع ز پارامتر  يزی، در برآورد ب)11(با توجه به رابطه 
)فرم به 2aو  2b ين گاما با پارامترهایشیع پیتوز , )G b a2   صورت احتمال به یو تابع چگال 2

)13                     (                                  b ae      12 2( ) ,    
  صورت ن بهیع پسیگاه توز، آنباشد

)14        (                      x T ar d T b rx e              [ (1 ) ](1 ) ( ) 1 ( ) 22( )  
تحت   يزین برآوردگر بیبنابرا. باشدین مزدوج میپس يکه نشان دهنده ،شودیمحاسبه م

  ان توان دوم خطا عبارت است ازیتابع ز

)15                   (          

a b
r

r
r

r

r d T bE x
x T a

r b x T
x a
d T b x T

T a

  
 

 
  

 
  

     


2
,2 2

( ) 2

2
( )

( ) 2

2
( )

2

(1 ) ( )( ) (1 )

,
      ( ) , .

 

  برآوردگر مجاز پارامتر 

a،)15(اگر در رابطه  b 2 2, گاه ، آن  
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( )
( )

, ,
( )

( )

,
( ) ( )

( ) ( ) ,

r
r

a ba
rb

r

r x T
xr d Tlim

x T d T x T
T

    
 



         

2 22
2

1
1  



 

-یمعلوم م یسادگبه. مینامیان توان دوم خطا میتحت تابع ز،  يز حدیکه آن را برآوردگر ب
شود که  ,  افته یم یتعم يزیبرآوردگر ب بخش  ین ناآگاهیشینسبت به پ 




1(  با (
  ):دینیرا بب 1وست یپ(ر است یسک زیر

,( , )
( ) ( )

( ) ( )( ) .
! ( )!

T Tr r x r r x

d T r Tr

d

r x e r x eR dx dx
r r

T e T e
T d r

 


 

 
  

  
 

    

  



  
 

  


 



1 2 2 3
2

22
2 2

2

              2

 
 



 

م که یدهی، نشان م]13[از  8فصل  13قضیه با استفاده از  ,  ک برآوردگر مجاز ی است .
حال . شودیق می، تحق]13[از  8فصل  9و مثال  11قضیه ه با استفاده از یضن قیا) a(شرط 

}م یفرض کن }m ین با تابع چگالیشیپ يهاعیک دنباله از توزی 
m m

m e


   
  

1 1( ) ,  ده یهر مجموعه محدب ناتباه يتوان نشان داد برایباشد، م
C  ،K   ح یو عدد صحM هر يکه برا يطوروجود دارند، بهm M،

( )m
C

d K    .د یقرار ده[ , ]C a bي، برا ,  a b 1 ای a b 1   : میدار 

b a b
m m

a

e ee d K
b



 
   

 
1 1

1
( )  

, يو برا  a b 1 میدار :  
b

m m a bm

a

e d b e e K


 
      

1 11 1
2( )  

 يزیسک بیر یاز طرف. کندیدا میه تحقق پیقض )b(ن شرط یبنابرا ,  نیشینسبت به پm 
  برابر است با
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T
m m r r x mm

m

T dr
m r r x m m d T m

d
dr

m d T m

d

rr E R e d x e dxd
r

r d T Tx e dxd e d
r T d

d T T e d
T d


 

 



     

   

 

 
       

           


    



  


 




  

  

 

21 1 1* 1 1 3 ( )
,

11 1 1 12 ( ) 2 1 ( )

1 1 1( )

[ ( , )] ( )
( )    2 ( )( ) !

( )   2 .!

 
  

  

 

 

وست یپ(ر است یصورت زان توان دوم خطا بهیو تابع ز mن یشینسبت به پ  يزیبرآوردگر ب
  :)دینیرا بب 2

r
r

m
r

r

r m X T
r d T m X m
X T m d T m X T

T m

 
 



 

 



 
           

1

1 ( )1
( )

1 1
( )

( )1

,(1 ) ( )
(1 ) ( ) ,

 

  با تابع مخاطره 
Td T r r xr

m
d

Td T r r xr

d

d T m T e r m x eR dx
d rT m x m

d T m T e r m x e dx
d rT m x m

 

 

     

 

    

 


    

 


 
  

 
 

 
 

 

 

1 1 11
2

1 1

1 1 11
2 2

1 1

( ) ( )( , ) 2 2! ( )
( ) ( )               ( ) ( )! ( )

 

 

 

mیشود وقتیطور که مشاهده مهمان  ،m
  , 229ص ( 16ه یقض يریکارگ، با به( 

mrگانه و دوگانه موجود در ی يها، انتگرال]15[از ) 246ص ( 31 -10ه یو قض] 14[از 
  وmr 

* یعنی يزیسک بیجه تفاضل ریدر نت. کنندیل میبه صفر م
m m mD r r  یل میبه صفر م -

ن امر مجاز بودن یا. کند ,  کندین میرا تضم.  

    ماکس پارامترینین گاما میتأسف پس
ان توان دوم خطا، اگر یتحت تابع ز  ماکس پارامترینین گاما میدست آوردن تأسف پسهب يبرا

   :میف کنیر تعریصورت زرا به  نیشیپ يهاعیکلاس توز

a a b a b G b a b b b    , , 2 2 2 21 222 2 2 2 2{ : ( , ), [ , ]}  
 

b که يطوربه b21 a2و 22   ؛باشندو معلوم ثابت   
b a b a b G b a a a a    , , 2 2 2 21 222 2 2 2 2{ : ( , ), [ , ]}  
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a که يطوربه a21 b2و 22    ؛ثابت باشند  

a b a b G b a a a a b b b     , , 2 2 2 21 22 2 21 222 2 2 2{ : ( , ), [ , ], [ , ]}  
a که يطوربه a21 b و 22 b21 ، برآوردگر تأسف پسین 1و قضیه ) 15(با استفاده از رابطه  22

a يها، در کلاس ماکس پارامترینیگاما م 2 ،b 2  و ب برابر است بایبه ترت  

a
PR

r r

r d T b r d T bX
X T a X T a

   


   
     

 
     

22 212

( ) 2 ( ) 2

(1 ) ( ) (1 ) ( )1 1( ) 2 (1 ) 2 (1 )


 

 

b
PR

r r

r d T b r d T bX
X T a X T a

   


   
     

 
     

2 22

( ) 21 ( ) 22

(1 ) ( ) (1 ) ( )1 1( ) 2 (1 ) 2 (1 )
   

PR
r r

r d T b r d T bX
X T a X T a

   


   
     

 
     

22 21

( ) 21 ( ) 22

(1 ) ( ) (1 ) ( )1 1( ) 2 (1 ) 2 (1 ) . 

)لازم به ذکر است که  )a
PR X 2 پارامتر يکتا برای يزیبرآوردگر ب   با چگالی پیشین متعلق به

aکلاس  2  باb bb 
* 21 22

  . است 2

 )مجهول (د نوع اول یبریسانسور ه -3

 یبا تابع چگال يپارامتردو ییع نمایطول عمر از توز يش دارایمؤلفه تحت آزما nن بخش، یدر ا
براساس . توانند هر دو مجهول باشندیم و  باشند، که در آن یم) 1(کسان یاحتمال 

* يش را تا لحظهید نوع اول آزمایبریسانسور ه
( ){ , }rT min T X م، که در آن یدهیادامه م

T  2و>r يپارامترها يزیم برآوردگر بیخواهیم. اندن شدهییاز قبل تع  و  را تحت سانسور
nX دیفرض کن. میدست آوربه يگذارید نوع اول در حالت باجایبریه X (1) ( ) ر طول عم

مشاهدات با فرض  یینمان حالت تابع درستیدر ا. ها باشدها تا شکست آنمؤلفه يمرتب شده
d T ( )  ر استیز صورتبه:   

n x Trr d TnL x e I x T
      


      

( (1 ) )( )(1 ) ( )
(1)( , ) ( ) ( )  

  . م گرفتیدر نظر خواهرا سه حالت  يزیبه برآوردگر ب یابیدست يبرا

  مجهول م و معلو  )الف
 میت مسأله، فرض کنیبدون از دست دادن کل 1 ن یشیپ یو تابع چگال صورت به  
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e R
 

     



   

1 ( )
 

1( ) , ,  ,   

ن آن بهیپس ی، چگالن پارامتر یشیپ یو تابع چگال یینمابا توجه به تابع درست]. 16[باشد 
  :ر استیزصورت 

)16                    (
( )( ( , ))( )

( )( ) ( ) , ( , )
n min x

x n e min x
 

   


 
  

1
1

1
1    

   صورتبهان توان دوم خطا ی، تحت تابع زپارامتر  يزین برآوردگر بیبنابرا

)17                        (                          ( )( ) ( , )E X min X
n

 



 


1
1

1  

بخش  ین ناآگاهیشیپ یاگر چگال. است  ( )  یم، چگالیریدر نظر بگ پارامتر  يرا برا 1
  صورت به ن پارامتر یپس

)18                                   (                      n xX ne x   ( )(1)
(1)( ) ,  

صورت آن به يافتهیم یتعم يزیان توان دوم خطا برآوردگر بین تحت تابع زیبنابرا. خواهد بود

( )ˆ ( )E X x
n

   1
ان توان دوم خطا برابر یتحت تابع ز ̂سک یر. دیآیدست مبه 1

ˆ( , )R
n

   2
ک ی ̂م که یدهی، نشان م]13[از  8صل ف 13ه یبا استفاده از قض. است 1

 8فصل  9و مثال  11ه یه با استفاده از قضین قضیا) a(شرط . باشد یم  يبرآوردگر مجاز برا
}د یحال فرض کن. شودیق می، تحق]13[از  }m ین با تابع چگالیشیپ يهاعیک دنباله از توزی 

m m
m m e m  

  
11 ( )( ) ده یهر مجموعه محدب ناتباه يتوان نشان داد برایباشد، م ,

C  وجود دارد ،K   ح یو عدد صحMهر يکه برا يطور، بهm M،
( )m

C

d K    .دیقرار ده  ,C a b يبرا a b m  میدار:  

b b
m m a

a

m e d e 
   
111 ( ) 1 

که با انتخاب 
b
aK e


 
1   ن یبنابرا. کندیدا میه تحقق پیقض (b)شرط  1

)19          (                       ( )( ( , ))( )( ) ( ) m n min x m
m X m n e  

   
11 1  
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  صورت ان توان دوم خطا بهیو تابع ز mن یشینسبت به پ  يزیبرآوردگر ب
( , )( )

( )( ( , ))( )

( )

ˆ ( ) ( )

( , )
( )

min x m
m n min x mE X m n e d

min x m
m n

   
  





  

 



1 11 1

1 1
1                    

 

  آن  يد، که تابع مخاطرهیآیدست مبه

( )

m
( )( )

( ) ( )

( )( )
( )

ˆ( , ) ( ( , ) )

              ( )

             ( )

             ( )

             (

m

n x

n x

m

n nm nm nm

R E min x m
m n

x ne dx
m n

m ne dx
m n

e m e e m e
n n n n









  





 



 




 



  

  


  


  


      







2
1 1

2 1
1 11

2 1
11

2 2
2 2

1

1

1

2 2 2 2

1

( )

) ( )

             ( )(

             ) ( )

n nm n

n nm nm n

n n m

e e e
m n
e e m e e

m n n
e m e

n m n

 

 

 



 



 


  


  


  


    


   


2
1

1

2
1

1 12
1 1

 

  صورت آن به يزیسک بیو ر

 ˆ( , )
( )

     
( ) ( ) ( ) ( )

    
( ) ( ) ( )

m m
m mr E R

m n m nn m nn n m n
m n m m

m n n m nn m n m n m n
n n m

m n m n m n

  


   

 

    

  

     
   

    
    

  
  

1

1 1 1 2 2 1 2

1 1

1 2 1 1 2 1 2 1 3

2

1 2 1 3 1 3

1 2 2 2 2

2 1 2 2 2

1 2

 

mحال اگر. دیآیدست مبه  گاه آنˆ ˆm  ها آن يزیسک بیو تفاضل ر
*

m m mD r r  ن امر مجاز بودن برآوردگر یکند که ایل میز به صفر مین̂ ین میرا تضم -
  .)را ببینید ]13[از  8، فصل 13ه یقض( کند



  14                     پارامتري در سانسور هیبرید نوع اولاستنباط بیزي از توزیع نمایی دو

 

نکه یابا توجه به. شودیمعلوم م یسادگ، به̂افته، یم یتعم يزیماکس بودن برآوردگر بینیم
ˆ( , )sup R

n
   2

)ˆو  1 , )mm
lim r sup R


 


 17[از  12-1ه یقضن با استفاده از یبنابرا[،

̂ ان توان دوم خطا استیماکس تحت تابع زینیک برآوردگر می .  

  اکس پارامتر مینین گاما میتأسف پس
ان توان یتحت تابع ز پارامتر  يماکس را براینین گاما مین قسمت برآوردگر تأسف پسیدر ا

 يهاعیاگر کلاس توز. میآوریدست مهن بیشیپ يع هایدوم خطا و در سه کلاس متفاوت از توز
  میف کنیر تعریصورت زرا به ن یشیپ

e
 


           




    

1( )
, , 1 2

1{ : ( ) , , [ , ]}

  
 

که  يطوربه 1   . ر ثابت و معلوم باشندیمقاد  و 2

e
 


           





    
1 ( )

, , 1 2
1{ : ( ) , , [ , ]}

  


 

که  يطوربه 1  و 2  ثابت باشند .  

e
 


             




     

1( )
, , 1 2 1 2

1{ : ( ) , , [ , ], [ , ]} 

که يطوربه 1 2 و    1 ن ی، برآوردگر تآسف پس1ه یو قض) 17(با استفاده از رابطه . 2
يها، در کلاسپارامتر  يماکس براینیگاما م 

 ، 
  ب برابر است با یترتبه و  

( ) ( )( ) [ ( , ) ] [ ( , ) ]PR X min X min X
n n

  
     

 1 11 1
1 2

1 1 1 1
2 2


   

( ) ( )( ) [ ( , ) ] [ ( , ) ]PR X min X min X
n n

  
     

 1 2 1 11 1
1 1 1 1
2 2



 

 

( ) ( )( ) [ ( , ) ] [ ( , ) ].PR X min X min X
n n

  
     

 1 2 1 11 1
1 2

1 1 1 1
2 2  

  هر دو نامعلوم و  )1ب
  ، ]16[م، یر فرض کنیبخش ز ین ناآگاهیشیصورت پرا به و  ن تؤام یشیپ یاگر چگال
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)20                          (                                       1 2( , ) ( ) ( )  

که در آن  


1
1( )و  ( ). ( ) , , ,e


      

    1
2     با توجه به تابع

,(م وأن تیع پسیوق، توزم فوأن تیشیپ یو تابع چگال یینمادرست  (صورت به  

)21  (( )( ) ( )( , ) exp [ ( ( ) ) ]rr d Tx n x T        
    

       
 1 2

1 1 1  

)شود، که در آنیمحاسبه م )x   و  1   ياهین حاشیپس یتابع چگال. است  
  عبارت است از

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

[ ( ) ( ) ][ ( ( ) ) ]
( )

[ ( ( ) ) ]

r d T
r

r d T
r

n r d T n x T x
x

n x T

  

  

     
 

   

  

   

      


   

1
1

1 1
1 1

1  

  صورت ان توان دوم خطا بهیآن تحت تابع ز يزیو برآوردگر ب

)22                       (             
( ) ( )

( )

( )
ˆ

( ) ( )

rx T x
nX

r d T

 


  

   
 

   

1
1

1
1 1  

 يمعکوس با پارامترها يع گامایتوز يدارا  ياهین حاشیع پسین توزیهمچن. دیآیدست مبه
( ) ( )r d T    1 و  ( ) ( )( ( ) )rn x T x     11جه برآوردگر ینتدر. باشدیم

  ان توان دوم خطا برابر است با یآن تحت تابع ز يزیب

)23                           (             ( ) ( )( ( ) )
ˆ .

( ) ( )
rn x T x

r d T
  


  

   


   
11

1 1  

  و  يماکس پارامترهاینین گاما میتأسف پس

  :میکنیف میر تعریصورت زرا به و  ن یشیم پوأت يع های، کلاس توز)20(با توجه به رابطه 
, ,{ : ( , ) ( ) ( ), ( ) ( , ), [ , ]}IG                       1 2 2 1 2  

 

که در آن   


1
1( )، 1   . باشندیثابت و معلوم م و 2

, ,{ : ( , ) ( ) ( ), ( ) ( , ), [ , ]}IG                       1 2 2 1 2  
 

که در آن  1   .باشندیثابت و معلوم م و  2
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,{ : ( ) ( , ), [ , ], [ , ]}IG               2 1 2 1 2  
که در آن  1 و  2 1 ماکس ینین گاما می، برآورد تأسف پس)23(فاده از رابطه با است. 2

 يها، در کلاسپارامتر يبرا 
، 

  ب برابر است بایبه ترت و  
*

( ) ( )
*

( )

( )
( ) , ( , )

( ) ( )

r

PR

X T X
nX X

r d T


      
  

    
   

   

1
1 2

1 1 2

1
 1 1 2





 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) .

( ) ( ) ( ) ( )

r r

PR

X T X X T X
n nX X

r d T r d T

    


     

             
               

   

1 2
1 1

1
2 1

1 11 1
2 1 1 2 1 1

 
)شود یهمانطور که مشاهده م )PR X  پارامتر  يکتا برای يزیبرآوردگر ب ن یشیپ یبا چگال

متعلق به کلاس  
با   




* 1 2
ن ی، برآوردگر تأسف پس)23(با توجه به رابطه . است 2

 يها، در کلاسماکس پارامترینیم گاما 
، 

  ب برابر است بایبه ترت و  
*

( ) ( ) *( ( ) )
( ) ,

( ) ( )
r

PR

n X T X
X

r d T
      

  
    

 
   

1 1 21  1 1 2




 

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) ( ( ) )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
r r

PR

n X T X n X T X
X

r d T r d T
      


     

        
          

1 1

1 2

1 11
2 1 1 1 1

    

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) ( ( ) )
( ) .

( ) ( ) ( ) ( )
r r

PR

n X T X n X T X
X

r d T r d T
     


     

        
          

1 2 1 1

1 2

1 11
2 1 1 1 1  

)که  شودیملاحظه م )PR X  پارامتر  يکتا برای يزیبرآوردگر ب ن متعلق به یشیپ یبا چگال
کلاس  

با   



* 1 2

  . است 2

  
  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
r r

PR

X T X X T X
n nX X

r d T r d T


    


     

             
               

   

1 1
1

2 1

1 11 1
2 1 1 2 1 1

 


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  هر دو نامعلوم و  )2ب
صورت را به و  ن تؤام یشیپ ین حالت چگالیدر ا        1 2( , ) ( ) ( ف یتعر (

  که در آن ] 18[بخش است  ین آگاهیشیپ یک چگالیم، که یکنیم
( )

( ) ( ), ,
cc e I
 

      


 
         1  

  و 

( )( ) , , , .e


      
    1

2     
  صورت  به و  ن تؤام یپس ی، چگالیینمابع درستبا توجه به تا

[ ( ) ( ) ]
( )( , ) exp [ ( ( ) ) ( ) ]r d T
rx n x T c c n          


              

 
1 2 1 1  

)شود، که در آنیمحاسبه م )( , )min x    ن یع پسیتوز يدارا صورت نیدر ا. 1

( ) ( )( ( ) ( ) , ( ( ) ) ( ) ( , ))rIG r d T n x T c c n min x                11 1  
  ان توان دوم خطا برابر است با یآن تحت تابع ز يزیاست و برآوردگر ب

)24      (          
   

( ) ( )( ( ) ) ( ) ( , )
ˆ

( ) ( )
rn x T c c n min x

r d T
    


  

     


   
11

1 1  

  برابر است با   ياهین حاشیپس یچگال

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )[ ( ) ( ) ]( ) ( , )
[ ( ( ) ) ( ) ]

            [ ( ( ) ) ( ) ( , )] .

r d T
r

r d T
r
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ع یباشند که از توزیما میک نوع هواپی يه هوایر طول عمر دستگاه تهویز يهاداده :مثال
)،یینما )E  19[کنند یت میتبع:[  

23,261,87,7,120,14,62,47,225,71,246,21,42,20 ,
5,12,120,11,3,14,71,11,14,11,16,90,1,16,52,95 

 پارامتر  يماکس براینین گاما میو تأسف پس يز حدی، بيزیبرآورد ب :1جدول 
Tمعلوم و  در حالت   90     

  r  20  r  25  
,a b


1 1

 ( ) ( )a b 1 11022 19  ( ) ( )a b 1 11261 23  
 ,1 100/51 542/52 

a
PR 1 714/61 711/61 
b
PR 1 337/59 388/59 

PR 533/61  530/61 

حداکثر است و برآورد  6/59کامل برابر با  يهااز داده پارامتر  نماییداکثر درستح برآورد
T با يگذارید نوع اول بدون جایبریآن تحت سانسور ه نماییدرست  9 r و 0  2 برابر با  0

Tو با  1/51  9 r و 0  2 ها تحت ن دادهیدست آمده از اهج بینتا. است 542/52برابر با 5
 ،1در جدول . خلاصه شده است 2و  1 يهاد نوع اول در جدولیبریسانسور ه

/a 1 211768 34 ،)3555،3554(1b،       /b 1 3554 16  211769،211768(و( 

1a ار شده استیاخت.  

پارامتر  يماکس براینین گاما میو تأسف پس يز حدی، بيزیبرآورد ب :2جدول
n




  در حالت  معلوم وT  90  

  r  20  r  25  
,a b


2 2

 ( ) ( )a b 2 220 62  ( ) ( )a b 2 224 90  

 ,  322/0 267/0 
a
PR 2 560/0 421/0 
b
PR 2 324/0 269/0 

PR 563/0 433/0 
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حداکثر ماکس به برآورد ینین گاما میتأسف پس يبرآوردها ،شودیطور که ملاحظه مهمان
تر کیتحت سانسور، نزد نماییحداکثر درستسه با برآورد یکامل در مقا يهاداده نماییدرست
 5فوق را با  يهار دادهیمقاد يپارامتردو ییع نمایاز توز ییهابه داده یابیمنظور دستبه. هستند

)، يپارامتردو ییع نمایاز توز ییهام تا دادهیکنیمع مج , )E  ن حالت یدر ا. ، حاصل شود
 پارامتر  یینمامم درستیاست و برآورد ماکس 6برابر پارامتر  یینمامم درستیبرآورد ماکس

 يگذارید نوع اول با جایبریها تحت سانسور هن دادهیدست آمده از اهج بیانت. است 96/58برابر 
  .آمده است 6و  5، 4، 3 يهادر جدول

در حالت  پارامتر  يماکس براینین گاما میو تأسف پس يزیبرآورد ب :3جدول 
  و ) 1ب(نامعلومT  90  

  r  20  r  25  
̂ ( ) ( )  1830 19  ( ) ( )  2520 21  

PR
  790/58 955/58  
PR
  798/58 946/58 

PR 798/58 964/58 

و ) 1ب(نامعلوم در حالت  پارامتر  يماکس براینین گاما میو تأسف پس يزیبرآورد ب :4جدول
T  90     

  r  20  r  25  
̂ +1830({-6   ) /(570+30 )} +2520({-6   ) /(630+30 )} 

PR
  040/4 035/4 

PR
  040/4 034/4 

PR 040/4 034/4 

شود که برآورد یملاحظه م. است 5برابر   یم که مقدار واقعیدانیها مبا توجه به ساختار داده
برآورد ک کمیماکس ینین گاما میتآسف پس يبرآورد و برآوردهاشیک بی نماییحداکثر درست

برآورد شیبرآورد بهتر از ب، کمسهیبا توجه به ساختار مسأله، در مقا. کنندیاز پارامتر را ارائه م
 ̂برآورد  6و  5 يهافیو رد 4و  3 يهافی، رد2و  1 يف های، رد5در جدول . شودیم یابیارز
 ير ابرپارامترهایمقاد يب برایترترا به ̂و   3483،   205438 ،c  و  59  6 
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ر یمقاد ي، برا)بخشیار آگاهیحالت بس(  872 ،  51389 ،c   و 30  حالت ( 7
 ریمقاد يو برا) بخش معتدلیآگاه  389،   22892 ،c   و 20  - حالت کم( 8
r يبرا. کندیارائه م) بخشیآگاه  rو  20  ورد برآشیک بی ̂ ي، برآورد حاصل برا25

ک به مقدار ی، نزد)بخشیار آگاهیحالت بس(ش برآورد یک بی ̂ يبرآوردها یول  يبرا
  . است  يبرا) بخشیآگاهحالت کم(ک کم برآورد یو ) بخش معتدلیحالت آگاه( یواقع

 در حالت پارامترهاابرمختلف  ریمقاد ي، برا و  يترهاپارام يزیبرآورد ب :5جدول
Tو ) 2ب(  90  

r    نوع پیشین  20  r  25  
بسیار آگاهی 

 بخش
̂  186/59  348/59  
̂ 335/5 333/5  

آگاهی بخش 
 معتدل

̂  763/59  404/60  
̂  004/5  993/4  

کم آگاهی 
 بخش

̂ 961/60  078/62  
̂  791/4  758/4  

   يریگ جهیبحث و نت -4
با  ییع نمایپارامتر توز نماییحداکثر درستشود که برآوردگر یده مین مثال دیدر ا

. شود، برابر استیثابت م) ماکس بودنینیمجاز و م(ها نه آنیکه خواص به ییبرآوردگرها
در  و  a ،b، ير مناسب برایشود که در صورت انتخاب فاصله مقادین ملاحظه میهمچن

یرا ارائه م يترمطلوب يماکس برآوردهاینین گاما میتأسف پس ي، برآوردها يهامجموعه
. جه برعکس خواهد شدیانتخاب شوند نت ین به درستیشیع پیتوز يطبعاٌ اگر ابرپارامترها. کنند

ماکس عمل ینین گاما میتأسف پس يبهتر از برآوردها يزیرد بن حالت برآویگر در ایعبارت دبه
. ان مربع خطا متمرکز شده استیو تابع ز ییع نماین مقاله بر توزیتلاش عمده در ا. کندیم

ت اعتماد از جمله یگر در قابلیمتداول د يع هایرا از توز یتیع جمعین راستا توزیممکن در ا
اس یا مقیپا يان هایزا از تابعیکند و یداگانه را طلب مج یبل انتخاب کرد که پژوهشیگاما و وا

  .ر حاصل خواهد شدییج تغیشک در نتایاستفاده نمود که ب
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  ]1[ وستیپ
),، يافتهیم یتعم يزیسک برآوردگر بیوست، رین پیدر ا , )R   یر ثابت میصورت ز،به-
  .شود

, , , ,( , ) ( ) ( ) ( )R E E E              2 2 22         

, , ( ) ( ) , ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )          
! ( )

( )          
! ( )

r r r r

Tr d T r r x

d

Tr d T r r x

d

E E X T p X T E X T p X T

d T T e r x e dx
T d x r

T e r x e dx
d r

  

 

 

  

 

 


   



   



     

 


 


 

 

1 1

2 2

     

 

 

 

, , ( ) ( ) , ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )            ( ) ( )
! ( )

( ) ( )           
( )! ( )

           

r r r r

Tr d T r r x

d

Tr d T r r x

d

E E X T p X T E X T p X T

d T T e r x e dx
T d x r

d T T e r x e dx
T d r

  

 

 

  

 

 

   



    



     

 


 
 



 

 

2 2 2

1 1
2 2

1 1 2 3
2

1 1

     

 



( ) ( ) ( )
! ! ( )

Tr rd T d T r r x

d d

d T T e T e r x e dx
T d T d r

     
    

 

 
  

2 2 2 3

  

 

),يگذاریبا جا )E    و,( )E  2
  میسک داریدر تابع ر:  

,
( ) ( )( , )

! ( ) !

             
( )

Tr rd T r r x d T

d d

T r r x

T e r x e T eR dx
d r d

r x e dx
r

  




  
   

 

    

 

 

  


 


 



3 22 3
2 2

2
2

2

2

 
 



 

  :شودیر حاصل میجه زیمحاسبات نت یکه با انجام کم
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,( , )
( ) ( )

( ) ( )              ( )
! ( )!

T Tr r x r r x

r d T r T

d

r x e r x eR dx dx
r r

T e T e
T d r

 


 

 
  

  
 

    

   
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  
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 ]2[ وستیپ
)،mن یشینسبت به پ  يزیسک برآوردگر بیوست، رین پیدر ا , )mR  ر یصورت زبه ، را
ن حد یکه در متن تا ا یدر حال. ز محاسبه کردیسک آن را نیز ریتوان بهم تا بیکنیح میتشر

  .ساده نشده است

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )          ( )
! ( )

( ) ( ) ( )         ( )
! ( )

m m r r m r r

Tr d T r r x

d

r d T r r x m

d m

E E X T p X T E X T p X T

d T m T e r m x e dx
d rT m x m

d T m T e r m x m e dx
d x rT m

 

 

  

 
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     
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) يگذاریبا جا )mE   و( )mE    :میسک داریدر تابع ر 2
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( )          ( )
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  .شودیر محاسبه میصورت ز، بهm،mrن یشینسبت به پ  يزیسک برآوردگر بیز ریب
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Bayesian Inference Based on type-I Hybrid Censored Data from a Two-
Parameter Exponential Distribution 
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Abstract 
A hybrid censoring is a mixture of type-I and type-II censoring schemes. It is 
categorized to type-I and type-II hybrid censored based on how the 
experiment set to terminate. In this paper, we describe the type-I hybrid 
censoring where lifetime variables have a two-parameters exponential 
distribution. Bayes estimation of unknown parameters under squared error 
loss function is developed. Among several methods of constructing the 
optimal procedures in the context of robust Bayesian methodology, we 
obtain posterior regret gamma minimax estimation of unknown parameters 
under squared error loss function. Finally, we discuss minimaxity and 
admissibility of the generalized Bayes estimator under squared error loss.  
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