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  مقدمه - 1
هر دو توزيع وابسته . هاي طول عمر هستندها در تحليل دادهگاما و وايبل از مشهورترين توزيع
بنابراين نسبت به توزيع نمايي . افزايشي و يا كاهشي هستند 1به پارامتر شكل، داراي تابع خطر

هاي طول عمر را تحت پوشش قرار اي از دادهكه داراي تابع خطر ثابت است، محدوده گسترده
در توزيع گاما، اگر پارامتر شكل عددي صحيح . متأسفانه هر دو توزيع معايبي دارند. دهندمي

آيد و براي به دست آوردن آن نياز به ميراحتي به دست ننباشد، تابع توزيع يا تابع خطر به 
  .روشهاي عددي داريم

بنابراين نسبت به . آيدميو خطر توزيع وايبل به راحتي به دست  2در مقابل توابع توزيع، بقا
، در تحليل داده هاي طول عمر 3توزيع گاما، به خصوص در حضور داده هاي سانسور شده

، به )1991( براي مثال بين و انگلهارد. توزيع وايبل داراي معايبي استاما . شودميترجيح داده 
هاي ماكزيمم درستنمايي توزيع وايبل ممكن است براي اند كه برآوردگراين مطلب اشاره كرده

از طرفي وقتي پارامتر شكل بزرگتر از يك باشد، . تمامي مقادير پارامترها به خوبي عمل نكنند
با اين وجود در مورد توزيع گاما از . گاما و وايبل تابعي افزايشي است تابع خطر هر دو توزيع

نهايت و در مورد توزيع وايبل از صفر به بي) عكس پارامتر مقياس(صفر به يك عدد متناهي 
  .يابد كه اين ويژگي توزيع وايبل ممكن است چنان مطلوب نباشدافزايش مي

را كه توسط مودهولكار و  4توزيع وايبل نمايي شده ، حالت خاصي از)1997(گوپتا و كندو  اخيراً
. ناميدند 5معرفي شده بود، در نظر گرفتند و آن را توزيع نمايي تعميم يافته) 1995(همكاران 

تواند جايگزين مناسبي براي توزيع هاي گاما و آنها نشان دادند كه توزيع نمايي تعميم يافته مي
جاي گاما، هاي چوله مثبت بهموثر در تحليل داده ًطور كاملاوايبل باشد و در خيلي موارد و به

توزيع نمايي تعميم يافته دو پارامتري داراي تابع چگالي . كار رودوايبل و حتي لگ نرمال به
  :احتمال به فرم زير است

exp exp( ; , ) ( )( ( ))
x x

f x  
  

    11   ,              (1) 

توزيع نمايي تعميم يافته  .به ترتيب پارامتر هاي شكل و مقياس هستند و   كه در آن
 ازاي هر به. داراي نرخ خطر افزايشي، كاهشي و ثابت است كه بستگي به پارامتر شكل دارد

                                                                                                                                             
1Hazard Function 
2Survival Function 
3Censored Data 
4Exponentiated Weibull 
5Generalized Exponential 
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 نرخ خطر افزايشي است اگر 1  اگر  كاهشي استو 1 و ثابت است هرگاه  1 . اين
ويژگي توزيع نمايي تعميم يافته آن را از توزيع نمايي كه تنها داراي نرخ خطر ثابت است 

هاي مختلف با استفاده از روش برآورد پارامترهاي توزيع نمايي تعميم يافته. كندمتمايز مي
، بررسي و )2001( توسط گوپتا و كندو...) و 1روش ماكسيمم درستنمايي، گشتاوري، صدكي(

هاي برآورد بيزي پارامتر. اندهاي عددي با هم مقايسه شدهكارايي برآوردگرها با استفاده از روش
 2بع زيان مربع خطا و لاينكستوزيع نمايي تعميم يافته تحت شرايط مختلف پارامتري و تحت تا

ارائه شده است، با اين ) 2008( و سينگ و همكاران) 2008(به ترتيب  توسط گوپتا و كندو 
  .ها نشده استدر اين خانواده از توزيع 3حال توجهي به مسأله برآوردگرهاي مينيماكس

توزيع نمايي هدف ما در اين مقاله، بررسي مينيماكس بودن برآوردگر بيزي تعميم يافته از 
  .تعميم يافته تحت تابع زيان مربع خطاي وزني به فرم زير است

( , ( )) ( )( ( ) ( ))L X w X g      2 )2                         (  

 كه در آن   1، w   ( ) ( ) )و 2 )g  در بسياري موارد كه  .است يا   برابر با،  
بين دو يا چند نفر در انتخاب توزيع پيشين اختلاف وجود دارد و يا در مورد توزيع پيشين با هم 

آن تفاهم ندارند، اطلاعات در مورد توزيع پيشين كافي ) هاي(تفاهم دارند اما نسبت به پارامتر
هاي اي از برآوردگرصورت مجموعهدر اين. را در اختيار داريم هانيست و كلاسي از اين توزيع

  ).براي توزيع بيشتر به بخش سه مراجعه شود(شود حاصل مي   بيزي در كلاس
حال اگرچه آماردان اكنون دامنه تغييرات احتمالي برآوردهاي بيزي را در اختيار دارد، اما ممكن 

ترين است و بايد به دنبال روشي يك از آنها مناسبمشخص نباشد كه كداماست براي او 
چندين روش براي انتخاب برآوردگر بهينه وجود دارد . مناسب براي يافتن برآوردگر بهينه باشد
برتو و ( 5، برآوردگاما مينيماكس شرطي)1984برگر، ( 4كه از جمله آنها برآورد گاما مينيماكس

و برآورد تأسف پسين گاما ) 1991مزارسكي و زلينسكي، (6رد پايدار ، برآو) 1992روجري، 
مقاله برآوردگر تأسف  در اين. هستند) 1995ريوز اينسوا و همكاران، ( )PRGM( 7مينيماكس

ريوزاينسوا و . آوريمپسين گاما مينيماكس را تحت تابع زيان مربع خطاي وزني به دست مي
. تحت تابع زيان مربع خطا مورد بررسي قرار دادندرا PRGM ، برآورد )1995(همكاران 
  .دست آوردلاينكس بهزيان تحت تابع  را در مدل نرمالPRGM برآورد ، )2002(بوراتيسكا

                                                                                                                                             
1 Percentile  
2 Linex  
3 Minimax Estimators 
4 Gamma Minimax 
5 Conditional Gamma Minimax 
6 Robust Estimator 
7 Posterior Regret Gamma Minimax 
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- نتروپي و براي آمارهآرا تحت تابع زيان PRGM  برآورد و پيشگوي) 2008(جوزاني و پارسيان
در اين مقاله ابتدا، در بخش دوم برآوردگرهاي بيزي توزيع نمايي  .هاي ركوردي ارائه كردند

آوريم، سپس در بخش سوم برآوردگر دست ميبه) 2(تعميم يافته را تحت تابع زيان به فرم 
در نهايت در بخش چهارم، . كنيمارائه مي) 2(تأسف پسين گاما مينيماكس را تحت تابع زيان

مورد بررسي قرار ) 2(م يافته را تحت تابع زيان به فرم مينيماكس بودن برآوردگر بيزي تعمي
  .دهيممي

  تحليل بيزي  - 2
, فرض كنيد , ..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي 2 )n  تايي از توزيعي با تابع چگالي  3

 باشد، با فرض) 1(احتمال به فرم 



  :مشاهدات برابر است با ، تابع درستنمايي 1

exp exp( , ) ( ) ( ) ( ( ))
n n

n
i i

i i

l x x      

 

     1

1 1
1             )3(  

  :گيريمتوابع چگالي پيشين مزدوج زير را در نظر مي
exp( | ) ( )a b     1 )4                                       (  

exp( ) ( )c d    1 )5                                            (  
, كه در آن , ,a b c d   . تابع چگالي پسين توام) 5(و ) 4(، )3(با توجه به برابر  و   
   :است با

exp ln exp exp( , | ) [ ( ( ( )))] [ ( )]
n n

n a n c
i i

i i

x b x d x           

 

        1 1

1 1
1  

) مانند و   بنابراين برآورد بيزي تابعي دلخواه از ),    بهتحت تابع زيان مربع خطا -
  صورت

( , ) ( , | )
[ ( , ) | )

( , | )

x d d
E x

x d d

       
  

    

 

   
 

 

 

)6                 (  

  :به صورت زير است) 2(و تحت تابع زيان 

( , ) ( , | )
( )

[ ( , ) | )
( , | )

( )

x d d
E x

x d d
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  MCMCش برآورد بيزي پارامتر ها به رو: 1جدول 

n پارامتر 
a= ٠/ ٠١      b= ٠٣٣/٠  

c=d= ١١١/٠  c=d= ٣٣٣/٠  c=d=١٠ 
10α٢١  ٢٠٣/٠۵/٣١٧/٠ ٠ 

λ١۴٣/٠٢۴٨٨٧/٠ ٧/٠ 
20α٢۵۶/٠٢۶٢٨٨/٠ ٨/٠ 

λ٧٣٠/٠٧٨۶/٩ ٠۵۴/٠ 
30 α٣١٢/٠ ٣٢/٠٣٢٩/٠ 

λ٩١/٠٠٨۴/٠٨/١ ١

40 α٣٠٢/٠ ٣٠١/٠٣٠٢/٠ 

λ٠۵۴/٠ ١۵٠٢٨/١ ٢/١ 

گوپتا و . ها فرم بسته ندارندشود، در هر دو حالت برآورد بيزي پارامترملاحظه ميهمانطور كه 
را تحت تابع زيان مربع خطا و با استفاده از  و   ، برآورد بيزي پارامترهاي)2008(كندو 

- نتايج را تحت تابع زيان لاينكس به) 2008(سينگ و همكاران . تقريب ليندلي ارائه كرده اند
- ، به)2(ها تحت تابع زيان به فرم ، برآورد بيزي پارامتر)3(و ) 2(، )1(در جداول . دست آوردند

) ازاي )n 1010 40 ،/ 0 و  3 1 مقادير مختلفa,b,c,d  ١ به روشMCMC )به-
لازم است اشاره كنيم كه . ارائه شده است  WinBUGSافزار، با نرم)2بردار گيبزروش نمونه

  .دست آمده استبه Rمشاهدات اوليه از توزيع نمايي تعميم يافته با نرم افزار 
، برآورد بيزي پارامترها nشود كه به طوركلي با افزايش با توجه به جداول مربوطه، ملاحظه مي

/(واقعي آن، به مقدار  0 و  3 1 (ازاي هر همچنين به. شودنزديك ميnبا ثابت ، 
شود كه ديگر مشاهده مي كاهش واريانس توزيع پيشين هاي پيشين وگرفتن يكي از توزيع

   .شودمي آن نزديك به مقدار واقعي  MCMCدست آمده به روشهاي بيزي بهبرآورد
كنيم كه معلوم باشد، بدون از دست دادن كليت مساله فرض مي فرض كنيد پارامتر  1 .

  .يابدآنگاه تابع درستنمايي به صورت زير تقليل مي

exp( ) ( ( ))
n

n
i

i

l x   



   1

1
1  

  :برابر است با) 4(و توزيع پيشين ) 2(تحت تابع زيان به فرم   بنابراين برآورد بيزي پارامتر

,a b

n a

b T
  



2 )8                                      (               

                                                                                                                                             
1 Markov Chain Monte Carlo  
2 Gibbs Sampler 
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ln كه در آن exp
n

i

i

T x


    ( ( ))
1

انتخاب توزيع پيشين  از آنجا كه در تحليل بيزي، در. 1
ممكن است توافق وجود نداشته باشد، در ادامه تأسف پسين گاما مينيماكس را براي حالتي كه 

λ كنيممعلوم است، معرفي مي.  

  MCMCبرآورد بيزي پارامتر ها به روش  :2جدول 

n پارامتر 

a= ٠/ ٠٣     b=  ١/٠  

c=d= ١١١/٠  c=d= ٣٣٣/٠  c=d=١٠ 

١٠
α٢۴٠/٠٢٣٩/٠ ٣١١/٠ 
λ٣۶٢/٠٣۶۵/٠ ٨٩۵/٠ 

٢٠
α٢٧/٠٢۵/٠ ٢٨٨/٠ 
λ٨٢٣/٠٧٢٣/٠ ٩۵۶/٠ 

٣٠
α٣٢٧/٠٣٢٨/٠ ٣١٠/٠ 
λ٠٣١/١٠٣٠/١ ٠٢/١ 

۴٠
α٢٩٩/٠٣٠١/٠ ٣٠١/٠ 
λ٠٣۵/١٠٣۴/١ ٠٢٧/١ 

  MCMCبرآورد بيزي پارامتر ها به روش  :3جدول 

n پارامتر 

a= ٠/ ٩  b= ٣ 

c=d= ١١١/٠  c=d= ٣٣٣/٠  c=d=١٠ 

١٠
α٢۶٢/٠٢٧٣/٠ ٣١۴/٠ 

λ۴٩٣/٠۵٠٨/٠ ٨٨/٠

٢٠

α٢٧/٠٢٨۶/٠ ٢٩۶/٠ 

λ٨۶٨/٠٩٠۵/٠ ٩۶/٠

٣٠

α٣٢٠/٠٣٢۴/٠ ٣٠۴/٠ 

λ٠٢/١٠٢۴/٠١  ١۵/١ 

۴٠
α٣٠١/٠٣٠۶/٠ ٣٠١/٠ 

λ٠٢٧/١٠٢۶/١ ٠٢٠/١ 

  برآوردگر تأسف پسين گاما مينيماكس - 3
دست آوردن تصميم بهينه تحت تابع زيان و توزيع پيشين معين روي در تحليل بيزي هدف، به

اما در عمل مواردي وجود دارد كه اطلاعات پيشين، اغلب مبهم و هر توزيع . فضاي پارامتر است
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تواند در حالتي اين وضعيت مي. پيشين در نظر گرفته شده تنها تقريبي از توزيع واقعي آن است
ا دو يا چند تصميم گيرنده مطرح شود و آنها در مورد توزيع رخ دهد كه مسأله مورد نظر ب

يك راه حل رايج در عدم قطعيت در مورد توزيع پيشين در تحليل . پيشين به توافق نرسند
هاي بيزي، مطابق از توزيع هاي پيشين و به دست آوردن دامنه عمل Γبيزي تعيين يك كلاس 
اين روش به روش بيزي استوار معروف . باشدمي Γهاي پيشين متعلق به با دامنه تغييرات توزيع

بر روي  Γتحليل بيزي استوار با تأثيرات ناشي از تغييرات چگالي پيشين در كلاس . است
هايي مانند مخاطره پسين، مخاطره بيزي و مقدار مخاطره مورد انتظار پسين در ارتباط كميت

 .آيددست ميزي استوار، دامنه تغييرات برآوردگرهاي بيزي بهبا استفاده از تحليل بي. باشدمي
هاي دستيابي به برآوردگرهاي بيزي استوار، روش تأسف پسين گاما مينيماكس يكي از روش

 .كنيماست كه در ادامه تعريف آن را بيان مي

X فرض كنيد x اي از توزيعمشاهده ( )P x با تابع چگالي احتمال ( )p x  باشد كه در
 آن . ( ) چگالي پيشين و ،( )x    . در نظر بگيريد xبه شرط  را چگالي پسين   

) اگر .1تعريف  ) ( ( )), ,
xx E L     زيان مورد انتظار پسين برآورد A   ،باشد

)عبارت است از   تأسف پسين برآورد ) ( ) ( ), , - ,
x xx xd          ،كه در آن 
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هاي پيشين به از كلاس توزيع ًعموما) 4(در ادبيات موجود براي تابع چگالي احتمال پيشين 
  :شودصورت زير استفاده مي

{ : ( ), [  ]}, , , ,a b a a b a b b b b       1 2     
b كه در آن b1 a و 2   كلاس. مقادير ثابت معلوم هستند ,a b   بيانگر اين است كه بين

دو يا چند تصميم گيرنده روي ابر پارامتر شكل توافق وجود دارد اما در مورد ابر پارامتر مقياس 
  .توافقي وجود ندارد

را به   در اين قسمت با استفاده از قضيه زير، برآوردگر تأسف پسين گاما مينيماكس پارامتر
 ازاي 1هاي پيشين ، در كلاس توزيع,a b  آوريمدست ميبه.  
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x
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  از آنجا كه
)
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a n
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2 3
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x   ، ( ),

x
d   تابعي افزايشي از 
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sup ( )= ( ), ,

x
d d     .با تعريف ( )= ( ),f d  1ازاي ، واضح است كه به ، 
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inf sup ( )= ( )=
xA d d 
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 .دهيممعلوم است، مورد بررسي قرار مي
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، 229ص (  16كارگيري قضيه و با به m، توزيع پيشين )2(با در نظر گرفتن تابع زيان 
) 16(هاي يگانه و دوگانه در انتگرال  ،)1964، رودين، 246ص ( 31-10و قضيه ) 1963رويدن، 

n ازايبنابراين به. كندبه صفر ميل مي  lim :داريم) 16(از رابطه  3 ( )=,m m
m

r  


از . 1
supطرفي ( ) ( ),,R n

     11  ، لهمن و 316ص ( 12-1بنابراين با استفاده از قضيه .  
, )1998 كسلا،

   است) 2(برآوردگر مينيماكس تحت تابع زيان.  

  نتيجه گيري - 5
در اين مقاله، برآورديابي بيزي و بيز تعميم يافته از توزيع نمايي تعميم يافته را تحت تابع زيان 

برآوردگر تأسف . هاي مختلف بررسي نموديمنسبت به پيشين 2مربع خطاي وزني با وزن 
a,پسين گاما مينيماكس را در كلاس  b  مينيماكس بودن برآوردگر بيز تعميم . دست آورديمبه
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بهينه است و ادعا  Iهمچنين نشان داديم كه اين برآوردگر در كلاس . را نشان داديم يافته 
  .كرديم كه مجاز هم هست ولي نتوانستيم اين ادعا را اثبات كنيم 
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Abstract  

In this paper, we discuss minimaxity of Generalized Bayes estimator of the 
shape parameter of Generalized Exponential (GE) distribution under 
Weighted Square Error Loss (WSEL) function. A common approach to the 
prior uncertainty in Bayesian analysis is to choose a class of prior 
distributions and look for an optimal decision within this class. This is 
known as robust Bayesian methodology. We obtain Posterior Regret Gamma 
Minimax estimator of the shape parameter of GE distribution under WSEL 
function. 
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