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  هاي متناهيناپذير گروههاي تحويلهاي سرشتتوان

درفشه محمدرضا
1

، عماد زاهدي
2

  

  و علوم كامپيوتر، پرديس علوم، دانشگاه تهران دانشكده رياضي، آمار

  26/1/1391 :تاريخ پذيرش  25/7/1390 :تاريخ دريافت

براي اعداد . باشد Gآبلي ناپذير از يك گروه متناهي نايك سرشت تحويل  مفرض كني :چكيده

mبا شرط   mو nصحيح نا منفي  n  ناپذير هاي تحويل، در اين مقاله حالتي كه تمام موسس�

سرشت 
mn هاي خطي سرشتG دان معروف اي رياضيدر مقاله .گيردهستند مورد بحث قرار مي

و تمام  باشد Gناپذير يك سرشت تحويل يك گروه متناهي و   Gنام مان ثابت كرد كه اگربه

ناپزير هاي تحويلموسس
2 گاه آن ،خطي باشند)(GZG و لذاG  در . توان استگروهي پوچ

ناپذير از گروه يك سرشت تحويل  ايم كه اگركرده ثابترا تعميم داده و  »مان« ياين مقاله ما نتيجه

G ناپذير هاي تحويلباشد و تمام موسس
mn گاه خطي باشند، آنG توان است، كه گروهي پوچ

mاعداد صحيح نامنفي بوده و  nو  mجا در اين n  � .  

  .هاضرب سرشت، توان، حاصلناپذيرسرشت تحويل ،هاي متناهيگروه، سرشت :كليدي هايهواژ

  15C20 ،15D20 :بندي رياضيرده

  مقدمه    - 1

ناپذير هاي تحويلضرب سرشتحاصل. شوندها متناهي فرض ميگروه يهدر اين مقاله، هم

ناپذير آنها براي ساليان متمادي هاي تحويلهاي متناهي و شرايط تعيين شده روي موسسگروه

-، فرض ميGاز گروه  ازاي سرشت دلخواه به. موضوع پژوهش بسياري از محققين بوده است

- اي از برنسايدبنا به نتيجه. باشد ناپذير هاي تحويلمجموعه تمام موسس Irr)( كنيم

 nباشد كه دقيقا  Gناپذير و با وفا از يك سرشت تحويل اگر  ]49ص  ،1[ايساكس در براور 

)گاهمقدار متمايز اختيار كند، آن ... ) ( )n
GIrr Irr G     1
  Irr(G)كه در آن، 1

                                                                                                                                           
  darafsheh@ut.ac.ir محمدرضادرفشه :آدرس الكترونيكي نويسنده مسئول مقاله - 1

  دانشجوي كارشناسي ارشد رياضي دانشگاه تهران  2-
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و  آراد. باشدمي Gسرشت هماني  G1است و  Gناپذير تحويلهاي مجموعه تمام سرشت

ناپذير داراي دو سرشت تحويل Gگروه كه ثابت كردند ] 98، ص 2[بركويچ و ژمود در  همكاران

m كهطورياست به و  متمايز  n     و,m n اگر و تنها اگر� ،G   داراي

بلاو چنين هم. يك زوج كامينا است{G/M,N/M} و  M<Nكه  باشد NوM دو زير گروه نرمال 

 Gناپذيري از گروه هاي تحويلسرشت و  است كه اگر  كردهثابت  ]3[در و چي لانگ 

Gبوده و  1 و kn  كهn  روي  گاه باشد، آن Gهاي تزويج تعداد كلاس kو  2

G Z ( )  صفر است و( )n  تعريف  كه در آن)(n چنين است:

( ) ( )n ng g  Ggبراي تمام      وZ g G g  ( ) { | ( ) ( )}   هسته  1

GIrr)(و Gتوان براي گروه پوچ، ]4[آدان بنت  چنين درهم. است سرشت   كه 

( ) p 1 آدان در . مطالعه شده است 2ناپذير هاي تحويلعدد اول فرد است، تمام موسس  

در حالاتي  سرشت  و با وفاي  ناپذيرو سرشت تحويل  Gپذير، براي گروه حل]5[ بنت

|)(|كه  Irr  مطالعه شده است ،باشد 3يا  2مساوي.   

- 100، ص 2[بركويچ و ژمود . باشد Gهاي خطي مجموعه تمام سرشت Lin(G)فرض كنيد 

)و شرط  ناپذير با سرشت تحويل Gهاي ناآبلي گروه] 101 ) ( )Irr Lin G 2  را مطالعه

)()(ح كردند كه اگر رها اين سوال را مطسپس آن. كردند GLinIrr ، گاه چه آن

هايي را مورد مطالعه مولفان گروه] 6[ايساك و زايسر  در ؟حاصل خواهد شد  Gاي دربارهنتيجه

شامل دقيقا يك يا دو موسس   2بوده و  ناپذير با وفاي اراي سرشت تحويلدقرار دادند كه 

  .ناپذير استتحويل

)در اين مقاله ما حالت كلي  ) ( )n mIrr Lin G   كه ه خواهيم كرد، جاييعرا مطالn  وm 

mو  باشنداعداد صحيح نا منفي  n  تر بگوييم، در اين مقاله به دو سوال پاسخ دقيق. �

اعداد   nو mفرض كنيد چنين هم .GIrr)(يك گروه و  Gفرض كنيد . خواهيم داد

mكه طوريبه باشندصحيح نامنفي  n  بندي حالتي است كه تمام موسسسوال اول رده. �

-تحويلهاي سوال دوم نگاهي است بر درجه تكرار موسس. اندخطي nnناپذير هاي تحويل

توان در نتايج اصلي اين مقاله را مي. اندها خطيدر حالتي كه تمام اين موسس mnناپذير 

  .قضيه زير خلاصه كرد

منفي اعداد صحيح نا  nو mو  GIrr)( ،يك گروه است G كنيمفرض   :قضيه اصلي

mكهطوريبهباشند  n    :زير برقرارند احكامصورت در اين. �

1 - )()( GLinIrr mn   اگر و تنها اگر)(GZG   و)]ker(:)ker([ G  

  .است n-mمقسوم عليهي از 
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)()(اگر  - 2 GLinIrr mn ناپذير هاي تحويلگاه درجه تكرار تمام موسس، آن
mn با هم مساوي است.  

  .گيردمورد استفاده قرار مي] 1[ ايساكسهاي در اين مقاله نمادگذاري

  نتايج   -2

  .كنيماين بخش را با تعاريف زير شروع مي

را  lA)(. يك عدد صحيح باشد �و GIrr)(، باشديك گروه  G مفرض كني :1تعريف 

l اگر :نويسيمرا نيز نمي كنيم، كه معمولا چنين تعريف مي  را مجموعه  lAگاه آن �

A. كنيمتعريف ميlناپذير هاي تحويلموسس
�

را نيز 
(χ)

GIrr
Z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. نمائيمتعريف مي  

l بالاخره، اگر  تعريف  l||ناپذير هاي تحويلرا متشكل از تمام موسس lA، مجموعه �

  .كنيمهاي كاملا منشعب شده را تعريف ميسرشت] 1[ايساكس با استفاده از  .كنيممي

زير  N در آن كاملا منشعب شده است، كه G/Nنسبت به GIrr)(گوييم  :2تعريف

G روي  هرگاهاست،  Gگروه نرمال  N  صفر بوده وNهمگن باشد.  

 اشند كهاعداد صحيح نامنفي ب n و m و GIrr)( ،يك گروه متناهي  Gمفرض كني

m n  مورد بحث  ،اندخطي mnناپذير هاي تحويلكه تمام موسس را ابتدا حالتي. �

سازيم كه را معين مي mnناپذير هاي تحويلدهيم و سپس درجه تكرار موسسقرار مي

بنابراين فرمولي براي . پردازيمابتدا به سوال دوم مي. اندها همگي خطيالبته اين موسس

mn  در حالتي كه  نسبت به
(χ)

G
Z

  .كنيمكاملا منشعب شده است پيدا مي

اند و اعداد صحيح نامنفي  nو m و GIrr)(يك گروه است و   Gيمفرض كن .1 لم

m n  ZG)(روي  اگر. �   يعني باشدصفر ،  نسبت به
(χ)

G
Z

كاملا منشعب 

 گاهشود، آن

n m

n m
n m

A
G Z






 ∑

1 1( ) ( )
[ : ( )]



   .  

)(ناپذير هاي تحويلموسسبه استفاده از نياز  1 براي اثبات لم Z خواهيم داشت.  
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- طوريبه باشند اعداد صحيح نامنفي  nو m و GIrr)( ،يك گروه  Gيمفرض كن. 2 لم

mكه  n  ZG)(روي   مفرض كني. �   اگر  .باشدصفر))((  ZIrr 

)(فرد ناپذير و منحصر بهموسس تحويل Z گاهباشد، آن  

( )
( )

[ : ( )]

m n
n m n m G

G Z
  

  1
.  

و  mnكنيم كه هر دوي اثبات را با اين واقعيت شروع مي :برهان Gmn  روي

)(ZG  چنين، هر دوي هم ،صفرند)()(  Z
mn و)())((  Z

Gmn  مضرب ثابتي از
mn رو از اين. باشندميGmnmn a )(   كهa با . عدد صحيح و مثبت ثابتي است

گردد حاصل مي ،محاسبه درجه در طرفين تساوي اخير
( )

[ : ( )]

m n
a

G Z





 1
 ■  

  .پردازيممي 1 اكنون به اثبات لم

lدهيم قرار مي. 1لم برهان n m  . اگر)|( lGIrr  گاه ، آنl
Z  1( ) ( )   .

، داريم ]5.2لم  ،1[ايساكس، بنا به قانون تقابل فروبنيوس در 
l

l G

Irr G
 ∑ 1

( | )

( ) ( )
 

   . با

)، كافي است نشان دهيم كه 2 استفاده از لم | )l
lIrr G A  . اگرl  ، اين مطلب با �

�به  2اعمال لم  lگردد و اگر حاصل ميl  l)(به  2، اين مطلب با اعمال لم � � 

lاگر . گرددحاصل مي  nnmnشود نتيجه مي 2 گاه از لم، آن�    مضربي از

G
Z )1( )( ها دقيقا عبارتند از عناصر مجموعه است و موسس

(χ)
GA Irr

Z
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
به اين . 

  ■.گرددثابت مي 1ترتيب لم 

ثابت . اندخطيmnناپذير هاي تحويلگيريم كه تمام موسساي را در نظر مياكنون فرضيه

نسبت به  و  2توان از كلاس بايد پوچ Gكه  كنيممي
)(GZ

G
  .كاملا منشعب شده باشد 

د و باشن اعداد صحيح نامنفي n و m و GIrr)(، يك گروه  Gيمفرض كن. 3 لم

m n  ZG)(گاه خطي باشند، آن mnناپذيرهاي تحويلاگر تمام موسس. �   و

  روي)(ZG  صفر است.  

)ker( پساند، خطي mnناپذير هاي تحويلچون تمام موسس. برهان mnG . 

Gxكه اگر  توان ثابت كردمياز اين مطلب  با استفاده ، گاه آن 
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( ) ( ) ( )n m n m m nx      1 1  

 و لذا 
n mn m n mx x    1( ) ( ) ( )    .اين بنابر( ) ( )x   در نتيجهو  1

)(Zx.■  

همگي  گاه درجه تكرارخطي باشند، آنmnهاي كنيم كه اگر تمام موسساكنون ثابت مي

 .شان يكي است

-ند بهباش اعداد صحيح نامنفي  nو mو  GIrr)( ،يك گروه Gفرض كنيد  .1نتيجه 

mكه طوري n  گاه درجه خطي باشند، آن mnناپذيرهاي تحويلاگر تمام موسس. �

تكرار همگي شان يكي است و برابر است با 
( )

[ : ( )]

m n

G Z





1
.  

نسبت به  دانيم كه ، مي3بنا به لم  .برهان
(χ)

G
Z

با  حال. عب شده استشكاملا من 

  ■.شودنتيجه ثابت مي 1استفاده از لم 

همگي  mnهاي كنيم چه وقت تمام موسسو تعيين مي زيمپردامياكنون به اتمام نتيجه 

  . ثابت شده است ]1[ايساكس از  2واقعيت زير اساسا در فصل . اندخطي

χ ،يك گروه  Gفرض كنيد .4لم ( )Irr G و m وn  باشند كه اعداد صحيح نامنفي 

m n  اند اگر و تنها اگر خطي mnناپذيرهاي تحويلصورت تمام موسساين در. �

)(ZG   و[ ker(χ ) : ker(χ )]G   مقسوم عليهي ازn-m باشد.  

ZG)(گاه آن ،خطي باشند mnهاي ديديم كه اگر تمام موسس 3 در لم .برهان  .

ZG)(توان فرض كرد بنابراين مي  4 و بنا به لم ،  روي(χ)G Z شودصفر مي .

اند اگر و تنها اگر خطي mnناپذير هاي تحويلكافي است نشان دهيم كه تمام موسس

[ ker(χ ) : ker(χ )]G  ي از مقسوم عليهn-m توان فرض از دست دادن كليت ميبدون  .باشد

Z)(حالت،در اين. ستا با وفا كرد كه  توان مي. نيز دوري است Gدوري است و لذا   

قرار داد  gG  كهGg  . هاي تحويلتمام موسسشود كه ، ديده مي2بنا به لم -

)|(ها در اند اگر و تنها اگر تمام سرشتخطي mnناپذير  mnGIrr  توسيعي ازmn 

چون. باشند
)(Z

G
ديده  ]6.17نتيجه ، 1[ايساكس آبلي است، با استفاده از قضيه گالاهر از   

)|(ها در تمام سرشتشود كه مي mnGIrr   توسيعي ازmn  اند اگر و تنها اگرmn 
اما اين اتفاق خواهد افتاد اگر و تنها اگر . توسعه يابد Gبه  mnG  ker  است  برقراركه
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اگر و تنها اگر  n m
g  1 . چون ست، داريم ا وفا با   n m n mg g   1  اگر و

nتنها اگر  mg  1 .چون  اماGgO )( شود كه نتيجه ميn mg  1  اگر و تنها اگر

G ي از مقسوم عليهn-m شودباشد كه به اين ترتيب قضيه ثابت مي.■  

  هاتذكرات و مثال   - 3

بنابراين فرض . دهيمهائي ارائه ميو مثال دهدر اين بخش نگاهي به برخي حالات خاص افكن

كه  طورياست به وفاي ناپذير و باداراي سرشت تحويل Gكنيم گروه متناهي مي

)()( GLinIrr mn ، كه در آن m n  لم زير كه اثبات خواهد شد، شناخته . �

 .شده است

χ) باشد، يك گروه G مفرض كني .5 لم )G Z   و( )Z G  دوري وkG  .در اين-

از  Xضو ع صورت هر
( )
G

Z G
kXدر تساوي   1 كندصدق مي.  

Gچون  :برهان  توان نوشتمي ، پسدوري است: G z   كه در آن kzo )( . براي

Ghg ,  ازg h gh G  1 hgzghگيريم نتيجه مي 1 r  كهr  يك عدد صحيح نا

kتوان نشان داد كه مي. منفي است kr k kg h z hg hg  لذا  و)(GZg k   كه به اين

  ■ .گرددترتيب لم ثابت مي

 1گاه از قضيه آن ،وفا باشدبا GIrr)(اگر پس ناآبلي است،  Gايم كه چون فرض كرده

nگردد كه نتيجه مي m 1 . اما امكانات ديگري برايmn  از . نيز وجود دارد

( )Z   ZGZوفاي سرشت با يك گيريم نتيجه مي، 1 )( اگر . است  حقيقي

 :آوريمدست ميبه Zxگاه براي تمام مقدار باشد، آن

           x x x x       1 در نتيجه و  1 x 2
كه از آن نتيجه  1

xشود مي 2
ZGاست و  2دوري از مرتبه  Zبنابراين  .1   باشد و مي 2گروهي از مرتبه

علت تساوي حالت بهدر اين. ويژه باشد-گروه فوق- 2بايد يك  Gگيريم كه نتيجه مي 5بنا به لم 

  توان فرض كرد مي)()( GLinIrr n  يك  به ازايn � . چون بنا به قضيه

G|داريم  1 n    .بايد يك عدد صحيح زوج باشد nگيريم كه ، نتيجه مي2

p اگر n m  آيد دست ميبه 1گاه با استفاده از قضيه عددي اول باشد، آنpG   و بنا

گروه خارج قسمتي  ،5 به لم
G

G


با ارائه مثالي نشان خواهيم . مقدماتي استگروه آبلي - p يك 

  .گفته امكان ظهور دارندحالات پيش داد كه هر دو
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m حالت .n=mكنيم در نتيجه بعدي فرض مي 1 شناخته شده است.  

- در اين. باشديك عدد صحيح مثبت  m و GIrr)( ،يك گروه  Gمفرض كني  .2 نتيجه

صورت    ker m m Z G  .  

  داريم .برهان
m m

k k       
1 1

GLini)( كه در آن…  .بنابراين

   ker ker
k

m m
i

i

  



1

iگيريم نتيجه مي ،1 به اثبات لم بنا. ∩ 1 .بنابراين

   ker ker
k

m m
i

i

Z G


 
1

∩( )    .  اما روشن است كه اگر mmx ker ،

گاه آن       m m mx x   2
گيريم كه از آن نتيجه مي 1   x  لذا  .1

)(GZx  شودين ترتيب نتيجه ثابت مياو به.■  

mpگروه فوق ويژه مرتبه  Gيك عدد اول و  p مفرض كني .1مثال  2 داريم . باشد 1

)(GZG   كه دوري مرتبهp و 
)(GZ

G
هاپرت بنا به . باشدگروه آبلي مقدماتي مي- p يك 

mp2داراي G ]562صفحه ، 7[ ,سرشت خطي است كه با   , ,mp  2

2 1
 .دهيمنمايش مي …

p داراي Gعلاوه به 1  سرشت با وفاي, ,p 1 1
باشد كه مي mpكه درجه هركدام  …

GZG)(همگي روي    صفرند وi
m

i p
GZ

 
)(

كه درآن  

( ) ( ( ))Z G i Irr Z G 1 .توان نوشت مي zGZ و  )(  jj
i z   طوري به

jام اوليه واحد است و  pيك ريشه  كه  p  1�  وi p  1 توان به سادگي مي. 1

داريم  i بررسي كرد كه به ازاي هر ( )
m

p p m
pi p    2

2

1
، لذا…

mi i p     2

1
p در حالت. …  وفا از درجه ناپذير باتنها يك سرشت تحويل Gگروه  2

حقيقي مقدار است و داريم  . دهيمنمايش مي دارد كه با  2       2

1 2 3 4
.  

، صفحه 8[دورنهاف  كه در را و جدول سرشت آن Gعنوان يك مثال ديگر گروه به .2مثال

گروه فوق ويژه از مرتبه - pيك  E مفرض كني. گيريمساخته شده است در نظر مي ]181
mp 2 mاست كه  1 �  وZ  گروه دوري از مرتبهkp k (  G مفرض كني. باشد �(

Zو  G=ZE يعني باشد؛ E و Zضرب مركزي حاصل E p∩ .داريم ( )Z Z G، 

pG ، )(GZG   و
G

G


mگروه آبلي مقدماتي از مرتبه - pيك   kp  2 . باشد 1
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mگروهي از مرتبه  Gبنابراين  kp 2 ناپذير آن به ترتيب زير استهاي تحويلاست و سرشت :
m kp  2 ,سرشت خطي كه با  1 , ,t  

2 1
mدهيم كه نمايش مي… kt p   2 ، و 1

( )k k kp p p p   1 1
 هاز درجiناپذير با وفاي سرشت تحويل 1

mp  كه خارج ازG 

iشرط  صفرند و در
m

i p
Z

  ند كه كنمي صادقi وفا از گروه يك سرشت خطي با

)باشد، مي Zدوري  )ki p p  1
1 1.  

  :هاي زير را بررسي نمودتوان تساويسادگي ميبه

i i r       
1 2

ها در هسته آن  Zاند كه Gهاي خطي ها سرشتiكه در آن  …

mrيعني  ؛است mp2قرار دارد، لذا تعدادشان مساوي  p چنين هم. 2

     
kk p mp

i rp
   2

1 2
…   .  در پايان اين توضيح قابل توجه است كه اگر

)()( GLinIrr nm  گاه آن mnIrr  1  و 1mnIrr ،  هرگز شامل يك

  .باشندسرشت خطي نمي
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Abstract 

Let   be an irreducible character of a non-abelian group G. For non-
negative integers n, m such that 0m n  , we study the case when all the 

irreducible constituents of 
mn  are linear. Mann proved that if G is a 

finite non-abelian group with an irreducible character   such that all the 

irreducible constituents of 2  are linear, then  ( )G Z G   and as a 
consequence G is nilpotent. In this paper we generalize the result of Mann 
and prove that if m, n are non-negative integers with 0m n  , and if   is 

an irreducible character of G, then all the irreducible constituents of n m   
are linear if and only if ( )G Z G  . 

Keywords: Character, Finite Groups, Irreducible Character, Power, Product 
of Characters. 
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