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  سازي گازهاي تنفسي در مجراهاي هوائيشبيه

عطائيعظيم امين
1

  

 گروه رياضي، دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي

  12/4/1391 :تاريخ پذيرش  27/8/1388: تاريخ دريافت

پردازيم و معادله مجراهاي هوائي انسان ميسازي گازهاي تنفسي در در اين مطالعه، به شبيه: چكيده

است كه استفاده از روش عددي مشاهده شده. نماييمسازي شده را به دو روش متفاوت حل ميشبيه

   .سازي در مقايسه با روش تحليلي ارائه شده مشكل و پرهزينه استبراي حل معادله حاصل از شبيه

  روش تحليلي، روش عددي، غلظت، هندسه مجراي هوائي، ناي : هاي كليديواژه

  .05B92، 10K35 :بندي رياضي رده

  مقدمه    - 1

-ست كه در علوم بين رشتها هااي مهم از رياضيات كاربردي سالعنوان شاخهمكانيك زيستي به

تجربي در اين علم ساختمان و اعمال حياتي موجودات زنده از ديدگاه . اي در جهان مطرح است
شده با استفاده از شرايطي كه از لحاظ سازيگاه معادله شبيهآن. شوندو رياضي بررسي مي

سازي، در واقع با شبيه. شودحاصل مي ،فيزيكي، شيميايي و زيستي به موضوع حاكم است
در نتيجه با . كنيمتر و از ديدگاه رياضي بررسي ميشرايط و واقعيت موجود در طبيعت را دقيق

دست ، بهسازي اعمال حياتي، مدلي را كه از لحاظ طبيعي با واقعيت مسئله منطبق استهشبي
خون جريان يافته در مجراهاي تنفسي از طريق  در اين فرآيند، تبادل گاز بين هوا و. آوريممي

رفت گازهاي تنفسي، گيرد و عمدتا به انتشار مولكولي، حركت همهاي ريوي انجام ميمويرگ
  . هيل شونده و انتشار فعال بستگي داردانتشار تس

- ناحيه غلظت بيشتر به اي باها از ناحيهانتشار مولكولي فرآيندي است كه شامل حركت مولكول

رفت، حركت هم. ]1[شودبررسي مي 2اي با غلظت كمتر شده و در حالت كلي با قانون فيك
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ده، فرايندي است كه يك انتشار تسهيل شون. انتشاري است كه به حركت سيال بستگي دارد
اي با غلظت بالاتر به كند و حركتش را از ناحيهطور شيميايي با ماده انتشار شركت ميحامل به

-در انتشار فعال، ماده با انرژي تهيه شده در واكنش. كندتر تسريع مياي با غلظت پايينناحيه

  .كندميهاي بيولوژيكي و بيوشيميايي در جهت مخالف گراديان غلظت حركت 

اين نوع . پردازيمرفت گازهاي تنفسي ميدر اين مطالعه به بررسي انتشار مولكولي و حركت هم
يي سيالات، جريان الكتريكي ، جريان لايه]2[مطالعه در مسائل بيومهندسي، مانند انتشار مواد 

 .]13-3[ ردها كاربرد فراوان داها و مسائل انتقال جرم، با شرايط گفته شده در منبعدر كابل

هاي صريح و ضمني در حل عددي معادله يك بعدي انتشار توسط امين عطايي مقايسه روش
يكنواخت در روند انتقال غير) عددي(چنين اخيرا يك مدل رياضي هم. است بررسي شده ]14[

در نتيجه، . است مورد مطالعه قرار گرفته] 15[ امين عطايي توسطاكسيژن در يك مويرگ ريه 
-تحليلي از معادله اساسي ارائه مي هاي عددي وتوصيف مدل رياضي انتقال گاز، جوابپس از 

از آنجا كه ضريب . ]16[ استسازي با استفاده از ضريب پراكندگي انجام شدهاين شبيه. شود

cm/سرعت سيال دارد، سه مقدار ثابت از نسبت جريان پراكندگي بستگي نزديكي به s3 
اثر سنگين و سبك دو گاز بياز علاوه به. استدر نظر گرفته شده) 100و 200و 300(

SF (هگزافلوريد سولفور 
6

براي بررسي اثر چگالي گاز در مجراهاي هوائي  ) He (و هليوم  ) 
  .استسازي استفاده شدهدر شبيه

  مورد مطالعهمدل رياضي مسأله    -2

. استبررسي شده] 17[ساختار آناتومي لازم براي مدل، براساس اطلاعات زيستي توسط وايبل 
در هر . است بندي و ارائه شدهطور متقارن تقسيمعنوان يك شبكه مجرايي، بهاين اطلاعات به

 1(علاوه جهت سادگي، سطوح به. شوندهم در يك مسير منفرد بررسي ميسطح همه مجراها با

'ترتيب در سطوح جديد هم بهرا با) 12 و 11 و 10 و 9(و  )8 و 7 و 6 و 5(، )4 و 3و 2و
1 ،'

2 

' و
'، )ناي( �صورت چهار شماره سطح در اين. كنيمبندي ميمجددا گروه 3

1 ،'
' و 2

3 
داده  1ترسيم و ابعادش در جدول  1ساختار هندسي مدل رياضي در شكل . شودحاصل مي

:    ]1[رفت و انتقال گاز، قانون فيك و قانون بقاي جرم، داريم با استفاده از جريان هم. استشده

 )1  (                                        ( ) ,
c c ds v c

t s dx x s xx

       
  

2

2

�

   

vسطح مقطع، s  زمان، tفاصله طولي،  xغلظت سيال،  cكه در آن   نسبت جريان و  �
Dبرابر  ، ]16[براساس پيشنهاد شرر و همكاران . ضريب پراكندگي است kud   

قطر يك مجراي  dسرعت ميانگين سيال و  uضريب انتشار مولكولي،  Dثابت،  kاست كه 
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  حل تحليلي مسأله مورد مطالعه    -3

سبب طبيعت به .استتوصيف شده) 1(سازي شده با معادله رفت شبيههم- معادله انتشار
را ثابت   sبراي حل آن سطح مقطع. مختلط، حل معادله فوق بسيار پيچيده و مشكل است

دهيم چنين قرار ميگيريم و همدر نظر مي xاي از فرض كرده يا تابع ساده
x

 


- در اين. �

مشكل اساسي در  يك .هاي تحليلي و تقريب عددي قابل حل استبا روش) 1(صورت معادله 

)سازي شده جمله حل معادله شبيه )
ds v

s dx s

 
�

براي رفع اين مشكل جمله مذكور . است 

  :رو داريماز اين. گيريمدر نظر مي را معادل با ثابت 

)2                                             (,
c c c

t xx
     

 

2

2
�  

  كه در آن

)3                                     (                   
ds v

s dx s

  
�

  

با توجه به . آيددست مياي بين فاصله طولي و سطح مقطع بهرابطه) 3(با حل معادله . است
  :از سطح مقطع داريم] 17[تعريف وايبل 

)4                                     (    ( ) ( ) ,
x

v v
s x s e

s





  

� �

�

  

sكه در آن 
�

صورت زير در رفت بهرا ابتدا بدون جمله هم) 2(معادله . سطح مقطع اوليه است 
  :گيريمنظر مي

)5                                                         (.
c c

t x
  

 

2

2
�  

)پلاس تابع دانيم تبديل لامي )f t شودصورت زير تعريف ميبه:  

)6                                            (( ) ( ) ( ) .ptF p Lf t e f t dt
   ∫
�

  

  :شود، معادله زير حاصل مي)5(با تبديل لاپلاس گرفتن از معادله 

)7                                          (.pt ptc c
e dt e dt

t x


    
 ∫ ∫

2

2
� �

�  



 55                                      سازي گازهاي تنفسي در مجراهاي هواييشبيه

 

  :كردصورت زير سادهتوان بهانتگرال اول را مي

)8                  ([ ] ( ) ( ).pt pt ptc
e dt e c p e cdt pLc t c x

t

        
∫ ∫� �

� �

  

  :شودصورت زير نوشته ميبه) 7(، معادله )8(با در نظر گرفتن معادله 

)9                     (               [ ] [ ] ( );
d

L c pL c c x
dx

  
2

2 �

  

]با فرض و يا  ]L c c شودصورت ساده زير تبديل ميبه:  

)10                               (                
( )

.
d c p c x

c
dx  

 
2

2

�  

  :گيريماي زير را در نظر ميشرايط اوليه و كرانه

)11                            (                  
( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( ),

c x h x

c t h t t
 ⎧

⎨  ⎩

� � �

� �

  

] تابع دلتاي ديراك است و كه درآن  ( )]L t 1 . از( )c x 
�

  :داريم) 10(و معادله  �

)12                                    (                .
d c p

c
dx 

 
2

2
�  

  :شودصورت زير نوشته ميبه) 12(با توجه به شرايط فوق، جواب معادله 

)13                                                     (exp( ) .
p

c x


   

است، از عبارت فوق تبديل لاپلاس آمده] 19و  18[كه در مراجع  يبا استفاده از جداول
  :معكوس گرفته كه اين اولين جواب مسئله است

)14                                          (( , ) exp( ).
x x

h x t
tt 


2

42

  

xبا تغيير متغير  t جاي بهx  شودحاصل مي) 2(جواب معادله:  
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)15  (   

( )
( , ) exp( )

( ) ( )
          exp( ) exp( ).

x t x t
h x t

tt
x x t t x t

t tt t

 

  

  

  

    

2

2 2

42

4 42 2

  

 داشته باشيم بايد) 11(توجه به يكي از شرايط با 
( )

exp( )
x t

t
t




  
2

4

صورت در اين. �

براي دم ) 2(جواب نهايي معادله 
( )

( , ) exp( )
x x t

h x t
tt




 
2

42

-براي به. است 

L(آوردن جواب معادله براي بازدم دست x2 ( را جايگزينx كنيممي:  

( )
( , ) exp( ).

L x L x t
h x t

tt




   
2

2 2

42

 

  :صورت زيراستبراي يك سيكل كامل تنفس به) 2(صورت جواب معادله در اين

)16   (
( ) ( )

( , ) exp( ) exp( ).
x x t L x L x t

h x t
t tt t

 
  

      
2 2

2 2

4 42 2

  

صورت با در نظر گرفتن شرط مرزي در حالت حدي حاصل شد، در اين) 2(جواب معادله 
  :راستبه صورت زي) 11(اي اصلي جواب معادله با شرط كرانه

)17    (             
        

    
( )

        ( ) ( )* ( , ).

L c L h L t L L c

L L h L t t h x t



 





 ⇒

 

1

1

  

  حل عددي مسئله مورد مطالعه   -4

در حل تمامي . استمتناهي براي حل عددي معادله انتشار مورد استفاده قرار گرفتهاجزاء روش 
-به. دخالت دارند "اجزاء متناهي"و  "تفاضلات متناهي"اين نوع معادلات دو مفهوم كلي يعني 

كه مرز ناحيه كنيم خصوصا زمانيدليل سادگي و جامعيت، فقط از اجزاء متناهي استفاده مي
  معادله  .]20[ در اين رابطه، روش اجزاء متناهي دچار مشكل نخواهد شد. ]20[خميده باشد 

)18             (            ( ) ( )
c c ds v c

L c
t s dx s xx

      
 

2

2

�

�  

  اي به شكلرا با شرايط اوليه و كرانه
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)19                     (                            ( , ) , ( , ),c x x L � � �   

)20                       (                                      ( , ) ( ),c t t�  

  و

)21                                 (                             ( ) ,x L

c

x 
 


�  

شرايط مرزي غير  طول محوري از ابتداي ناي تا انتهاي مدل است و  Lگيريم كه در نظر مي
- حل معادله فوق به روش اجزاء متناهي به .دهداثر را نشان ميصفر متناظر با مقدار گاز بي

  :است صورت زير

; ( , ),( )
; ( , ),

x
x hw x h

x h

⎧⎪   ⎨
⎪⎩

1
�

�

� �

   

 

 

; (( ) , ),
( )

; (( ) , ).
N

x
N x N h Nh

w x h
x N h Nh

⎧    ⎪ ⎨
⎪  ⎩

1 1

1�

 

)جواب تقريبي  , )hc t�  از معادله)(cL گيريمصورت زير در نظر ميرا به:  

( , ) ( ) ,h i ic t c t w w ∑ �

�  

  و

( ) ( )c t t
�

 

)، دستگاه tci)(كه در آن براي تعيين ضرايب  ( ( , )), )h jL c t w � . دهيمرا تشكيل مي �

  :كنيمبدين منظور تعريف مي

( , ) ( ) ( ) ,
L

w x w x dx  ∫
�

 

,...,

; (( ) , ),

( ) ; ( ,( ) ),

; (( ) ,( ) ),

j j N

x
j x j h jh

h
x

w x j x jh j h
h

x j h j h

 

⎧    ⎪
⎪    ⎨
⎪
⎪   
⎩

1 1

1 1

1 1

1 1�
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( ( ( , )), ) ( ( ) , )

( )
                         [ ( , ) ( )( , )

                            ( )(( ), )] ( ( ) , ).

h h h
h j j

N
i i

i j i j
i

i
i j j

c c ds v c
L c t w w

t s dx s xx
dc t d w

w w c t w
dt dx

ds v dw
c t w L t w w

s dx s dx





 



     
 

 

  

∑

2

2

2

2

1

�

�

�

�

 

  :از رابطه فوق داريم

)22                (                       
( )

( ) ( ),
dF t

A BF t y t
dt

   

  كه در آن

. . . . . .

. . .

,. . . . . . . . . . . . . . .

. . .

. . . . . .

A h

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1

3 6

1 2 1

6 3 6

1 2 1

6 3 6

1 2

6 3

�

�

�

�

 

  و

(( ) , ).i
j

ds v dw
B w

s dx s dx

 
�

 

jاز طرفي براي  1 ، داريم( ( ) , )jL t w w 
�

  :توان نوشتميرو از اين .�

)23     (
( )

( ) ( ( ) , ) ( , ) ( )( , ),j

d t d w
y t L t w w w w t w

dx dx

   
2

1 12

�

� �

  

  و

)24                  (
( )

( ) ( )(( ) , ),
d t ds v dw

y t t w
dt s dx s dx

   
1

1

6

�

�  

)كه در آن  ) ( ( ), ,..., )Ty t y t � )و  � ) ( ( ), ( ),..., ( ))T
hF t c t c t c t

1 2
-حال براي به .
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Simulation of the breathing gases in the airways 

Azim Amin Aminataei 
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Iran 

Abstract 

In this study, we have simulated the breathing of gases in the human 
airways, and the simulated equation is solved in two different ways. It is 
observed that the numerical solution is more complicated in comparison with 
the analytic one.  

Keywords: Analytic method; Numerical method; Concentration; Airway 
shape; Trachea.     
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