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-P ریس ـفضاها و ویژگی آرتین  
  سوسن افروز، 1فریبرز آذرپناه

  گروه ریاضی دانشگاه شهید چمران اهواز
 13/10/1391: تاریخ پذیرش  27/1/1391: تاریخ دریافت

)ي ریس را در حلقه ـدر این مقاله ویژگی آرتین :چکیده )C Xي کسرهاي ، در حلقه( )C X 
)هاي خارج قسمتیو حلقه )C X )دهیم نشان می. دهیممورد مطالعه قرار می   ) ( )C X f  یک

)ـ ریس است اگر و تنها اگر حلقه ي آرتین )Z f  یکPدر این مقاله نشان . فضاي باز باشد  ـ
Xداده شده است که )ـ فضا است اگر و تنها اگر Pیک    )C X  داراي یک ایدآل ماکسیمال

که حلقه هاي موضعی ایم که یک شرط لازم و کافی براي آنثابت کرده. باشدریس  ـآرتین
( )C X ریس باشند این است که هر ایدآل اول  ـآرتین( )C X جا معلوم مینیمال باشد و از آن

)ي موضعی  شود که هر حلقهمی )C X ریس است اگر و تنها اگر ـیک حلقه ي آرتین X  یک
Pایم که اگر  سرانجام نشان داده. ـ فضا باشد\ ( )X Z f  درX  یکCي چگال باشد،  ـ نشانده

)گاه  آن )fC X   منظم است اگر و تنها اگر\ ( )X Z f  یکP ـ فضا باشد.  

)ي کسرهاي فضا، حلقه ـP، ریس -ویژگی آرتین :هاي کلیدي واژه )C X، Cي نشانده، حلقه ـ
)موضعی  )C Xمنظم ،.  

  40C54 ،30A13: بندي ریاضیرده

 پیشگفتار-1

)در این مقاله،  )C X ي حقیقی مقدار روي فضاي توپولوژي  ي توابع پیوستهي همه مجموعه
ع و ضرب توابع، تشکیل یک حلقه است که همراه با دو عمل جم Xکاملاً منظم و هاسدرف 

)ي  هدف اصلی در مطالعه.  دهد می )C Xي جبري  ها ، برقراري ارتباط ویژگی( )C X  با
 ـشود، ویژگی آرتینل میدر این نوشتار نیز این هدف دنبا. باشدمی Xهاي توپولوژیکی  ویژگی

)ي ها که در ارتباط با حلقهبرخی از حلقهریس را براي  )C X کنیم و در بررسی می ،هستند
)براي هر. آوریم دست می را به Xمقابل، خواص توپولوژیکی  )f C X ي مجموعه  
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 : ( )x X f x    را با( )Z f ي مجموعهرا صفر دهیم و آن نشان میf نامیم می .
)ها را با ي صفر مجموعه ي همهخانواده )Z X شود که  سادگی دیده میبه .دهیم نشان می
( )Z X  بسته است و اگر تحت اشتراك شمارا و اجتماع متناهی, ( )f g C Xگاه  ، آن

( ) ( ) ( )Z f Z g Z fg  و( ) ( ) ( )Z f Z g Z f g 2 2 . آشکارا هر عنصر( )Z X 
)ي عناصر که همهبسته است، در صورتی Xدر  )Z X گاه فضاي باز هم باشند، آنX  را푃 ـ

)ي ـ فضا است اگر و تنها اگر حلقه푃یک  Xفضاي . نامیمفضا می )C X  ،منظم باشد؛ یعنی
)براي هر  )f C X ، تابع( )g C X که  وجود داشته باشدf g f2، P4  را ] 7[در

فضاها بسیارند، براي مثال، چند مورد را  ـPشرط هاي معادل جبري و توپولوژیکی براي . ببینید
است اگر و فضا  ـPیک  Xتوان دید که فضاي سادگی میمثلاً به. ملاحظه کرد] 7[توان در می

xتنها اگر براي هر  X،  داشته باشیمx xO M که در آن 
 ( ) : ( )xM f C X x Z f    و ( ) : int ( )x XO f C X x Z f   .هر  براي

x X، هاي مجموعهxM  وxO  در( )C X، افزون بر آن، . اید آل هستندxM  یک
)ي ایدآل هاي ماکسیمال حلقه. ایدآل ماکسیمال است )C X صورت نیستند، بلکه تنها به این
 :xM x X M یمال هاي ماکسي ایدآلي همهخانواده( )C X باشد که در آن می

X ـ چک فضاي فشرده سازي استونX وقتی که  .استx X، گاه آنxM را به-
در  Iایدآل . نامیمو آن را یک ایدآل ماکسیمال ثابت می دهیممینشان  xMصورت 

( )C X را یک z ـ ایدآل گوییم هرگاه( ) ( )Z f Z g، f I  و( )g C X  نتیجه دهد
g I .عبارت دیگر بهI ک ی푧 ـ ایدآل است هرگاه براي هرf I داشته باشیم ،
fM I  که در آنfM هاي ماکسیمال شامل ي ایدآلبرابر با اشتراك همهf است 

ها اشاره نشده و در این هایی که به آنها و تعریفاي از نمادبراي پاره. )را ببینید ]2[ منبع(
  .  دهیمارجاع می ]7[شود، خواننده را به ها استفاده میمقاله از آن

است هرگاه براي هر ایدآل  یسر ـآرتینویژگی داراي  Iآل گوییم ایدمی Rي در یک حلقه
J  درR عدد ،n  وجود داشته باشد کهnI J IJ .ي که هر ایدآل حلقهدر صورتی
R  ،داراي این ویژگی باشدR در حالت کلی، اگر . نامیممی ریس ـآرتیني را حلقهI  یک

 n، عدد Kو  Jمانند  Iاي که براي هر دو زیرایدآل گونهباشد به Rي ایدآل در حلقه
nJموجود باشد که  K JKگاه ، آنI  ایدآل . شودنامیده می ریس ـآرتینیک ایدآلI 

fگوییم، اگر براي هر در یک حلقه را ناب می I عنصر ،g I  وجود داشته باشد که
f fg .جا که هر از آنz ـ ایدآل نیم ـ اول است، یک ایدآل در( )C X یک ،z ـ ایدآل با
)در  Iآل در واقع اگر اید. است اگر و تنها اگر ناب باشد ریس ـآرتینویژگی  )C X  باشد ناب

fو  I ،( )g C X  و( ) ( )Z f Z gگاه ، آنh I  وجود دارد کهf hf .از آن -
)جا که  ) ( )Z f Z g  و روي\ ( )X Z f  داریمh 1 آشکارا ،g hg  و از این رو 
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g hg I  ،؛ یعنیI  یک푧 آشکارا . ـ ایدآل استI  هم  ریس ـآرتینداراي ویژگی
fباشد و ریس ـآرتینـ ایدآل با ویژگی zیک  Iس، فرض کنیم به عک. هست I .در این-

)صورت  ) ( )I f I f جا که و از آن( )f I f  پس ،( )f f I  و بنابراینh I 
fوجود دارد که  hf ،؛ یعنیI ي هاي ناب حلقه، ایدآل]6و  5، 4[در . ناب است( )C X 

   صورتبه

 X( ) : cl ( )A
XO f C X A int Z f     

Aاند که شناسایی شده X ریس ـآرتینویژگی داراي  یسر ـآرتینهر ایدآل . بسته است 
باشد،  Rیک زیر ایدآل  Jو  ریس ـآرتینیک ایدآل  Iدر حقیقت، اگر فرض کنیم . است

Iگاه آن J  یک زیرایدآلI نتیجه در است وn  وجود دارد که
( ) ( )nI I J I I J   . بنابراین( )nI J I I J IJ   ،؛ یعنیI  داراي

 ـآرتینعکس این موضوع درست نیست؛ یعنی، هر ایدآل با ویژگی . است ریس ـآرتینویژگی 
کنیم نیست، براي مثال فرض می ریس ـتینآر، لزوماٌ یک ایدآل ریس

( , ) ( , )X       و خودتوان( )e C X صورت را به( )e x 1  برايx    و
( )e x    برايx   ایدآل . کنیمتعریف می( )I e  است، در  ریس ـآرتینداراي ویژگی

)، داریم Jواقع براي هر ایدآل  ) ( )e J e Jزیرا اگر  ؛( )g e J گاه ، آن
g fe J   که( )f C X .صورت در این( ) ( )g e f e ef e J  2 .اکنون نشان می-

)کنیم براي این منظور فرض می. نیست ریس ـآرتین Iدهیم  )g C X اي است به گونه
)که  ) ( , ]Z g   gM آشکارا . 1 I کافی است نشان دهیم ،gM  ریس ـآرتینویژگی 

در . ناب نیست gMتر انجام دادیم، کافی است نشان دهیم با استفاده از بحثی که پیش. ندارد
ggناب باشد، چون  gMواقع اگر  M پس ،gh M د که وجود دارg hg  و این
)دهد که نشان می ) ( , ]Z g     .  دانیم که چنین نیستباز است، ولی می 1
)اگر هر ایدآل در  که دهیم، نشان می1ي در گزاره )C X ریس، یک ایدآل  ـبا ویژگی آرتین

Xگاهـ ریس باشد آنآرتین   . ـ فضا استPیک   
bشود هرگاه عنصر منظم گفته می ،در یک حلقه aعنصر  R  وجود داشته باشد که

a a b همچنین اگر . گوییممنظم باشد، حلقه را منظم می که هر عنصر یک حلقهدر صورتی. 2
آشکار است که هر ایدآل منظم، . نامیممنظم باشد، ایدآل را منظم می Iر عنصر یک ایدآل ه

xیک ایدآل ناب است ولی ایدآل هاي ناب لزوماٌ منظم نیستند، مثلاٌ اگر  X  وx xO M
  . ببینید ]٧[را در  P4منظم نیست،  xO ناب گاه ایدآل، آن
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2 - Pدر ریسـ آرتینفضاها و ویژگی  ـ( )C X و حلقه هاي خارج قسمتی آن 

ي ي بستهیک زیر مجموعه Aاست که  AOصورت تر یادآور شدیم که هر ایدآل ناب بهپیش
X از سوي دیگر، یک ایدآل در . باشدمی( )C X   ناب است اگر و تنها اگر یکz ـ ایدآل با

 ریس ـآرتینداراي ویژگی  xMبه این ترتیب اگر ایدآل ماکسیمال . باشد ریس ـآرتینویژگی 
xناب است و در نتیجه  xMگاه باشد، آن xO M .ي زیر با این حساب، براي اثبات گزاره

  .معادل هستند  "چ"و  "الف"کافی است نشان دهیم 

                :                                          اندهاي زیر معادلعبارت :1گزاره 
  .فضا است ـPیک  X - الف
)هر ایدآل در  -ب )C X  ناب است .  
)ي حلقه -پ )C X ـ ریس استیک حلقه آرتین.  
)ـ ایدآل در zهر  -ت )C X است ریس ـآرتینژگی داراي وی.  
)هر ایدآل ماکسیمال در  -ث )C X  است ریس ـآرتینداراي ویژگی.  
)هر ایدآل ماکسیمال ثابت در  -ج )C X  است ریس ـآرتینداراي ویژگی.  
)ـ ریس در هر ایدآل با ویژگی آرتین -چ )C Xریس است - آل آرتین ، یک اید.  

. معادل هستند "الف"و  "چ"تر گفته شد، کافی است نشان دهیم چه پیشمطابق آن :اثبات
Xراگ به عکس، فرض کنیم هر . ریس است ـفضا باشد، آشکارا هر ایدآل آرتین ـPیک   

). باشد ریس ـیدآل آرتین، یک اریس-ایدآل با ویژگی آرتین )f C X  را با فرض
int ( )X Z f  صورتدر این. گیریمدر نظر میx X  وجود دارد کهxf O . چون

xO است ریسـ یک ایدآل آرتیندر نتیجه  باشد وـ ریس میناب است، داراي ویژگی آرتین .
,چون ( )f xM f O، پس( ) ( )f fM f M f .جا که از آن( )ff M f  پس ،

fg M  و( )h C X  وجود دارند کهf fgh .رو از این( )f gh 1   و این نشان
  دهد که می

( ) ( ) , ( ) ( ) .Z f Z gh Z f Z gh X   1 1   

)بنابراین )Z f intصورتی که در. باز است   ( )X Z f گاه ، آن( )g C X  را طوري
intکنیم که انتخاب می ( )X Z g   و( ) ( )Z f Z g  .جا که از آن
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int ( )X Z fg  ،بنا به اثبات قبل ،( )Z fg  باز است و چون( ) ( )Z f Z g  پس ،
( )Z f نیز باز خواهد بود و درنتیجهX   ∎ .باشدفضا می ـPیک   

)براي هر  )f C X را ببینید] 2[ منبع(شود که سادگی دیده میبه(  
 ( ) : ( ) ( )fM g C X Z f Z g   . 

یک ویژگی جبري است به این  »ریس ـآرتین« شود که ویژگیسادگی ثابت میهمچنین به
-توجه به این نکات به گزاره زیر میاینک با . ماندها پایا میمعنا که این ویژگی تحت یکریختی

  .پردازیم 

)اگر  :2گزاره  )f C X، هستند هاي زیر معادلگاه عبارتآن:  
) - لفا ) ( )C X f  است ریس ـآرتینیک حلقه ي .  

) -ب )Z f  یک푃 ـ فضا و زیر فضاي بازX است.  
)Annو ایدآل  fعنصر  -پ  )f هستند هر دو منظم .  
) -ت ) ( )C X f اي منظم استحلقه.  
  . است ریس ـآرتینداراي ویژگی  fشامل  gMهر ایدآل  -ث
)/کنیم فرض می.  ب الف  :اثبات ) ( )A f f 1 3

)و   )fB M f . بنا به فرض، عدد
n  وجود دارد کهnA B AB . ولی( )n

fB B M f   وA Bرو ، از این 
/ /( ) ( ) (( ) ( ))( ( ))ff f f f M f1 3 1 3 . 

/به این ترتیب  /( ) (( ) ( ))( ( ))ff f f f M f 1 3 1 ,؛ یعنی، براي هر 3 , ,i k1 2 ،
i fg M  و( )ih C X  وجود دارند که/ / ( )k

i ii
f g f h f


 1 3 1 3

اگر قرار دهیم  .1
k

i ii
g h l


 )گاه آن، 1 )g C X  وجود دارد که/ /f f l fg 1 3 1 و یا  3

/ /( )f l f g  1 3 2 31  . دوباره اگر قرار دهیم/t l f g   2 گاه داریم ، آن31
( ) ( )Z f Z t  و( ) ( )Z f Z t X زیرا ،( ) ( )Z f Z l . می رو نتیجهایناز-

)گیریم که  )Z f اکنون براي آن که نشان دهیم . باز است( )Z f  یکP ـ فضاست، تابع
: ( ) ( ( ))C X C Z f  صورت را به( )( ) |Z fg g   براي هر( )C Xg   تعریف

)یک همریختی پوشا است، زیرا که  آشکارا . کنیممی )Z f نتیجه باز و بسته است و درC
  افزون براین . باشدـ نشانده می
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   ( )( ) ( ) : | ( ) : ( ) ( ) ( )Z fKer g C X g g C X Z f Z g f         

)که چرا  )Z f این ترتیب به. باز است( ) ( ) ( ( ))C X f C Z f  و بنابراین( ( ))C Z f 
)، 1اکنون بنا به گزاره . است ریس ـآرتین )Z f  یکP ـ فضا است.  

)چون . پ ب )Z f  ،باز استf  منظم است؛ کافی است تابعg  را این گونه تعریف کنیم
)روي  gکه مقدار  )Z f  و مقدار آن روي  صفربرابر با\ ( )X Z f  برابر باf

1 از . بگیریم  
)جا که آن )Z f  باز و بسته است، تابعg  پیوسته است وf f g اکنون اگر نشان دهیم . 2

)Annبراي هر  )g fي ، صفر مجموعه( )Z g ایم که انند قبل، نشان دادهباز است، مg 
gfچون . باشدمنظم می   پس ،( ) ( )Z f Z g Xنتیجه ، در
\ ( )( ) ( | )X Z fZ f Z g X . اکنون چون( )Z f  ،باز است\ ( )( | )X Z fZ g  نیز درX 

)از سوي دیگر، چون . باز است )Z f  یکP ،ـ فضا است\ ( )( | )X Z fZ g  در( )Z f  و در
)دهد که این نشان می. باشدباز می Xنتیجه در  ) \ ( )( ) ( | ) ( | )Z f X Z fZ g Z g Z g   در

X باز است .  
)منظم است، پس  fچون . الفتبپ )Z f در حقیقت، تابع . باز است

( )g C X  وجود دارد کهf f g )و یا  2 )f fg 1  . در نتیجه
( ) ( )Z f Z fg X 1  و( ) ( )Z f Z fg 1 رو و از این( )Z f این به. باز است

)ترتیب  ) ( ) ( ( ))C X f C Z f . از سوي دیگر، هرگاه( ( ))g C Z f تابع ،
* ( )g C X کنیم که گونه تعریف میرا این*( ) ( )g x g x  براي هر( )x Z f  و

*( )g x   براي هر( )x Z f . آشکار است که* Ann( )g fفرض، نا به، پس ب*g 
)*منظم است و بنا به استدلالی که هم اکنون انجام شد،  )Z g  درX ولی . باشدباز می

*( ) ( ) ( )Z g Z g Z f  دهد که و این نشان می( )Z g  در( )Z f  ،باز است؛ یعنی
( )Z f  یکP برقرار باشد، یکریختی  "ب"که در صورتی. باشدبرقرار می "ب"ـ فضا است و

( ) ( ) ( ( ))C X f C Z f دهد نتیجه می( ) ( )C X f  ریس ـآرتینمنظم است و بنابراین 
  .دهدرا نتیجه می "الف"نیز  "ت"آشکارا . دباشمی
که در صورتی. معادل هستند "ث"و  "ب"هاي دهیم قسمتسرانجام نشان می. ث ب 

( )Z f  باز و یکP ـ فضا باشد وgf Mگاه ، آن( ) ( )Z g Z f نتیجه و در
( )( | ) ( )Z fZ g Z g .جا که از آن( )Z f  یکPباشد، ـ فضا می( )Z g اکنون . باز است

براي این منظور، براي هر ایدآل . ستا ریس ـآرتینداراي ویژگی  gMدهیم ایدآل نشان می
Iکنیم که ، ثابت میg gM I M I . چون( )Z g  باز است، تابعt  که براي

( )x Z g  برابر با صفر و براي( )x Z g  شود، پیوسته است و تعریف می 1برابر با
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g tg . حال اگرgi M I گاه ، آن( ) ( )Z g Z i . افزون بر این، چون( )Z g  باز
iرو است و از این gضریبی از  i، ]7[در  D1است، بنا به  hg htg   که( )h C X .

)به این ترتیب  )( ) gi t hg M I  .کنیم هر ایدآل فرض می ،عکسبهgM  شاملf 
- است و در ریس ـآرتینداراي ویژگی  fMبه این ترتیب  ،است ریس ـآرتینگی داراي ویژ

) وجود دارد که nنتیجه  )n
f fM f M I .جا که ولی از آنfM  یکz ـ ایدآل

)رو باشد و از اینـ اول مییماست، پس ن ) ( ) ( )f ff M f M f  . در نتیجهfh M 
fوجود دارد که  hf  و یا( )f h 1  .دهد که این نشان می( ) ( )Z f Z h X 1 

)و  ) ( )Z f Z h 1  و بنابراین( )Z f اکنون فرض کنیم . باز است( ( ))g C Z f .
)چون  )Z f  باز است، پس* ( )g C X  وجود دارد که*( ( ))g Z f g  و
 *( \ ( ))g X Z f  )*جا که از آن. 1 ) ( ) ( )Z g Z g Z f س ، پ*gf M و بنا به-

شود این ترتیب مشابه فرایند بالا، نتیجه میبه. است ریس ـآرتینداراي ویژگی  gM*فرض، 
)*که  )Z g  ،باز است؛ یعنی( )Z f  یکPـ فضا است. ∎  

طور شود هرگاه هر ایدآل نا صفر در حلقه را بهیک ایدآل در یک حلقه؛ اساسی نامیده می
گوییم اگر هر دو زیر ایدآل ناصفر آن همدیگر را یک ایدآل را یکنواخت می. نابدیهی قطع کند

)ي هاي اساسی و یکنواخت حلقهایدآل. طور نابدیهی قطع کنندبه )C X شناسایی و ] 3[ در
)هاي یکنواخت و مینیمال در که ایدآلاست ثابت شده  )C X ساکل یک حلقه . یکسانند

. هاي مینیمال حلقهي ایدآلهاي اساسی و یا مجموع همهي ایدآلعبارت است از اشتراك همه
)ساکل  )C X  را با نماد( )FC X صورتبه] 9[دهیم و در نمایش می  

\ ( )}X Z f متناهی باشد( ) { ( ) :FC X f C X   
)ي هاي مینیمال حلقهایدآل. شناسایی شده است )C X صورت نیز در همین مرجع به

برخی از  ریس ـآرتینفضاها را برحسب ویژگی ـ Pقضیه زیر . اندتوپولوژیکی شناسایی شده
)هاي ایدآل )C X هاي خارج قسمتی دیگر و بعضی از حلقه( )C X کند شناسایی می.  

  : هستند هاي زیر معادلگزاره :3قضیه
Pیک X–الف   .فضا استـ  

)براي هر   –ب  )f C Xي ، حلقه( ) ( )C X f است ریس ـآرتیني یک حلقه. 

) –پ  ) ( )FC X C X  است ریس ـآرتیني یک حلقه . 

)در  Pبراي هر ایدآل اول   –ت  )C Xي ، حلقه( )C X P است ریس ـآرتیني یک حلقه. 

)ي حلقه –ث  )C X  است ریس ـآرتینداراي یک ایدآل ماکسیمال. 
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) –ج  )C X داراي یک ایدآل ماکسیمال منظم است. 

)یک ایدآل اصلی منظم  –چ  )f  در( )C X اي وجود دارد به گونه( ) ( )C X f یک حلقه -
 .باشد ریس ـآرتیني 

)هر ایدآل اول مینیمال در  -ح )C X یک ایدآل منظم است.  
)هر ایدآل اول مینیمال در  -خ )C X  است ریس ـآرتینیک ایدآل. 

 Xکه در صورتی. معادل هستند "ب"و  "الف"هاي ، قسمت2ي با استفاده از گزاره :اثبات
)ي ، حلقه1ي گاه بنا به گزارهـ فضا باشد، آنPیک  )C X  است و  ریس ـآرتینیک حلقه ي

)نتیجه در ) ( )FC X C X را نتیجه می "پ"ي ، گزاره"الف"ي نیز چنین است؛ یعنی، گزاره-
ـ فضا Pیک  Xدر واقع اگر . دهدرا نتیجه می "ت"ي ، گزاره"الف"ي همچنین گزاره. دهد

)گاه هر ایدآل اول در باشد، آن )C X  ،ماکسیمال استP4  اکنون . را ببینید ]7[در
( )C X P  براي هر ایدآل اولPي گزاره. آشکار است "ت"ي ، میدان است و در نتیجه گزاره

)دهد که هر ایدآل اول در همچنین نتیجه می "الف" )C X هاي منظم است و از این رو گزاره
ماند این است که نشان دهیم چه باقی میآن. شوندهم نتیجه می "خ"و  "ح"، "چ"، "ج"، "ث"

  .دهندرا نتیجه می "الف"ي گزاره "خ"و  "ح"، "چ"، "ج"، "ت"، "پ"هاي گزاره
)چون . الفپ  ) ( )FC X C X است، براي هر  ریس ـآرتیني یک حلقه( )f C X ،

  وجود دارد که  nعدد 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

F f F F f F

F F F F

nf C X M C X f C X M C X
C X C X C X C X
     

)ولی چون  )FC X  یکz ـ ایدآل است، پس  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

F f F f F

F F F

nf C X M C X M C X
C X C X C X
  

   

  :رواز این
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
F F f F

F F F

f C X f C X M C X
C X C X C X
  

 . 

fgدهد که این نشان می M وجود دارد که( ) ( )Ff g f fg C X   1 . به این
)ترتیب  \ ( )) ( \ ( ))X Z f X Z g1 اي متناهی از نقاط منفرد مجموعهX  ٌمثلا

 , , , kx x x1 2  پس . باشدمی ( ) ( ) \ , , , kZ f Z g X x x x  1 21   و
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( ) ( )Z f Z g 1 زیرا ،( ) ( )Z f Z g . اگر قرار دهیم
 \ , , , kY X x x x 1 2 گاه ، آن( )Z f  درY  باز است و بنابراین درX باشد هم باز می

  .ستا ـ فضاPیک  Xرو از این. باز است Xدر  Yچرا که 
)دهیم هر ایدآل اول در نشان می. الفت )C X  کنیم فرض می. ماکسیمال استP  یک

)ایدآل اول در  )C X  وM  ایدآل ماکسیمال یکتاي شاملP اگر . باشدP Mگاه ، آن
\f M P چون . وجود دارد( )C X P است، عدد  ریس ـآرتیني یک حلقهn 

  وجود دارد که 

( ) ( )( )F F
nf P M P f P M P

P P P P
   

  

  دهد که این نتیجه می
( ) ( ) ff P f P M P

P P P
  

  

fgرو و از این M ه وجود دارد ک( )f fg f g P   1 .جا که از آنf P پس ،
g P M  1 . اما( ) ( )Z f Z g 1  وf M دهند نتیجه میg M 1 

  .که البته یک تناقض است
)ي حلقهدر  ریس -آرتین یک ایدآل ماکسیمال Mنیم فرض ک .الفث )C X  باشد و

f M پس ،fM M  و( ) ( )n
ff M f Mلذا ،  

( ) ( ) ( )n
f ff f M f M f M     

)رو و از این )g C X  وfk M  وجود دارند کهf fgk . بنابراین( )f kg 1  ،
)نتیجه در )Z f  ،باز است؛ یعنیf حال اگر. منظم است f M پس ، g M  وجود

)اي که گونهدارد به ) ( )Z f Z g  . اماfg M  و درنتیجهfgM M  و بنابراین
( ) ( )n

fg fgfg M fg M  ،و مشابه روش پیشین( )Z fg اما . باز است
( ) ( ) ( )Z fg Z f Z g   و( ) ( )Z f Z g  درنتیجه ،( )Z f اینبه. باز است 
  .فضا است -Pیک  Xپس  .منظم است fترتیب، در این حالت هم 

fیک ایدآل ماکسیمال منظم باشد و  Mیم فرض کن. الفج Mرو ، از اینg M 
)وجود دارد که  ) ( )Z f Z g  . چونfg M  وM منظم است، پس                

( ) ( ) ( )Z fg Z f Z g   و( )Z g ترتیب  به این. باشندباز می
( ( ) ( )) \ ( ) ( )Z f Z g Z g Z f و در نتیجه باشد هم باز میX یکPـ فضا است.  
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)جا که از آن. الفچ ) ( )C X f 2ي به گزارهبنا است،  ریس ـآرتیني یک حلقه ،( )Z f 
)اینک اگر فرض کنیم . باشدـ فضاي باز میPیک  )g C Xي گاه صفر مجموعه، آن
( )( | )Z fZ g  در( )Z f  باز است و در نتیجه درX از سوي دیگر . باشدهم باز می
( )fg f دهد هم نتیجه می( ) ( ) ( )Z fg Z f Z g   درX  باز است، زیرا( )f  منظم

  اما . باشدمی
( ) ( ) ( ) ( | ).\ ( )Z f UZ g Z f UZ g X Z f  

\بنابراین  ( )( ) ( | )X Z fZ f Z g  هم درX چون. باز است  

\ ( )( ) ( | )X Z fZ f Z g    
\رو از این ( )( | )X Z fZ g  نیز درX ترتیب به این. باشدباز می  

( ) \ ( )( ) ( | ) ( | )Z f X Z fZ g Z g Z g   
  .ـ فضاست Pیک  Xباز است؛ یعنی،  Xهم در 

)فرض کنیم . الفح )f C X  وint ( )X Z f رو ایدآل اول مینیمال ، از اینP 
fوجود دارد که  P . پس( )Z f  باز است چرا کهP کنیم اکنون فرض می. منظم است

int ( )X Z f   و( )y Z f . تابع( )g C X یم که کنگونه تعریف میرا این
( ( )) { }g Z f  intو  1 ( )Xy Z g .جا که از آنint ( )X Z g  پس ،fg  متعلق به

)نتیجه باشد و دریک ایدآل اول مینیمال می )Z fg اما . باز است( ) ( )Z f Z g  
)دهد نتیجه می )Z f باشد و بنابراین باز میX  یکP ـ فضا است.  

)مانند اثبات قبل، براي هر . الفخ )f C X  با شرطint ( )X Z f   کافی است
)دهیم نشان  )Z f پس با این فرض، ایدآل اول مینیمال . باز استP وجود دارد کهf P .
fMرو باشد، از اینـ ایدآل میzیک  Pچون  P . اکنون چونP  ـآرتینیک ایدآل 
  وجود دارد که nاست، پس  ریس

( ) ( ) ( ) ( )n
f f ff M f M f M f     .  

fgاین ترتیب به M  وجود دارد کهf gf دهد و این نشان می( )Z f باز است .∎  

ي بالا، وجود یک ایدآل ماکسیمال منظم و یا وجود یک ایدآل ماکسیمال با در قضیه :4نکته 
دهیم که ماکسیمال نشان می. ـ فضا شودPیک  Xشود که باعث می ریس ـآرتینویژگی 

)دهیم اگر در واقع نشان می. دبودن ایدآل در این قضیه اهمیت دار )C X  داراي یکz ـ
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براي این . ـ فضا نیستPلزوماٌ Xایدآل منظم و یا داراي یک ایدآل اول منظم باشد، فضاي 
  منظور کافی است فضاي

{ , , , , , }X n 1 1 2 1    
ایدآلی  Oدر این حالت آشکار است که . در نظر بگیریمن زیرفضایی از اعداد حقیقی عنوارا به

)منظم در  )C X ولی . باشدمیX  یکP ـ فضا نیست چرا کهX ي یک فضاي فشرده
را در ] 7[منبع  ،M4در تمرین  براي مثالی دیگر فضاي . )را ببینید] 7[(نامتناهی است 

)در . گیریمنظر می )C  ،zـ ایدآل اول O زیرا اگر  ؛منظم استf O ،گاه آن
int ( )X Z f  رو بنا به و از اینM4  7[در[ ،( )Z f باز است؛ یعنی، O منظم می-

  .ـ فضا نیستPیک  ، به همین تمرینبنا. باشد

3- Pهاي کسرهاي هاي موضعی و حلقهدر حلقه ریس ـآرتینفضاها و ویژگی  ـ
( )C X 

باشد،  Rي تعویض پذیر ي ضربی حلقهي بستهیک زیر مجموعه Sکنیم که اگر یادآوري می
گاه آن : ,  r

sS R r R s S   1  با این ویژگی که براي هر,a b R  و هر,s t S، 
aداشته باشیم  b

s t  اگر و تنها اگرu S  وجود داشته باشد که( )u at bs   .S R1 
  صورت با دو عمل جمع و ضرب به

, , , , ,a b at bs a b ab a b R s t Ss t st s t st
        

در حالت . نامیممی Rي کسرهاي دهد که آن را حلقهپذیر میي تعویضتشکیل یک حلقه
aیک حلقه،  Rص، اگر خا R  و : , , ,nS a n  1 2 گاه ، آنS R1 را به -

باشد و  Rي یک ایدآل اول در حلقه Pوقتی . دهیمنمایش می aRصورت اختصار به
\S R P1گاه ، آنS R  را با نمادPR  ي ي موضعی شدهو آن را حلقه دهیممینمایش

R سرانجام اگر . نامیممیS ر مقسوم علیه صفر ي عناصر غیمتشکل از همهR  باشد، آشکارا
S ي ضربی است و در این حالت، ي بستهیک مجموعهS R1

  را با( )T R نشان دهیم و آن 
یک ایدآل اول  Pدهد که اگر ي زیر نشان مینتیجه. امیمنمی Rي کسرهاي کامل را حلقه

)در  )C X که گاه شرط لازم و کافی براي آن باشد، آن( )PC X ریس ـآرتیني یک حلقه 
  . اول مینیمال باشد Pباشد این است که 

)یک ایدآل اول در  Pاگر  :5گزاره  )C X هستند زیر معادل هايگزارهگاه باشد، آن.  
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)–الف  )PC X ي منظم استیک حلقه. 

) -ب  )PC X است ریس ـآرتیني یک حلقه. 

 . مینیمال است P -پ

fگاه براي هر مینیمال باشد، آن Pاگر . پ⇔الف : اثبات P عنصر ،
( ) \u C X P S   وجود دارد کهuf   . اینک براي هر( )g C X  و هر',s s S ،

)داریم  )fu s s sfg  2  ،؛ یعنی
'

f gf
s s s


2

)، بنابراین 2 )PC X ي منظم استیک حلقه .
)عکس، فرض کنیم به )PC X ي منظم باشد و یک حلقهf P . پس( )g C X  و

( ) \s S C X P  د کهنوجود دار f gf
s


2

1 1 gf f
s

2
1 رو این از. 1

( ) \u S C X P  وجود دارد که( )u sf f g 2  . پس( )uf s fg    و
( )u s fg P  بنابراین ،P مینیمال است .  

)گاه مینیمال باشد، آن Pوقتی . پب  )PC X رو ي منظم است و از اینیک حلقه
کنیم می اکنون فرض. دهدرا نتیجه می "ب"ي ي پ، گزارهباشد؛ یعنی، گزارهمی ریس ـآرتین

fبرقرار است و  "ب" P .صورت در اینn  موجود است که( ) ( )nf fM M1 1 
)ایدآل ماکسیمال یکتاي  Mکه در آن  )PC X یعنی(ست ا ،

.( { : , }f
sM f P s P   ترتیب اینهب( ) ( )f f M1 gو در نتیجه  1 P  وs P 

gfوجود دارند که  f
s1 uاکنون . 1 P  وجود دارد که( )u sf fg  ؛ یعنی، 

( )uf s g   .دهد که این نشان میP چرا که  ،مینیمال است( )u s g P  .∎  
)ي هاي ماکسیمال حلقهمعادل با این است که ایدآل Xـ فضا بودن Pجا که آن از )C X 

جا، براي هر در این. آشکار است 5ي ي زیر با استفاده از گزارهند، اثبات نتیجهمینیمال باش
x Xي ضربی ، مجموعه( ) \ { ( ) : ( ) }xC X M f C X f x     را باxS  نشان

  . دهیممی

  .ندهست هاي زیر معادلگزاره : 6نتیجه 
 .فضا است - Pیک  X–الف 

xبراي هر  –ب  Xي ، حلقه( )xS C X1  منظم است. 

xبراي هر  –پ  Xي ، حلقه( )xS C X1 است ریس ـآرتین. 
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)ي ، حلقهPبراي هر ایدآل اول  –ت  )PC X منظم است. 

)ي ، حلقهPبراي هر ایدآل اول  –ث  )PC X است ریس ـآرتین. 

  .ندهست عبارت هاي زیر معادل :گزاره 
) –الف  ( ))T C X ي منظم استیک حلقه. 

)–ب  ( ))T C X است ریس ـآرتیني یک حلقه. 

)هاي اول مینیمال فضاي ایدآل –پ  )C X فشرده است. 

برقرار و  "ب"کنیم فرض . دهدآشکارا قسمت ب را نتیجه می "الف" هايگزاره :اثبات
( )f C X اي باشد که گونهبهint ( )X Z f  . عدد "ب"پس بنا به ،n وجود دارد
)که  ) ( ) ( )nf f

f fS M S M 1 1
1 1   این ترتیبو به( ) ( )f f

fS M 1
1 1  .رو از این

fg M  وs S   وجود دارند کهgf f
s1 )دهد که ان میاین نش. 1 )tf s g    که

tدر آن  S  رو و از این( )f s g   ، چرا کهt جا که از آن. علیه صفر نیستمقسوم
( ) ( )Z f Z g  و( ) ( ) ( )Z f Z s g Z s بنابراین  ،  

int ( ) int ( ) int ( )X X XZ f Z s g Z s   . 
)از سوي دیگر  ) ( )Z f Z s g X   هاي اول ، فضاي ایدآل]8[در 5.5و بنابه نتیجه

)مینیمال  )C X اگر. (فشرده استint ( )X Z f گاه تابع ثابت ، آنh    را در نظر
intلت نیز داریم در این حا. گیریممی ( ) int ( )X XZ f Z h   و

( ) ( )Z f Z h X(براي تکمیل . دهدرا نتیجه می "پ"ي ، گزاره"ب"ي رو گزاره، از این
برقرار باشد،  "پ"پس اگر . دهدرا نتیجه می "الف"، هم "پ"اثبات، باید نشان دهیم قسمت 

)، براي هر ]8[ در 5.5ي به نتیجهبنا )f C X تابع ،( )g C X  وجود دارد که
( ) ( )Z f Z g X  وint ( ) int ( )X XZ f Z g  . توجه داریم که چون
( ) ( )Z f Z g Xگاه ، آن( ) ( ) ( )Z f Z g Z f g  زیرا براي ،x X اگر ،

( ) ( )f x g x    و( )f x  گاه ، آن( )g x    که باfg   اینبه. تناقض دارد -
)ترتیب براي هر  )f C X تابع ،( )g C X  وجود دارد کهfg    وf g مقسوم -

)، ]1[در  3.2ي اکنون بنابه قضیه. صفر نیست علیه ( ))T C X منظم است .∎  
)توان نشان داد که اگر با روشی مشابه، می )f C X علیه صفر نباشد و مقسوم( )fC X 

)هاي اولِ مینیمال اي ایدآلگاه باز هم فضمنظم باشد، آن )C X ولی منظم . فشرده است
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)ي بودن حلقه )fC X  وقتی( )f C X  مقسوم علیه صفر نیست و\ ( )X Z f  درX 
\شانده باشد، معادل با این است که ـ ن Cیک  ( )X Z f  یکP ـ فضا باشد.  

)کنیم فرض می :8قضیه  )f C X  و\ ( )X Z f  درX  یکC– دي چگال باشنشانده .
)صورت در این )fC X  منظم است اگر و تنها اگر\ ( )X Z f  یکPـ فضا باشد.  

)کنیم فرض می :اثبات )C X f  منظم است و( \ ( ))g C X Z f .جا که ازآن
\ ( )X Z f یکC - نشانده است، تابع* ( )g C X  وجود دارد که*

\ ( )|X Z fg g.  با
)که  استفاده از این )fC X  منظم است، تابع( )h C X  و عددn د که نوجود دار

* *

n
g g h

f


2

1 1
mدهد که براي یک عدد این نشان می.   داریم ،

* *( )m ng f f g h   رو و از این  
\ ( ) \ ( )( | | )n

X Z f X Z fg f gh   . 
  پس

\ ( ) \ ( )( ) ( | | ) \ ( )n
X Z f X Z fZ g Z f gh X Z f   

 \ ( ) \ ( )( ) ( | | )n
X Z f X Z fZ g Z f gh    

)دهد که نشان می )Z g  در\ ( )X Z f  ،باز است؛ یعنی\ ( )X Z f  یکPـ فضا است .
\کنیم عکس، فرض میبه ( )X Z f  یکPـ فضا است و( )g C X .ترتیب اینبه

( \ ( ))C X Z f  منظم است و درنتیجه( \ ( ))h C X Z f       وجود دارد که
| |\ ( ) \ ( )g g hX Z f X Z f \جا که از آن. 2 ( )X Z f  یکC-  نشانده است، تابع

* ( )h C X طوري که وجود دارد به*
\ ( )|X Z fh h . بنابراین روي\ ( )X Z f  داریم

*g g h 2   ولی\ ( )X Z f  درX  چگال است، پس همواره*g g h 2   که نتیجه
)دهد می )C X و رمنظم است، از این( )fC X باشدمنظم می .  

)فرض کنیم  :9نتیجه  )f C Xصورت ، در اینX  یکPفضا است اگر و تنها اگر  ـ
( )fC X  و( ) ( )C X f هردو منظم باشند.  

)گاه ـ فضا باشد، آنPیک  Xاگر  :اثبات )Z f  یکPبه ـ فضاي باز است و در نتیجه بنا
)، 2ي گزاره ) ( )C X f از سوي دیگر، چون . باشدمنظم می( )C X رو منظم است، از این

( )fC X عکس، هرگاه به. نیز منظم است( ) ( )C X f 2ي گاه بنابه گزارهمنظم باشد، آن ،
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( )Z f  یکP - ترتیب اینبه. فضاي باز است\ ( )X Z f  یک  C ـ نشانده است و با
\، 8ي استفاده از قسمت اول اثبات در قضیه ( )X Z f  نیز یکPبنابراین . ـ فضا است

( ) ( \ ( ))X Z f X Z f   نیز یکPباشدـ فضا می.  
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P-spaces and Artin-Rees Property 
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Abstract 
In this article, we study the Artin-Rees property in ( )C X , in the rings of 
fractions of ( )C X  and in the factor rings of ( )C X . We show that 

( ) ( )C X f  is an Artin-Rees ring if and only if ( )Z f  is an open P-space. A 
necessary and sufficient condition for the local rings of ( )C X  to be Artin-
Rees rings is that each prime ideal in ( )C X  becomes minimal and it turns 
out that every local ring of ( )C X  is an Artin-Rees ring if and only if X  is a 
P-space. Finally we have shown that whenever \ ( )X Z f  is dense C-
embedded in X , then ( )fC X  is regular if and only if \ ( )X Z f  is a P-
space. 

Keywords: Artin-Rees property, P-space, rings of fractions of ( )C X , local 
rings of ( )C X , C-embedded, regular. 
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