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  گسترش مدل چرخه سلولی سرطان 
  طاهره اکبریان ،1محمد کیانپور

  انشگاه گیلانگروه ریاضی کاربردي، د
  15/12/1391: تاریخ پذیرش  2/1/1391: تاریخ دریافت

با اصلاح و بهبود . کنیمدر این مقاله یک مدل ریاضی تاخیري از چرخه سلولی را بررسی می: چکیده
. پردازیمت دارو و ارائه یک تابع لیاپانوف به بررسی پایداري مدل جدید میبا افزودن تغییرات سمی مدل

دهیم که با اعمال دارودهی مطابق این نشان می ،در ادامه با بدست آوردن یک معیار براي کنترل مطلوب
 .معیار، سیستم به سمت نقطه تعادل سلامت میل خواهد کرد

هاي ریاضی سرطان، معیار پایداري ادلات دیفرانسیل تاخیري، نقطه تعادل، مدلمع: هاي کلیدي واژه
  .لیاپانوف

  .05E47 ،25B37 :بندي ریاضیرده

  همقدم -1
هاي ریاضی براي درمان مدلطراحی . باشدسرطان دومین عامل مرگ و میر در جهان می

ها و تلاش .اشاره کرد ]4 و 3، 2، 1[ي توان به کارهامی که ي طولانی داردسرطان سابقه
روز در حال پیشرفت است و بیولوژي و درمان تومورها روز به دست آمده در رابطه باهتحقیقات ب

براي  مانند شیمی درمانی، جراحی و پرتو درمانی و هورمون درمانیمختلفی هاي درمانی روش
ات جمعیت سلولی در معادلات ریاضی فراوانی براي توصیف تغییر. روندکار میدرمان سرطان به

ي دارویی دقیقی براي  بسیاري از محققان در جستجو برنامه. چرخه سلولی ارائه شده است
زمان دارودهی را براي فاز خاصی از   کوجوکارو و آگور عنوان مثالباشند، به درمان سرطان می

از خاصی از اثر شیمی درمانی را روي ف  پانتا و آدام همچنین. ]5[ چرخه سلولی بررسی کردند
 . ]6[اي بدست آوردند چرخه سلولی مطالعه کردند و بهترین دوره دارودهی را براي مدل ساده
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ي تکثیر سلولی انجام  ها در فازهاي مختلف چرخه سازي سلولهاي فراوانی در مورد مدل پژوهش
رخه هاي سرطانی در چ بررسی برهم کنش سلول. باشد می  ]8 و 7[ هاشده است که از جمله آن

در این . آمده است ]9[ هاي ایمنی و یک داروي عمل کننده در یک فاز خاص در سلولی و سلول
 سالویلاسانا در همچنین  .هاي سرطانی در حال سکون در نظر گرفته نشده است مدل سلول

هاي ایمنی و داروهاي شیمیایی را ارائه هاي سرطانی با سلول، یک مدل از تقابل سلول2001
یک مدل با معادلات دیفرانسیل تاخیري را ارائه ویلاسانا و رادونسکایا ، 2003در سال  ].10[ داد

هاي اولیه، مدل جدیدي ارایه با بسط و اصلاح مدل 2004در سال  ویلاسانا و اوکوا]. 2[ نمودند
  ].1[ نمودند

این داروها براي تخریب . هستندمخصوص چرخه سلولی درمانی بعضی از داروهاي شیمی
عنوان به سلولی موثرند چرخهاي دارند و فقط در بعضی فازهاي لی، فرایند بیوشیمیایی ویژهسلو

ت بالایی براي درمانی داراي سمیاکثر داروهاي شیمی .کندعمل می Sدر فاز  Paclitaxel ال،مث
ي هارو بررسی تاثیر دارو بر سلولاز این .هستند هاي ایمنیهاي بدن از جمله سلولسلولسایر 

بنابراین در این مقاله  .ي مهمی استهاي شیمیایی، مسئلهایمنی با توجه به اثرات جانبی دارو
ت داروي شیمیایی را هاي ایمنی، تغییرات سمیبراي بررسی تاثیر داروهاي شیمیایی بر سلول

نوف از طرف دیگر استفاده از تابع لیاپو. ایمصورت یک معادله دیفرانسیل به مدل اضافه کردهبه
  ]. 12 و 11[هاي کنترلی اخیرا مورد توجه قرار گرفته است براي سیستم

و توسعه آن یک معیار مطلوب براي پایداري ] 1[در این مقاله با بررسی مدل چرخه سلول 
طوري که دارودهی مطابق این الگو سبب حرکت سیستم به کنیم بهسیستم جدید ارائه می

   .سمت نقطه سلامت گردد

 ت مدلمعادلا -2

هاي سرطانی در چرخه سلولی، سلول تغییرات جمعیت سلولمدل مورد بررسی در این مقاله، 
تقسیم سلولی . شودت ناشی از آن را شامل میهاي ایمنی، غلظت داروي شیمیایی و سمی

که  دشوکه در آن هسته و سپس بقیه سلول تقسیم می گردد، چرخه سلولی خوانده می) میتوز(
 در .شود نامیده می فاز استراحت G1 مرحله. استM  و G1،G2 ، S: لهشامل چهار مرح

 RNA ، سلول G2در مرحله .کند می برابر دو را خود DNA و سازد می DNA سلول ،Sمرحله 

تقسیم سلولی صورت  M در مرحله .گردد می میتوز مرحله وارد سلول سپس و سازد می
هاي هاي سرطانی و علاوه برآن روي سلوللروي سلودر این مدل تاثیر مخرب دارو  .گیرد می

) .نیز در نظر گرفته شده است ایمنی )IT t ) و  )MT t هاي توموري دهنده جمعیت سلولنشان
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 tu)(، tI)( .باشند هاي توموري در فاز میتوز میو جمعیت سلول )G1, S, G2( در فاز میانی
ت دارویی را نشان هاي ایمنی بدن، غلظت دارویی و سمیترتیب جمعیت سلول، بهts)(و 
مقایسه با فاز در فاز میتوز . نمایش داده شده است τزمان توقف سلول در فاز میانی با . دهند می

این تاخیر زمانی در مرحله میتوز در نظر گرفته نشده بنابر ،کوتاه است یک مرحله خیلیمیانی 
در مدل ارائه شده در این مقاله فرض شده است داروي شیمیایی تزریق شده به بیمار آناً . است

-همچنین رقابت سلول .گذاردبا پلاسماي خون مخلوط شده و تاثیر خود را بر بافت سرطانی می
شکارچی فرض شده است و به منظور سهولت  -هاي سرطانی بصورت شکارهاي ایمنی و سلول
ضرب ظاهر شده صورت حاصلبه جرم -قانون اثراز  غلظت دارو با استفادهدر انجام محاسبات 

صورت مورد بررسی قرار گرفته است به] 1[ که دررا در این مقاله گسترش یافته مدلی  .است
  :کنیمزیر بیان می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I
M I I I

dT t a T c T t I t d T t a T t
dt

    4 1 2 12  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M
I M M M M

dT t a T t d T t a T t c T t I t k uT t
dt

     1 3 4 3 1  

( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ))

n
I M

I Mn
I M

dI t I t T t T tk c T t I t c T t I t d I t k uI t
dt T t T t





     

  2 4 1 3

 
)()( tuV

dt
tdu

  

( ) ( ) ( )ds t u t s t
dt

   

  :ي زیربا شرایط اولیه
( ) ( ) [ , ], ( ) , ( ) , ( ) , ( )I I M MT t t t T T I I u u s s               . 

کند، را توصیف می )G1, S, G2( هاي توموري در فاز میانیمعادله اول تغییرات جمعیت سلول
هاي توموري در فاز میتوز، معادله سوم تغییرات جمعیت سلولمعادله دوم تغییرات جمعیت 

هاي ایمنی بدن، معادله چهارم تغییرات غلظت دارویی و معادله پنجم که به این مدل سلول
I, عبارات. کندت دارویی را بیان میسمی ،اضافه شده است Md T d T2 )و 3 )d I t1 ترتیب به

هاي هاي سرطانی را در فاز میتوز و فاز میانی و نرخ مرگ طبیعی سلولرگ طبیعی سلولنرخ م
MTعبارات. دهندایمنی را نشان می I ITو    I  با ضرایبic موجود در مدل نرخ مرگ سلول -
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 جمله. دهند و برعکسنشان می ایمنی راهاي سرطانی توسط سلول 

n
MI

n
MI

tTtT
tTtTtI
))()((
))()()((





 هاي هاي ایمنی در اثر تحریک سلولخطی سلولرشد غیر

وابسته به نوع تومور مشاهده شده و سلامتی  و   ،nپارامترهاي . دهدسرطانی را نشان می
عبارت  .باشدهاي ایمنی مییک منبع ثابت رشد سلول دهندهنشان k .دنباشدستگاه ایمنی می

( )Ia T t 1، دهد، سلولی هاي سرطانی از فاز میانی به فاز میتوز را نشان مینرخ ورود سلول
عمر نیمه . ل در شروع فاز میانی بوده استروز قب که اکنون در ابتداي فاز میتوز است 

ت دارو و میزان غلظت آن در بدن را معادله آخر رابطه میان میزان سمی. باشددارو در بدن می
ان دهنده نرخ کاهش میزنشان . باشددهنده دوز داروي دریافتی مینشان V. دهدنمایش می

آمده است 1پارامترهاي مدل در جدول . باشدت در بدن میسمی.  

  براي یک بیمار فرضی مقادیر پارامترها: 1جدول 

  مقدار پارامتر  مقدار پارامتر
  92/0  c3  9/0  
a1  98/0  c4  085/0  
a4  8/0  k  036/0  
d1  29/0    2/0  
d2  11/0    1/0  
d 3  4/0    03/0  
c1  9/0  k1  47/0  
c2  85/0  k 3  49/0  
  5/0    

   معیار کنترل -3
 . کنیممیدر این قسمت معیار پایداري سیستم را حول یکی از نقاط تعادل سیستم بررسی 

ex  مفرض کنی :1قضیه    یکی از نقاط تعادل سیستم)(xfx   وnRD  رويقلم 
RDVصورت اگر در این .باشدشامل مبدا  : پذیر باشد که براي آن تابعی پیوسته و مشتق

  :داشته باشیم
1- )(xV  استمعین مثبت. 
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2- )(xV  استمعین منفی. 
 .)(xVصورتدر آن xاگر  -3

exگاه آن   نقطه تعادل پایدار مجانبی جامع سیستم است.  
  .مراجعه شود] 13[به : اثبات

کنیم، از آن جهت این نقطه داراي اهمیت  را بررسی می Eطه بین نقاط تعادل سیستم نقاز 
  نقطه تعادل مذکور برابر است با. باشدهاي توموري آن صفر میاست که جمعیت سلول

( , , , , )kE
d


1

    . 

  :پایدار مجانبی است اگر در شرط زیر صدق کند Eنقطه تعادل  :2قضیه 

)1(                                     

( )

( ) ( )

min , .

M

M

a T tu kk T t k I I
d

c c
I c k I c k

d d



  
 


 

 
    
  
  

4

1 3
1

1 3

2 4

1 1

 

 

اي در صورت پیروي از شرط فوق به سمت نقطه تعادل سلامت ازاي هر شرط اولیهسیستم به
  .میل خواهد کرد

  :کنیمصورت زیر در نظر میبراي بررسی پایداري تابع لیاپانوف را به: اثبات

 ( ) ( ) ( )I M
a kV c T t T t I t eu fs

d
 

      
 

2

12
. 

  :آیدصورت زیر بدست میبه  Vمشتق راحتیبه

 ( ) ( ) ( )( ( ) )I M
kV c T t T t aI t I t eu fs
d

     
1

     . 

  :پس از انجام محاسبات خواهیم داشت



  102                                              محمد کیانپور، طاهره اکبریان                                                   

 

( )( ) ( ) ( )
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I M I M
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I M I M

M
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d d T T

IT c ak IT c akc c a I c c
T T d T T d
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1 1
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( ) ( ).Mck uT ak uI u f e eV f s      2
1 3

1

 

گاه مشتق تابع لیاپانوف منفی خواهند بود، لذا با اگر در رابطه بالا تمام عبارات منفی باشند آن
تر از صفر قرار ، کافی است جملات با ضرایب مثبت را کوچکe و f فرض کوچک بودن

  دهیم؛ یعنی

[ ] ,    [ ]
( ) ( )

I I

I M I M

IT c ak IT c akc c a I c c
T T d T T d

 
 

      
   

2 2
1 1

1 1
    

[ ] ,    [ ]
( ) ( )

M M

I M I M

IT c ak IT c akc c a I c c
T T d T T d

 
 

      
   

4 4
3 3

1 1
    

        
M M

ak k u Ica T ck uT ak uI
d

   23
4 1 3

1
  

  :صورت خواهیم داشتکه در این 

)2(                                           min ,c ca cI c k I c k
d d

 
 

 
    
  
  

1 3

2 4

1 1
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M M

a d k uI kk uIc
k uT d aT d



 

2
1 3 3

1 1 4 1
  

 :آید، شرط زیر بدست می)3(در ) 2(با جایگذاري 
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  که در آن 

min ,c c
I c k I c k

d d

  
 

 
    
  
  

1 3

2 4

1 1

 
. 

  دارو دهی -4
  يشرایط اولیهبر در این بخش بنا

( ) / , ( ) / , ( ) / , ( ) , ( )I MT T I u s    1 2 1 3 0 4        

سازي بدون اعمال دارو شبیه ابتدا رفتار سیستم را ،1براي یک بیمار فرضی و پارامترهاي جدول
بینیم که سیستم به سمت یکی دیگر از نقاط تعادل سیستم که منجر به مرگ کنیم و میمی

ت، تغییرات سمی 2و شکل دهد شان میاین تغییرات را ن 1شکل . کندشود میل میبیمار می
هاي تغییرات جمعیت سلول 3شکل دهد و غلظت و دوز دارو را بنابر معیار لیاپانوف نشان می

نشان  2اساس قضیه دهی بدست آمده بروا اعمال شرط دارتوموري و ایمنی را در حضور دارو ب
   .دهدمی

  
 هاي ایمنی در غیاب دارو هاي سرطانی و سلول تغییرات جمعیت کل سلول: 1شکل 
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  .ت داروالگوي دارودهی مطابق معیار لیاپانوف به همراه تغییرات غلضت و سمی :2شکل 

  
هاي ایمنی در صورت دارودهی مطابق با  هاي سرطانی و سلول تغییرات جمعیت کل سلول: 3شکل 

  .2شکل 

  گیرينتیجه -5
-هتم تاخیري از چرخه سلولی سرطان بت دارو، یک سیسبا اعمال تغییرات سمی در این مقاله

با بررسی پایداري سیستم حول نقطه تعادل سلامت، یک شرط کافی جهت اعمال  .دست آمد
اعمال این . طوري که سبب پایداري مجانبی سیستم گردددست آمد بههکنترل به سیستم ب

زیرا  ،کندمی، درستی نتایج حاصله را تایید 1فرضی با پارامترهاي جدولشرط بر یک سیستم 
هاي توموري و دهند با افزایش زمان کاهش جمعیت سلولنشان می 3 طور که شکلهمان

  .دهدحرکت سیستم به سمت نقطه تعادل سلامت رخ می
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Extension of Cell Cycle Model 
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Abstract 
In this paper we consider a delayed mathematical model of cell cycle. 
Adding drug toxicity, the model is modified and developed. A proper 
Lyapunov function is suggested for stability analysis. Furthermore, by 
obtaining a criterion for appropriate control, it is shown that any treatment 
strategy which satisfies the criterion, causes the system converge to tumor 
free equilibrium point. 
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