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کاربرد آن در  ازجمله ریزي دوسطحیبا توجه به کاربردهاي فراوان مسئله برنامه: چکیده
هاي روش .از اهمیت خاصی برخوردار است مسئلهو اقتصاد، حل این  ونقل حملترافیک، 

 –متداول براي حل مسئله تبدیل آن به تک سطحی بر اساس شرایط بهینگی کاروش 
ها بسیار پیچیده و هاي حاصل از این روشاما مدل. تاکر و یا توابع جریمه است –کاهن 

 حساب بهخود یک چالش جدي  ها آنحل  که يطور بهشوند غیرخطی ظاهر می صورت به
شود که روش اول یک روش در این مقاله، دو روش براي حل این مسئله ارائه می. آیدمی

اساس قضایا و روابط بین مسئله اولیه و دوگان ، مسئله ابتکاري جدید بوده  و روش دوم بر 
چند  شده ارائههاي براي اثبات کارایی روش. کندریزي دوسطحی را تک سطحی میبرنامه

 آمده دست بهها با نتایج اي نیز بین نتایج حاصل از این روشو مقایسه شده حلمثال عددي 
 .دهدرا نشان می شده ارائههاي روشگیرد که کارا بودن دیگر صورت می هاياز روش
تاکر،  –کاهن  –ریزي دوسطحی، شرایط بهینگی کاروش مسئله برنامه :هاي کلیديواژه

      .مسئله دوگان روش شمارش ضمنی،

 04C90 و 08B90):2010(بندي ریاضی رده

                                                                                                                                  
 nakhai@modares.ac.irعیسی نخعی کمال آبادي  :آدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله -1
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 مقدمه -1
ترافیک و مدیریت  أخیرهايو آلودگی هوا، افزایش ت ستیز طیمحتراکم ترافیک، آلودگی 

شهرهاي  پرتراکمنواحی مرکزي و  ونقل حملجدي در مدیریت  مسائلمصرف انرژي از 
 منظور بههاي موجود به علت هزینه بالاي گسترش خیابان. بزرگ مانند شهر تهران است

 يهوشمند سازو تمرکز  بر توسعه  طرف کیازشهري  ونقل حملافزایش ظرفیت سامانه 
شهري را قادر  ونقل حملاز طرف دیگر، برنامه ریزان مدیریت  ونقل حملهاي در سامانه

هاي موجود را بهتر مدیریت نموده و وسایل نقلیه را با توجه به که ظرفیت سازد یم
میزان ایجاد آلودگی و مصرف انرژي، انتخاب زمان  ازلحاظ ها آنترجیحات متفاوت 

بر استفاده از ظرفیت  مؤثريا، روانی تردد و از این قبیل، به شکل هخیرأمناسب، کاهش ت
موضوع درآمد حاصل از  سو کیمدیریت، از  گونه ایندر . و فضاي در دسترس هدایت نمود

صدور مجوز تردد داراي اهمیت بوده و از سوي دیگر مشکلات ناشی از ازدحام خودروها، 
هاي ناشی از افزایش آلودگی و هدر رفتن کمبود ظرفیت تردد و توقفگاهی و نیز هزینه

 صورت بهتوان امروزه این نوع مسائل را می. ابدی یمهاي مربوط به انرژي اهمیت سرمایه
هایی در این مقاله هدف ارائه روش. بندي نمودریزي چند سطحی مدلبرنامه مسئلهیک 
ریزي برنامه مسئلهخاص از  یحالتعنوان  بهریزي دوسطحی، برنامه مسئلهبراي حل  مؤثر

 .باشدمی یچند سطح
ریزي ریاضی بوده که شامل یک از نوع برنامه مسئلهریزي دوسطحی یک برنامه مسئله
شامل دو سطح  مسئلهعبارتی دیگر این به. هایش استسازي در محدودیتبهینه مسئله

 العمل عکسگیرنده سطح اول تصمیم خود را بر سطح دوم اعمال کرده، است که تصمیم
گیرنده تصمیم. سطح دوم را مشاهده نموده و قصد دارد که تابع هدف خود را بهینه کند

سطح دوم نیز تصمیم سطح اول را مشاهده کرده و یک تصمیم منطقی را در جهت بهینه 
  .نمایدنمودن تابع هدفش اتخاذ می

به دلیل  وجود نیباااما  ].1[است   NP – hardمسئلهریزي دوسطحی یک برنامه مسئله
هاي حل روش. است شده ارائههاي زیادي براي حل آن کاربردهاي فراوان آن در عمل روش

هاي متناظر هاي شمارشی، روشهاي کلی، روشتوان به پنج دسته روشرا می مسئلهاین 
 ].1[ کرد يبند میتقس يفرا ابتکارهاي هاي فازي، روشکردن سطح دوم، روش
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 هاي کلیروش -1-1

هاي بهینه محلی تنها در توانند محلی یا سراسري باشند، جوابهاي بهینه همواره میجواب
هاي سراسري در کل اما جواب .انددر یک همسایگی بهینه اصطلاح بهیک بازه محدود و 

هاي بهینه محلی گرفتار هایی که در جوابآن دسته از الگوریتم. اندبهینه ،ناحیه شدنی
در . باشندهاي سراسري یا کلی میآورند روشمی به دستسراسري هاي نشده و جواب

هاي سطح یک روش کلی بر اساس الگوریتم ژنتیک ارائه شد که در آن جواب 1994سال 
هاي خطی روش بنا برو سطح دوم  شده انتخابها تصادفی از بین مجموعه جواب طور بهاول 
است نه یک نقطه  مسئلهدنی همچنین هر کرومزوم شدنی یک جواب ش. است شده حل

 .]2[ تر استجواب بزرگ ي منطقهدر این روش  جهیدرنتراسی 

 هاي شمارشیروش -1-2

این . است یرا سهاي شمارشی ایده کلی این است که نقطه بهینه یکی از نقاط در روش
ریزي خطی دوسطحی هستند و جواب بهینه دقیق را ها مختص مسائل برنامهدسته از روش

پیچیدگی محاسباتی بالا، مقالات محدودي در این زمینه  به علتآورند اما می دستبه 
روشی  بر مبناي شمارش ضمنی. شوداشاره می ها آناست که به تعدادي از  شده ارائه
به یک جواب بهینه سراسري  الزاماًاست که از یک نقطه شدنی شروع کرده اما  شده ارائه
هاي اخیر در سال ].3[ جواب بهینه محلی متوقف شود بلکه ممکن است در یک رسد؛نمی

ریزي دوسطحی ارائه شد که جواب برنامه مسئلهنیز یک روش کلی شمارشی براي این 
 . ]4[ آوردمی به دسترا  مسئلهدقیق 

 هاي متناظر کردن سطح دومروش -1-3

-شود بهیا تابع جریمه جایگزین می KKTتوسط شرایط بهینگی  مسئلهها در این روش
این دسته . گردداصلی تبدیل می مسئلهبراي  ییها تیمحدودسطح دوم به  مسئلهکه طوري
ریزي دوسطحی در هر دو حالت خطی و غیرخطی بکار برنامه مسئلهها براي حل از روش

 KKTابتدا با استفاده از شرایط بهینگی  روشی ارائه شد که 2007 در. شوندگرفته می
-هاي مربوط به مکمل زائد که باعث غیرو سپس محدودیت ودهمسئله را تک سطحی نم

نمود؛ و میبا یک تابع جریمه به تابع هدف سطح اول اضافه را شود می مسئلهخطی شدن 
در  .]5[باشد می حل قابلهاي خطی و با استفاده از الگوریتمشده خطی  مسئله بیترت نیا به
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در حالتی که  مسئلهبراي حل  KKTالگوریتمی بر اساس شرایط بهینگی  2011سال 
 2012در  .]6[شد هاي جریمه، ارائه سطح اول و دوم غیرخطی هستند ،با استفاده از تابع

 مسئلهسازي خطی منظور به KKTبعد از اعمال شرایط بهینگی روشی ارائه شد که 
هاي و سپس با استفاده از الگوریتم هحاصل، از متغیرهاي باینري استفاده کرد یرخطیغ

با معرفی روشی ارائه شد که 2012در ]. 7[نمود ارائه می مسئلهخطی جوابی دقیق براي 
 بود، غیرخطیمسئله  در حالتی که سطح اول ،KKT شرایط جدیدي براي شرایط بهینگی

 .]8[ آن را حل نمود

 هاي فازيروش -1-4

ها، محدودیت ها،ها تعریف تابع تعلق براي تابع هدفایده کلی در این دسته از روش
یک روش  2007در . است مسئلههاي از سطح هرکدامدر  ها آنمتغیرها و یا ترکیبی از 

 هاي هر سطح و متغیرهاي سطح اول را ارائه شدفازي بر اساس تابع تعلق براي تابع هدف
هاي سطح اول و هایی براي تابع هدفروشی ارائه شد که با تعریف تابع تعلق 2009در . ]9[

 مسئلهنیز روشی براي حل  2012در . ]10[ ریزي دوسطحی را حل نمودبرنامه سئلهمدوم، 
 .]11[ دوسطحی خطی در حالت فازي ارائه شد

 ابتکاري هاي فراروش -1-5

 ازجمله. است افتهی گسترش NP-hardبراي حل مسائل  يفرا ابتکارهاي ابداع روش راًیاخ
هاي عصبی، الگوریتم به جستجوي ممنوع، الگوریتم ژنتیک، شبکه توان یمها این روش

هاي دقیق نیستند ها جزو روشاین دسته از روش. پرندگان و الگوریتم مورچگان اشاره کرد
داراي پیچیدگی  حال نیدرعکه  دهند یمو یک جواب تقریبی از جواب بهینه ارائه 

که ابتدا با استفاده از شرایط بهینگی روشی ارائه شد  2008در . محاسباتی مناسبی هستند
KKT را تک سطحی کرده و سپس با استفاده از الگوریتم ژنتیک یک جواب بهینه  مسئله

در این روش با استفاده از روش سیمپلکس مقادیر . آورد به دست مسئلهتقریبی را براي 
در . ]12[ است شده ارائهو سپس جواب بهینه  آمده دست بهشدنی براي الگوریتم ژنتیک 

ریزي خطی دوسطحی ارائه برنامه مسئلهیک روش شبکه عصبی جدید براي حل  2010
 مسئلههمچنین یک الگوریتم ژنتیک براي حل . ]13[ شد که داراي پایداري لیاپانوف بود

یک الگوریتم ترکیبی هوشمند بر اساس  2012در . ]14[ دوسطحی فازي ارائه گردید
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دوسطحی غیرخطی ارائه شد که ابتدا بهترین نقاط  مسئلهل الگوریتم ذرات انبوه براي ح
جمعیت اولیه در نظر گرفته و سپس با استفاده از جستجوي  عنوان بهشدنی سطح دوم را 

روشی دیگر براي تک سطحی  2013در . ]15[ نمایدخطی سعی در یافتن جواب بهینه می
 . ]16[ است شده ارائهریزي دوسطحی بر اساس الگوریتم ذرات انبوه برنامه مسئلهنمودن 

-است و به این صورت عمل می يفرا ابتکارهاي الگوریتم نیتر مهمالگوریتم ژنتیک یکی از 
و در ادامه بر اساس  شده گرفتهتصادفی در نظر  طور بهکند که ابتدا تعدادي جواب شدنی 

را که داراي مقادیر بهتري  ها آنشدنی، تعدادي از  هاياز جواب هرکداممقادیر تابع هدف 
در مرحله بعدي . آورندترکیب کرده و جمعیت جدیدي پدید می باهمهستند انتخاب و 

جمعیت اولیه ترکیبی از والدها، فرزندان و جمعیت اولیه است و این روند تا زمانی که به 
تواند تعداد تکرارهاي از وقف میمعیار ت. یابدیکی از معیارهاي توقف ارضا شود ادامه می

 .  و یا زمان اجراي الگوریتم باشد ها جواب، تکرار بهترین شده نییتعقبل 
. ریزي خطی دوسطحی استبرنامه مسئلهدر این مقاله هدف ارائه دو روش براي حل 

ریزي دوسطحی برنامه مسئلههاي حل هاي اول و دوم از روشدر دسته شده ارائههاي روش
در روش اول با یک ایده ابتکاري تابع هدف سطح دوم در قالب متغیري . گیرندمیقرار 

 مسئلهیک محدودیت جدید به  بیترت نیا بهو  شده اضافهجدید به تابع هدف سطح اول 
حاصل،  مسئلهدر ادامه با توجه به خطی بودن . گرددتک سطحی می مسئلهو  شده اضافه
شود که با در روش دوم  سعی می. ط راسی جستجو کردتوان نقطه بهینه را در میان نقامی

-سطح دوم را توسط محدودیت مسئلهاستفاده از قضایاي مربوط به مسائل اولیه و دوگان، 
. ریزي دوسطحی تک سطحی گرددبرنامه مسئلههاي مسائل اولیه و دوگان حذف کرده، تا 

از مزایاي دو . گرددحل میحاصل با استفاده از الگوریتم ژنتیک ساده  مسئلهدر ادامه، 
هاي مذکور است تک سطحی حاصل بعد از اعمال روش مسئلهسادگی  شده ارائهروش 

شود، خطی میغیر کاملاًتک سطحی حاصل  مسئلهها که برخلاف دیگر روش که يطور به
-تک سطحی حاصل خطی و در روش دوم تنها یک محدودیت غیر مسئلهدر روش اول 

ریزي خطی دوسطحی برنامه مسئلهدر ادامه ابتدا در بخش دوم تعریف . خطی وجود دارد
. شوددر بخش سوم روش پیشنهادي اول و قضایاي مربوطه توضیح داده می. گرددارائه می

در بخش چهارم چند قضیه مربوط به مسائل اولیه و دوگان بیان خواهد شد و سپس روش 
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هاي استاندارد با در بخش پنجم مثال. الگوریتم خواهد آمد و مراحل اجراي شده ارائهدوم 
شود و نیز گردند  و نتایج محاسباتی ارائه میهاي پیشنهادي حل میاستفاده از روش

درنهایت در بخش . گیردهاي دیگر صورت میاي بین نتایج حاصله با نتایج روشمقایسه
 .اهد شدخو ارائههاي آینده گیريو جهت ها يریگ جهینتششم 

 دوسطحی خطی مسئلهتعریف  -2
 :زیر است صورت بهریزي خطی دوسطحی برنامه مسئلهفرم کلی 

)1(                                            

min

. min

. ,
, .

T T

x
T T

y

a x b y

s t c x d y

s t Ax By r
x y .

 

n n m n m n n nma,  c R . b,d R ,  A R . B R ,  r R ,  x R ,  y R1 2 1 2 1 2  
 :شود یمزیر تعریف  صورت بهها مجموعه محدودیت : 1تعریف 

)2(                               {( , ) | , , }S x y Ax By r x y } 
 :بر فضاي سطح اول عبارت است از Sتصویر  :2تعریف 

)3(                                       ( ) { | , , }S x y By r Ax x y } 
 :عبارت است از  مسئلهمجموعه شدنی  : 3تعریف 

)4(                                             IR x, y S,  y y x 

 .است xسطح دوم به ازاي مقدار ثابت  مسئلهجواب بهینه  y(x)که در آن 
,x : 4تعریف  y  را یک نقطه شدنی گوییم هرگاهx, y IR .   

*:  5تعریف  *x , y  است هرگاه داشته باشیم مسئلهجواب بهینه: 

)5(                                       * *f x .y f x, y x, y IR 
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 روش شمارش ضمنی -3
ریزي ریاضی را برنامه مسئلههاي یک هرگاه یک یا چند محدودیت از محدودیت :٦تعریف 

 .آیدبه دست می مسئلهحذف کنیم یک فرم آزادشده از آن 
را  Xکران بالاي  نیتر کوچکدار باشد آنگاه یک مجموعه از بالا کران Xاگر : ٧تعریف 
)با نماد  )Sup X  سوپرمم مجموعه  آن رانمایش داده وX گوییم و داریم: 

)6(                                                           ( )x X Sup X x 

را  Xکران پایین  ترین بزرگدار باشد آنگاه یک مجموعه از پایین کران Xاگر  :٨تعریف 
) با نماد )Inf X  مجموعه  ممینفیا آن رانمایش داده وX گوییم و داریم : 

)7(                                                           ( )x X Inf X x 

شامل  p است هرگاه هر همسایگی Xیک نقطه حدي مجموعه  pنقطه  :٩تعریف 
qاي چوننقطه X  .باشد pغیر از   

 . باشد Xیک نقطه از  Xاي بسته است هرگاه هر نقطه حديمجموعه X :10تعریف 
)supدار باشد و و از بالا کرانناتهی  ايمجموعه Xاگر :1قضیه )a X  در این صورت

a                     :داریم εبراي هر عدد مثبت کوچک دلخواه مانند  X  
)inf دار باشد واي ناتهی و از پایین کرانمجموعه Xاگر  :2قضیه  )a X  در این

a            :داریم εصورت براي هر عدد مثبت کوچک دلخواه مانند  X 
دهیمقرار می. دار استاي ناتهی، بسته و کرانمجموعه Xفرض کنید که  : 3قضیه 

sup( )a X،inf( )b X آنگاه 
a )الف X             ب( b X. 

aبه برهان خلف فرض کنیم که  )الف :اثبات X . در این صورت، با توجه به خاصیت
xاي مانند نقطه h، به ازاي هرaسوپرمم بودن  X  هست کهa h x a 

aزیرا در غیر این صورت  h  یک کران بالايX  خواهد بود و این با خاصیت سوپرمم
بسته است،  Xباشد و چون می Xیک نقطه حدي  aلذا . در تناقض است aبودن 

aبنابراین . شامل هر نقطه حدي خود است X. 
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bبه برهان خلف فرض کنیم که  )ب X . در این صورت، با توجه به خاصیت اینفیمم
xاي مانند نقطهk، به ازاي هرbبودن  X  هست کهb x b k  زیرا در

bغیر این صورت  k  یک کران پایینX  خواهد بود و این با خاصیت اینفیمم بودنb 
بسته است، شامل هر  Xباشد و چون می Xیک نقطه حدي  bلذا . در تناقض است

bبنابراین . نقطه حدي خود است X  . 
 :دار باشد آنگاهاي ناتهی، بسته و کرانمجموعه Xاگر  :1نتیجه 

min( ) inf( ),  max( ) sup( )X X X X  
فرض کنید که  مجموعه  را در نظر بگیرید،) 1(ریزي خطی دوسطحی برنامه مسئله

دهیمقرار می. بسته است X، مسئلهبا توجه به فرم . دار باشد، کرانX، هامحدودیت
z cx dy -ثابت بوده و توسط سطح اول تعیین می xسطح دوم  مسئلهچون در .  

 :در این صورت داریم. است yگردد بنابراین تنها متغیر سطح دوم 

( )y z cx
d
1  

زیر تک  صورت بهریزي دوسطحی برنامه مسئله، )1( مسئلهبا جایگذاري رابطه اخیر در 
 .گرددسطحی می

)8(                                     

min ( )

. ( ) ,

bax z cx
d

Bs t Ax z cx b
d

x

 

ریزي تک سطحی خطی است و با توجه به اینکه نقطه بهینه برنامه مسئلهفوق یک  مسئله
کافی است که  مسئلهریزي خطی یکی از نقاط راسی است، بنابراین براي حل برنامه مسئله

همان تابع هدف  zاما چون . رده شوندنقاط راسی با روش شمارش ضمنی به دست آو
 مسئلهمحدودیتی جدید به  بیترت نیا بهباید مینیمم گردد و  نیبنابراسطح دوم است، 

باعث حذف برخی از نقاط راسی ) zمینیمم شدن (این محدودیت جدید . شوداضافه می
کنند در مجموعه را ارضا می zتنها نقاط راسی که مینیمم بودن  گرید یعبارت به. گرددمی

در این شدهارائهتشخیص این نقاط به کمک قضایاي . گیرندنقاط راسی شدنی قرار می
با به دست آوردن نقاط راسی شدنی و یافتن مقدار تابع  تیدرنها. پذیر استبخش امکان
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در ادامه جزئیات . گرددمشخص می مسئلهنقطه بهینه  ها آنهدف سطح اول متناظر 
 .  شودالگوریتم ارائه می

 مراحل اجراي الگوریتم -3-1
یک متغیر جدید در نظر گرفته  عنوان بهدر این مرحله ابتدا تابع هدف سطح دوم را : 1گام 

. کنیممی یگذاريجاهاي دیگر سطح اول و محدودیت مسئلهو سپس در تابع هدف 
فضاي . شودتک سطحی تبدیل می مسئلهریزي دوسطحی به یک برنامه مسئله یجهدرنت

 z ،Sو با اعمال مینیمم بودن  z ،Xبدون اعمال مینیمم بودن   را )8( مسئلهشدنی 
 .گیریمدر نظر می

گردد تا یک در مرحله اول حذف می شده یفتعرمحدودیت مربوط به متغیر جدید : 2گام 
 .به دست آید موردنظر مسئلهاز  فرم آزادشده

-حاصل از مرحله دوم را پیدا می مسئله) نقاط شدنی پایه(قاط راسی شدنی تمام ن: 3گام 
است،  موردنظر سئلهم فرم آزادشدهحاصل از مرحله دوم  مسئلهبا توجه به اینکه . کنیم

  .نشدنی باشند مسئلهواضح است که برخی از نقاط مفروض ممکن است براي 
)در این بخش، هر نقطه راسی  شده ارائهبنابر قضایاي : 4گام  , )x z X  یک نقطه راسی

S  اگر براي هر عدد دلخواه کوچک و مثبت  و تنهااست اگرε  داشته باشیم
( , )x z X  سطح دوم مینیمم سازي و مسئلههرگاه( , )x z X  مسئلههرگاه   

 .سطح دوم ماکزیمم سازي باشد
آید و با مقایسه مقدار تابع به دست می موردنظر مسئلهتمام نقاط راسی شدنی  ترتیب ینا به

  .شودهدف در این نقاط  جواب بهینه حاصل می
ریزي برنامه مسئلهترین چالش سطح دوم که اصلی مسئلهدر این روش تابع هدف 

ترین مهم. گرددسطح اول اضافه می مسئلهدوسطحی است در قالب یک متغیر جدید به 
-می جهیدرنتماند و سطحی حاصل خطی می –تک  مسئلهمزیت این روش آن است که 

هاي خطی البته الگوریتم. ود حل کردهاي خطی موجاستفاده از الگوریتم را با مسئلهتوان 
سطحی حاصل شامل یک  –تک  مسئلهدهند زیرا را ارائه می مسئلهتنها تقریبی از جواب 

ت و براي اینکه بتوان از اس) مینیمم یا ماکزیمم بودن متغیر جدید(محدودیت جدید 
به از حذف محدودیت مذکور  که آن آزادشدههاي خطی استفاده نمود باید فرم الگوریتم
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به همین دلیل براي رفع این مشکل از قضایاي موجود در آنالیز . آید را حل کردمی دست
اي هکه با استفاده از قضایاي مربوط به مجموعه بیترت نیا بهاست  شده استفادهریاضی 
به حاصل را  یتک سطح مسئلهتوان نقاط راسی شدنی می اینفیمم، سوپریمم و دار کران
. جواب بهینه را مشخص نمود دقیقاًآورده و با استفاده از روش شمارش ضمنی  دست

هاي حل مسائل دوسطحی، روش نهیزم در شده انجام ادبیات کاوش به توجه همچنین با
هاي دیگر در این تمام روش برخلاف ضمناً. است شده ارائههاي کلاسیک بسیار کمی روش

رسد که است و به نظر می نشده  استفادهتاکر  –کاهن  –روش از شرایط بهینگی کاروش 
 .است فرد منحصربه و بدیعیک روش ضمن دقیق بودن  شده ارائهروش 

 روش دوگان -4
 :زیر نوشت صورت به توان یمرا ) 1( مسئلهسطح دوم 

)9(                                                 
min

. ,
.

T

y
d y

s t By r Ax
y .

 

-توسط سطح اول تعیین می xاست و  yبا توجه به اینکه تنها متغیر موجود در سطح دوم 
دوگان،  مسئلهحال بنا به تعریف . را به فرم بالا نوشت مسئلهتوان سطح دوم گردد، می

 :میکن یمزیر محاسبه  صورت بهرا ) ٩( مسئلهدوگان 

)10(                                                 

max ( )

. ,
.

T

y

T

r Ax u

s t B u d
u .

 

با مسئله ) 10(و ) 9(دهد ترکیب دو مسئله گردد که نشان میدر ادامه قضایایی ارائه می
 . معادل خواهد بود) 1(

 يها حالتیکی از  دقیقاًبراي مسائل اولیه و دوگان  :]17[ )قضیه اساسی دوگان( 4قضیه 
 :زیر صحیح است

*بهینه يها جوابداراي  مسئلهدو . 1 *,w x هاي یکسان با تابع هدف* *bw cx 
 .هستند
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 .دیگري نشدنی است که یدرحالمقدار تابع هدف نامتناهی دارد  مسئلهیک  .2

 .نشدنی هستند مسئلههر دو . 3

 .است شده ارائه] 17[ بیان و اثبات این قضیه در :اثبات

* :5قضیه  *( , )x y  و  )1( مسئلهجواب بهینه*u  دوگان سطح دوم مسئلهجواب بهینه 
*اگر و تنها اگر  است * *( , , )x y u  زیر باشد مسئلهجواب: 

)11                                               (

min

. ,

,

( )
, .

T T

x

T

T T

a x b y

s t Ax By r

B u d

d y r Ax u
x y .

 

* بیبه ترت) 10(و ) 1(اگر جواب بهینه مسائل  :طرف اول :اثبات * *,( , )u x y  باشند آنگاه
 : داریم

* * * *

*T

By r Ax Ax By r

B u d
 

 :و بنا به قضیه اساسی دوگان براي مسائل اولیه و دوگان داریم
* * * * *( ) ( )T T T Td y r Ax u d y r Ax u گرید  یعبارت به * * *( , , )x y u 

 مسئله هر دوارضا شده و ) 11( مسئله يها تیمحدوداست زیرا تمام ) 11(جواب بهینه 
 .مینیمم سازي هستند) 11(و ) 1(

*) 11( مسئلهاگر جواب بهینه  :طرف دوم * *( , , )x y u باشد آنگاه داریم  : 
* *

*

* *

,

( )

T

T T

Ax By r

B u d

d y r Ax u

 

*و ) 10( مسئلهجواب بهینه  u* گرید یعبارت به *( , )x y  بوده و ) 9( مسئلهجواب بهینه
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*، )1( مسئلهبنابراین مینیمم مقدار تابع هدف سطح دوم  *( , )x y و چون مینیمم  باشد یم
است و باید ارضا گردد ) 1( مسئله هاي محدودیتجزو  مسئلهشدن تابع هدف سطح دوم 

*بنابراین  *( , )x y  نیز هست) 1( مسئلهیک جواب بهینه . 

 مسئلهدو  که يطور بهگردد به تک سطحی فوق تبدیل می) 1(دوسطحی  مسئلهپس 
را ) 11( مسئله) 1(دوسطحی  مسئلهتوان بجاي یعنی می. هاي بهینه یکسان دارندجواب

حل کرد که آخرین محدودیت آن هنوز غیرخطی است و به همین دلیل براي حل آن باید 
حاصل توسط روش  مسئلهادامه براي حل در . استفاده شود يفرا ابتکارهاي از الگوریتم

گردد و تمامی محاسبات ، از الگوریتم ژنتیک ساده با تغییرات جزئی استفاده میشده ارائه
 .صورت گرفته است 1.7مطلب  افزار نرمنیز توسط 

 مراحل اجراي الگوریتم -4-1
 مسئله، به فرم xرا با توجه به ثابت بودن متغیر  )1( مسئلهدر این مرحله سطح دوم : 1گام 

 )1٠(به فرم  يا مسئلهآوریم تا حاصل را به دست می مسئلهسپس دوگان  .نویسیممی) ٩(
 .به دست آید

 مسئلهرا به فرم ) 1( مسئلهو مسائل حاصل در گام قبلی،  5 و 4به کمک قضایاي  :2گام 
به کمک ) 11( مسئلهدر ادامه ) 11(و ) 1(با توجه به معادل بودن مسائل . نویسیممی) 11(

 .الگوریتم ژنتیک ساده حل خواهد شد
 )9( مسئلهبا حل  مسئلههاي شدنی جمعیت اولیه الگوریتم ژنتیک شامل جواب :3گام

 )شود یمجواب در نظر گرفته  20. (شودساخته می
و این روند تا پایان الگوریتم  شده ذخیره ارائهها در هر تکرار در یک بهترین کرومزوم :4گام 

 .یابدادامه می
-ترکیب می باهمها بر طبق قاعده زیر تشکیل جمعیت جدید کرومزوم منظور به :5گام 
 :شوند

1=0+1 1=1+0 0=0+0 0=1+1 

یابد و بهترین خاتمه می شده نییتعالگوریتم بعد از رسیدن به تعداد تکرارها از قبل  :6گام 
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 .شودمعرفی می) 1( مسئلهجواب بهینه  عنوان بهگام پنجم  ارائهدر  شده ذخیرهکرومزوم 
از شرایط  مستقیماًریزي دوسطحی برنامه مسئلهبراي  شده ارائههاي حل بیشتر روش

کنند لذا استفاده می مسئلهسطحی نمودن -تک منظور بهتاکر  –کاهن  –بهینگی کاروش 
تاکر  –کاهن  –ي  شرایط بهینگی کاروش ارائه یک روش که بتواند جایگزین مناسبی برا

 مسئلهدر این بخش سعی شد با استفاده از دوگان . باشد از اهمیت خاصی برخوردار است
ریزي برنامه مسئلهاین روش براي . سطحی شود-تک مسئلهسطح دوم و قضایاي دوالیتی، 

ی دانیم که در مسائل خطاست و می شده واقع مورداستفادهخطی  –دوسطحی خطی 
 .گردددوالیتی گپ صفر است و این یک مزیت روش مذکور محسوب می

 نتایج محاسباتی -5
از ترافیک تهران، با  سازي شبیهنمونه،  مسئلهدر این بخش چهار مثال استاندارد و یک 

-در مراجع مقایسه می آمده دست بهگردد و نتیجه با نتایج حل می شده ارائههاي الگوریتم
 .شود
ریزي خطی دوسطحی زیر را در نظر برنامه مسئله): روش شمارش ضمنی( :]13[ 1 مثال
 .بگیرید

min

. min

. ,
,
,
,

, .

x

y

x y

s t y

s t x y
x y
x y
x y
x y

4

3
2
2 12
3 2 4

,

.

 

یک  عنوان بهسطح دوم  مسئلهدر بخش سوم، تابع هدف  شده ارائهبا توجه به توضیحات 
 .زیر تبدیل خواهد شد صورت بهفوق  مسئلهآنگاه . شودمتغیر جدید در نظر می



 40...      ریزي دوسطحی خطی بر اساس روش امههاي حل مسئله برنتوسعه روش

 

min
. ,

,
,
,

x z
s t x z

x z
x z
x z

x

4
3

2
2 12
3 2 4

,  

 :از اند عبارتدر بخش سوم  3گام  بنا براخیر  مسئلهتمام نقاط شدنی راسی 
, ( , ) ( , )
, ( , ) ( , )

, ( , ) ( , )
, ( , ) ( , )

x z x z x z
x z x z x z

x z x z x z
x z x z x z

3 2 1 2
3 3 2 4 2 1

2 12 2 3 6
3 2 4 2 12 4 4

( , )( , )( , )( ,

( , )( )( , )( , )( ,
 

بخش سوم ممکن است حذف   4در گام  شده ارائهبرخی از نقاط راسی فوق بر طبق قاعده 
 .شوند

( , ) ( , )
( , ) ( , )

X X
X X

2 1 1 2
4 4 3 6  

 ها در مراجعتوسط روش شمارش ضمنی با دیگر روش 1بهینه مثال  مقایسه جواب :)1( جدول

 جواب بهینه توسط روش
]13[شده در مرجع  شبکه عصبی ارائه  تحلیلی شمارش ضمنی  

*z  * *( , )x y  *z  * *( , )x y  *z  * *( , )x y  
- 1/12  ( 9/3 ,4) -12 (4,4) -12 (4,4) 

بنابراین مسئله تنها داراي نقاط شدنی . نشدنی است) 6،3(، نقطه 3با استفاده از قضیه 
 :   راسی زیر است

)4،4(،) 1،2(،) 2،1( 

-نقطه بهینه تعیین می ها آنو مقایسه  آمده دست بهبا محاسبه تابع هدف در نقاط شدنی 
  .است شده خلاصه )1(شود که نتایج حاصله در جدول 
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ریزي خطی دوسطحی زیر را در نظر برنامه مسئله): روش شمارش ضمنی( :]13[ 2 مثال
 .بگیرید

max

. max

. ,

,

,

,
,

x

y

x y y

s t x y

s t x y y

x y

y y

z x
x y

1 2

1

1 2

1

1 2

2

4
3

25
9

2
8
9

 

zفرض کنید که  x y13 شودزیر تبدیل می صورت بهفوق  مسئله، در این صورت: 

 :از اند عبارتاخیر  مسئلهاي شدنی برخی از نقاط پایه

( , , ), ( , , ), ( , , ),

( , , ), ( , , ), ( , , )

8 25 2 29 9
7 17 21 20 17 82 29 9 27 9 9 9

, , ), ( , , ), ( , , ),8 25) ( , ,, ,9 9
)

 

 که در آن

, , X, , , X,  

, , X,  , , X,  ,  , X,

, , X,  , , X

8
9

25 72 2 2 29 9
17 21 20 17 8
9 27 9 9 9

, , X, , , XX, , ,X, , ,X, ,,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,

, , X XX XX XX XX,X,X, , X,  , , X,  , , , ,, , , ,, , , ,, , , ,X,X XX XX XX XX XXX, , X,, X, , ,, ,, , X,  , ,

X

 

 نقاطی مانند، 3قضیه  بنا بر



 42...      ریزي دوسطحی خطی بر اساس روش امههاي حل مسئله برنتوسعه روش

 

, , ,  , ,25 17 21 20
9 9 27 9, , ,,, , ,  ,,,,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,   

در نقاط شدنی  مسئلهبا محاسبه تابع هدف . شونداز مجموعه نقاط شدنی راسی حذف می

, نقطه بهینه ،ها آنو مقایسه  ,17 8
9 نتایج محاسباتی این مثال در . آیدبه دست می 9

 .آمده است )2(جدول 

 ها در مراجعتوسط روش شمارش ضمنی با دیگر روش 2بهینه مثال  مقایسه جواب :1 جدول

 جواب بهینه توسط روش
]13[شده در مرجع  شبکه عصبی ارائه  تحلیلی شمارش ضمنی 

*z  * * *( , , )x y y1 2  *z  * * *( , , )x y y1 2  *z  * * *( , , )x y y1 2  

38/8  ( 88/1 , 89/0 , 004/0 ) 44/8  , ,17 8
9 9

 44/8  
, ,17 8

9 9
 

 شده دادهنمایش ) 1(رفتار متغیرهاي مثال در حین حل با روش شمارش ضمنی در شکل 
 .است

 
 هزار تکرار 17با روش شمارش ضمنی در ) 2(رفتار متغیرهاي مثال : 1 شکل

-سطح دوم را میمسئله.را در نظر بگیرید1مثال مسئله): روش دوگان(]:١٣[٣مثال
 :صورت زیر نوشتتوان به
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min
. ,

,
,

,
.

y
s t y x

y x
y x

y x
y

3
2

12 2
2 4 3

.

 

صورت زیر سطح دوم فوق به مسئلهحال دوگان . سطح دوم ثابت است مسئلهبراي  xزیرا 
 .خواهد بود

max  x  x  x x
s.t
       ,
       , , , .

u u u u

u u u u
u u u u

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 12 2 4 3

2 1
.

 

 :زیر است مسئلهفوق معادل  مسئله شده ارائهبنا به الگوریتم دوگان 

min x y
 s.t
       x y ,
  x y ,

 x y ,
   x y ,
    x  x

 x x ,
,

 x, y ,  , , , .

y u u

u u
u u u u

u u u u

1 2

3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4

3
2
2 12
3 2 4

3 2
12 2 4 3

2 1

,

,

, .,  , ,, , ,, , ,1 2 3 4, , ,, , ,, , ,, ,, ,, , ,, ,, ,

 

و  شده اعمال 1.7افزار مطلب اخیر، الگوریتم ژنتیک ساده توسط نرم مسئلهحل  منظور به
 . گرددحاصل می) 3(نتایج جدول 
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 ها در مراجعشده با دیگر روش توسط روش دوگان ارائه 3بهینه مثال  مقایسه جواب :3 جدول

 جواب بهینه توسط روش
 تحلیلی دوگان  ]13[شده در مرجع  ارائهشبکه عصبی 

*z * *( , )x y *z * *( , )x y *z * *( , )x y 
- 6/12  (4, 9/3 ) 53/12-  ( 03/4 , 1/4 ) -12 (4,4) 

 .آمده است) 2(متغیرهاي مثال در تکرارهاي مختلف توسط روش دوگان در شکل عملکرد 

 
 هزار تکرار 11با روش دوگان در ) 3(رفتار متغیرهاي مثال  :2 شکل

 .ریزي خطی دوسطحی زیر را در نظر بگیریدبرنامه مسئله): روش دوگان( :]18[ 4 مثال

max

. max

. ,
,

,
,
,

,
, .

x

y

x y

s t x y

s t x y
x y
x y

x y
x y
x y

x y

2 11
3

2 4
2 24
3 4 96

7 126
4 5 65

4 8
.

 

 :زیر است مسئلهفوق معادل  مسئله شده ارائهبنا به الگوریتم 
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max x y
   s.t
  x y ,
  x y ,
  x y ,
  x y ,

x y ,
 x y ,
  x  x

x x x x ,
,

x, y,  , , , , , .

x y u u

u u u u
u u u u u u

u u u u u u

1 2

3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 11

2 4
2 24
3 4 96

7 126
4 5 65

4 8
3 4 24 2

96 3 126 65 4 8
2 4 7 5 4 3

0

,

 

رفتار متغیرهاي مثال در حین حل . گرددحاصل می) 4(اخیر نتایج جدول  مسئلهبا حل 
 . شده است نشان داده) 3(مسئله با روش دوگان در شکل 

 ها در مراجعشده با دیگر روش توسط روش دوگان ارائه 4بهینه مثال  مقایسه جواب :4 جدول

 جواب بهینه توسط روش
 تحلیلی دوگان ]18[شده در مرجع  ارائه

*z * *( , )x y *z * *( , )x y *z * *( , )x y 
  08/85  ( 4/17 , 9/10 ) 8/86  ( 1/17 ,11) 8/86  ( 11/17 ,11)  

 
 هزار تکرار 17با روش دوگان در ) 4(رفتار متغیرهاي مثال  :3 شکل
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که داراي  مسئلهبا یک  جادشدهیادر این مثال مدل ): حل با روش دوگان( ]:19[ 5 مثال
  .بررسی خواهد شد )4شکل (باشد چهار گره و هفت کمان می

 
 سازي بخشی از ترافیک تهران گراف مسئله نمونه شبیه :4 شکل

T

T

(
.
N x x x

N

/ / / /
/ /

x x x ,
x x x x ,
x

)

x x ,
,

x

/

x

Max x x x x x x x
s t

x x x
Max x x x x

x x x

x x x

14 24 13 34 23 23

14 12 13

14 24 34

14 24

34 23 23

14 12 13

32 12 24 23

13 23 34 32

14 24 34

12

12 12

0

50

20
1

250 0 18 0 34 0 08 0 2
0 75 0 0

1

18
1

,

TNTN

,

,, x , x , x x ,x x, .14 12 24 13 34 23 32 .

 

معادل  شده دادهدوسطحی  مسئلهترکیبی زیر با  مسئله، شده ارائهبنا به الگوریتم دوگان 
 . است
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T

T

(
. .
N x x x

N

)

/ ( ) u ( ) u ,
/

/ / / /
/ /

.

Max x x x x x x x
s t

x x x x
x x x x x

u
x

u
x

14 24 13 34 23 23

14 12 13

14 24

34 23 14 13

12

12 12

32 24 231 2

2 1

50

20
250 0 18 0 34 0 08 0 2

0 75 0 08 0 1 1
0 34

TNTN 2

,

 . گرددحاصل می) 5(اخیر نتایج جدول  مسئلهبا حل 

 ها در مراجعشده با دیگر روش توسط روش دوگان ارائه 5بهینه مثال  مقایسه جواب :5 جدول
 روش جواب بهینه توسط

]20[شده در مرجع  ارائه  دوگان 
*z   * * * * * * *, , , , , ,x x x x x x x12 13 14 23 24 32 34   *z  * * * * * * *, , , , , ,x x x x x x x12 13 14 23 24 32 34   

210 ( 99/0 , 72/0 ,0,0,1, 72/0 ,0) 225 ( 59/0 , 34/0 , 07/0 ,0,1, 4/0 ,0) 

 .است شده دادهنمایش ) 5(با روش دوگان در شکل  مسئلهرفتار متغیرهاي  ضمناً

 
 هزار تکرار 11با روش دوگان در ) 5(رفتار متغیرهاي مثال  :5 شکل

این مثال مدلی از ترافیک تهران بوده و تمامی فاکتورها مانند ظرفیت هر کمان، طول 
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 تیدرنها. آمده است ]19[ها، فاصله و زمان بین دو گره و جزئیات کامل آن در مرجع کمان
و نتیجه  شده حلهاي بیشتري ، مثالشده ارائههاي روش ییکارانشان دادن  منظور به

 طور همان. آمده است) 7(و ) 6(ها در جداول و نیز مقایسه با دیگر روش ها آنمحاسباتی 
بهتر  شده ارائههاي ها نتایج حاصله از روشگردد، در تمامی مثالها ملاحظه میکه از جدول

 . از نتایج در مراجع است

ها روششده با دیگر  هاي مختلف توسط روش دوگان ارائههاي بهینه مثالمقایسه جواب :6 جدول 
 در مراجع
-جواب بهینه توسط دیگر روش هامثال

  ها در مراجع
جواب بهینه توسط روش 

 شده ارائه
 جواب بهینه 

 * *( , )x y * *( , )x y * *( , )x y   

]21[ 5مثال   ( ٨٨/١ , ٨٩/٠ , ٠٠۴/٠ ) ( ٨٨٩/١ , ٨٨٨/٠ ,٠) , ,17 8
9 9

 

]10[ 6مثال   (٠,٠) (٠,٠) (٠,٠) 

]5[ 7مثال   (١,٠) (١,٠) (١,٠) 

]22[ 8مثال     (٠, ٧۵/٠ ,٠, ۵/٠ ,٠٠٠١) (٠, ٧٣/٠ ,٠, ۵۴/٠ ,٠) (٠, ٧۵/٠ ,٠, ۵/٠ ,٠) 

ها هاي مختلف توسط روش شمارش ضمنی با دیگر روشهاي بهینه مثالمقایسه جواب :7 جدول
 در مراجع
شده جواب بهینه توسط روش ارائه ها در مراجعروشجواب بهینه توسط دیگر  هامثال
 *z   * *( , )x y  *z  * *( , )x y  

-]23[سازي مینیمم 9مثال  31/51  ( 32/1 , 28/1 ,0, 33/0 , 25/1 , 92/0 ) - 73/52  ( 44/1 , 33/1 ,0, 24/0 , 4/1 , 88/0 ) 

 (2,0,0,0) 10 (2,0,0,0) 10]7[سازي ماکزیمم 10مثال 
2/29]24[سازي ماکزیمم 11مثال   (0, 9/0 ,0, 6/0 , 4/0 ) 8/29  )4/0 , 6/0 ,0, 95/0 , 05/0(  

08/85 ]6[سازي ماکزیمم 1مثال   ( 45/17 , 90/10 ) 06/86  ( 1/17 ,11) 

بین جواب بهینه حاصل و تعداد تکرارهاي لازم براي رسیدن به  يا سهیمقا) 8(در جدول 
صورت گرفته است که برتري نسبی روش شمارش ضمنی  شده ارائهجواب توسط دو روش 

رسد اما براي حل روش شمارش ضمنی بهتر به نظر می اگرچه درمجموع. دهد  یمرا نشان 
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با ابعاد بزرگ نیز  مسئلهحل مسائل با ابعاد بزرگ مناسب نیست ولی روش دوگان براي 
 .  دهدبه دست می قبول قابلجواب 

توسط روش ) برحسب ثانیه( 3ي مثالبهینه مقایسه زمان رسیدن به جواب :8 جدول
  ]10[ عصبی در مرجع روش شبکهدوگان و 

 در زمان لازم بر ثانیه
0/با  ]10[مرجع  مثال 0/با  ]10[ مرجع 001  شده  روش دوگان ارائه 0001

 26/0 21/2 15/1]13[ 3مثال 

 يریگ جهینت -6

ریزي خطی دوسطحی ارائه شد که در برنامه مسئلهدر این مقاله دو الگوریتم براي حل 
سطح دوم و نیز دوگان آن تابع هدف سطح دوم  مسئلههاي الگوریتم اول توسط محدودیت

. گرددتک سطحی می مسئله جهیدرنتو  شده لیتبدبه محدودیتی براي سطح اول  مسئله
اضافه  مسئلهسطح دوم در قالب یک متغیر جدید به  مسئلهدر الگوریتم دوم تابع هدف 

از مزایاي این روش خطی ماندن . شودتک سطحی می مسئله بیترت نیا بهگردد و می
پیشنهاد در کارهاي آینده با توجه به اینکه  عنوان به. تک سطحی حاصل است مسئله

تک سطحی  مسئلهریزي خطی دوسطحی را به یک برنامه مسئله، شده ارائههاي الگوریتم
کنند، براي حل که تنها یک محدودیت غیرخطی دارد تبدیل می يا مسئلهخطی و یا 

 بیترت نیا بهو خطی نموده  کاملاًرا  مسئلهتوان با حذف این محدودیت، حاصله می مسئله
 مثلاًخطی  يها تمیالگورایجاد کرد و با حل آن توسط  مسئلهخطی براي  آزادشدهیک فرم 

آورده که یک جواب  به دستمذکور را  آزادشدهالگوریتم سیمپلکس جواب بهینه فرم 
را  شده ارائههاي توان الگوریتمهمچنین می. دوسطحی است مسئلهنزدیک به جواب بهینه 

هاي زیرا استفاده از روش. ریزي غیرخطی دوسطحی محدب بکار بردبرنامه مسئلهبراي 
 محدب ریغرا  مسئلهغیرخطی دوسطحی محدب به تک سطحی،  مسئلهدیگر براي تبدیل 

ها ممکن است محدب بودن را حفظ کند و امکان اما استفاده از این الگوریتم. کندمی
 .دب را فراهم آوردهاي حل مسائل غیرخطی محاستفاده از الگوریتم
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Abstract 

The bi-level programming problem (BLPP), have received much interest 
from researchers because of their application in several areas such as 
economic, traffic, transportation and so on. There are several known 
algorithms to solve BLPP as an NP-hard problem. Almost all proposed 
algorithms in references have been used the Karush-Kuhn–Tucker to 
convert the BLPP into the single level problem which the obtained 
problem is complicated. In this paper, we attempt to develop two 
effective approaches, one based on enumeration method and the other 
based on duality characteristic for solving the linear BLPP. In these 
approaches, the BLPP is solved without using the Karush-Kuhn–Tucker 
conditions. The presented approaches achieve an efficient and feasible 
solution in an appropriate time, which has been evaluated by comparing 
to references and test problems. 

Keywords: Bi-level programming problem, KKT conditions, 
Enumeration method, Dual problem. 
Mathematics Subject Classification (2010): 90B08, 90C04. 



 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 
 




