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)ساكل موضعي  )C X 

 مهرداد نامداري و 1سميه سلطانپور
 دانشگاه شهيد چمران اهواز ،گروه رياضي

 6/2/1394: تاريخ پذيرش   12/6/1393 :تاريخ دريافت
) ي در اين مقاله به معرفي و مطالعه: چكيده )FLC X،  ساكل موضعي( )C X، پردازيم، كه عبارت  مي
�است از  �( ) ( ) :F fLC X f C X S X� � Uهاي باز  برابر با اجتماع مجموعه fSكه در آن  � X� 

\به طوري كه  ( )U Z f )گيريم  .�� )FC X  نمايش ساكل( )C X  ،دهيم كه  نشان مياست
( )FLC X  يكz	 ايدآل( )C X شامل( )FC X ي  شرايط برقراري تساوي در رابطه .ستا

( ) ( ) ( )F FC X LC X C X�  يك فضاي تقريباً Xدهيم كه  كنيم و در واقع نشان مي را بررسي مي �
)گسسته است اگر و تنها اگر  ) ( )FC X LC X� .كنيم كه هرگاه  توجه ميX  يك فضاي نامتناهي

)باشد،  )C X  هرگز بر( )FC X كنيم كه  همچنين ثابت مي. منطبق نيست( )I X اگر و تنها اگر  ��
( ) ( )F FC X LC X� . به علاوه هرگاه( )I X )گاه  باشد، آن �� )FL C X هاي  يك از زيرحلقه در هيچ

( )C X بينيم  در حالي كه مي. باشد شامل آن اساسي نمي( )FLC X هاي اساسي  اشتراكي از ايدال
)كنيم كه  بيان ميشرايطي را. است )FLC X ي  در هيچ زيرحلقه( )C X هاي  كه شامل خودتوان
( )C X همچنين اول بودن . باشد است يك ايدال اول نمي( )FLC X هاي  را در برخي از زيرحلقه
( )C X كنيم مشخص مي.

 .ايدآل، فضاي تقريباً گسسته، ساكل موضعي، ايدآل اساسي	zساكل،  :هاي كليدي واژه

 .30C54، 40C54: بندي رياضي رده

 مقدمه -1
)فرض كنيد  )C X مقدار روي فضاي تيخونف -ي حقيقي ي توابع پيوسته حلقهX در . باشد

)ي  مطالعه )C X  به لحاظ برقراري پيوندهاي بين جبر و توپولوژي، امكان برخورد با مفاهيم
ي توپولوژيكي نخست  شده  بسياري از فضاهاي شناخته. ي جبري يا توپولوژيكي وجود دارد تازه

)ي  هاي جبري حلقه با كمك ويژگي )C X  به دست آمدند و بسياري از مفاهيم جبري، ابتدا با
) هاي توپولوژيكي از كمك ويژگي )C X تر نيز  هاي كلي اند و سپس به حلقه سرچشمه گرفته
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)ي تحقيقات در زمينه. اندنفوذ يافته )C Xفعال بوده و ) اهواز(هاي گذشته در ايران در سال
تري  هاي جبري عميق ها، به جنبه كه در آناهميتي در اين زمينه انجام گرفته است،  كارهاي با

)از  )C Xهاي اساسي، مينيمال و پرداخته شده است، و مفاهيمي از قبيل ساكل، ايدآل

يكنواخت،  هاي خارج قسمتي  هاي حلقه ايدآل-zها، بعد گلدي، و  حلقه-ueانژكتيويتي، - 

( )C X  هاي  پيشرفت"همچنين در نوشتار . را ببينيد ]4، 3، 2، 1[مطالعه شده است، مقالات
 7[در  .به اين مطلب اشاره شده است 1توسط ملوين هنريكسن) ]6[مرجع ( "اخير در توپولوژي

)زيرجبر -  ،]8و  )cC X، مقدار با برد شمارا شناسايي و -ي حقيقي متشكل از توابع پيوسته
هاي  مطالعه شده است، نكته حائز اهميت اين است كه اين زيرجبر بر خلاف ديگر زيرحلقه

( )C X اند، لزوماً با  كه تاكنون بررسي شده(Y)C  براي هيچ فضاي توپولوژيY  يكريخت
           ،]9[خيراً به مفاهيم موضعي اين نتايج نيز پرداخته شده است، به ويژه در ا. باشد نمي
)زيرجبرهاي - )cL X ،( )FL X و( )L X1  از( )C X در . معرفي و بررسي شده است

)ساكل . شود ناپذير، مفهوم ساكل مطرح مي هاي تعويض ي بعد گلدي حلقه مطالعه )C X كه ،
)آن را با  )FC X هاي مينيمال  دهيم، برابر با مجموع مستقيمي از ايدآل نمايش مي( )C X 

)هاي مينيمال  ، ايدآل]5[در . است )C X اند  و ساكل آن به ترتيب به صورت زير شناسايي شده
. و نشان داده شده است كه موجوداتي توپولوژيكي هستند

� �� �

� �

( ) : \ ( )

( ) ( ) : \ Z( )

x
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m f C X X Z f x
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� � �
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�كه در آن  �( ) : f(x)Z f x X� � � ايدال . ناميم مي fي  مجموعه-را صفر باشد و آن مي �
I  از( )C X  را يكz- ايدال گوييم، هرگاه[ [ ]]Z Z I I	 )، يعني؛ هرگاه �1 ) ( )Z f Z g� ،

f I�  و( )g C X� گاه  باشد، آنg I� .يدآل همچنين اE ي  را در حلقهR اساسي
از  Aي  را به طور نابديهي قطع نمايد و زيرمجموعهRي  آل غيرصفر حلقه اگر هر ايد گوييم،

intجا چگال گوييم، هرگاه  را هيچ Xفضاي توپولوژي  ( )
X X

cl A ]در . �� هاي  معادل 1[
)توپولوژيكي اساسي بودن يك ايدآل در  )C X نشان داده شده است اند، به ويژه  مشخص شده

)در  Eكه ايدآل  )C X  اساسي است اگر وتنها اگر[E] ( )
f E

Z Z f
�

�[E] ( )Z Z f[E] ( )( . جا چگال باشد هيچ (
 بينيم كه همچنين مي

( )

[ ( )] ( )F
f C XF

Z C X Z f
�

�[ ( )] ( )FZ C X Z f[ ( )] ( )( )] ( )F  متشكل از نقاط نامنفردX  است و ثابت
)شده است كه  )FC X ي نقاط منفرد  اساسي است اگر و تنها اگر مجموعهX  درX  چگال

)نقش . را ببينيد ]4و  1[باشد،  )FC X در پيوند ميان خواص توپولوژيكي فضايX  و خواص
Cي  جبري حلقه ( )X  اين انگيزه را ايجاد كرد كه در اين ، ]10، 9، 8، 5، 4، 3[در مقالات
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)ي مقاله ساكل موضعي حلقه )C X كه آن را با( )FLC Xدهيم، معرفي و مطالعه نمايش مي
)دهيم كه در بخش دوم نشان مي. كنيم )FLC X  يكz	ايدآل ( )C X باشد كه  مي
( )FC X دهيم كه اگر  نشان مي. را شامل استX گاه  همبند باشد، آن

( ) ( ) ( )F FC X LC X� � ) . 
)ي  در بخش سوم، به بررسي تساوي در رابطه ) ( ) ( )F FC X LC X C X� توجه . پردازيم مي �

)كنيم كه ساكل كلاسيك در مبحث  مي )C X ضعف است كه در صورتي كه   داراي اين نقطه
X  يك فضاي نامتناهي باشد همواره( ) C( )FC X XC( )C((توان  ، اما در مورد ساكل موضعي مي

را تقريباً گسسته  Xفضاي توپولوژي . فضاهايي را مشخص نمود كه تساوي برقرار باشد
)باشد؛ يعني،  ، در آن چگال Xي نقاط منفرد  ناميم، هرگاه مجموعه مي )I X X� .ع در واق

)يك فضاي تقريباً گسسته است اگر و تنها اگر  Xكنيم كه  ثابت مي ) ( )FLC X C X� .
)دهيم كه  همچنين نشان مي )I X � )اگر و تنها اگر  � ) ( )F FC X LC X� . 4و  3[در[ 

)نشان داده شده است كه  )FC X  اول  ايدآلهرگز يكC( )X در بخش چهارم، ما . نيست
)سعي داريم كه اول بودن  )FLC X  در( )C X بيان ابتدا شرايطي را را مشخص نماييم

LCكنيم كه  مي ( )F X ي در زيرحلقهR از( )C X هاي  كه شامل خودتوان( )C X  باشد، يك
متناهي باشد  Xي همبندي  ها مؤلفههرگاه تعداد كنيم كه  همچنين ثابت مي. اول نيست ايدآل

)گاه  نامتناهي باشد، آن ها و حداقل دو تا از آن )FLC X ي  در زيرحلقهR  از( )C X  كه
)هاي  شامل خودتوان )C X شرايط اول بودن . باشد، اول نيست مي( )FLC X  را در برخي از

)هاي  زيرحلقه )C X بينيم كه  در ادامه مي. كنيم نيز مشخص مي( )FLC X  اشتراكي از
)كنيم كه هرگاه  هاي اساسي است و ثابت مي ايدآل )I X � )گاه باشد، آن � )FLC X  در
)هاي  يك از زيرحلقه هيچ )C X  كه( )FLC X باشدگيرد، اساسي نمي را در بر مي . 

گيريم، مگر  را نامتناهي، كاملاً منظم و هاسدورف در نظر مي Xدر اين مقاله فضاي توپولوژي 
را با  Xهاي باز فضاي توپولوژي  ي تمام زيرمجموعه مجموعه. كه خلاف آن ذكر شود اين

O( )X ناميم هاي بسته و باز را بستباز مي همچنين براي سهولت مجموعهدهيم،  نمايش مي .
، مراجعه ]12و  11[فضاهاي توپولوژي و حلقه توابع پيوسته به ي  براي اطلاعات بيشتر در زمينه

 .شود

 ساكل موضعي - 2
دهيم كه ساكل موضعي يك  در اين بخش ابتدا به معرفي ساكل موضعي پرداخته و نشان مي

z	شامل  ايدآل( )FC X است . 
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)Cفرض كنيم  :1تعريف  )f X�  وfS هاي باز  برابر با اجتماع مجموعهU X�  به طوري
\كه  ( )U Z f )Cساكل موضعي . باشد �� )X  را با( )FLC X را دهيم و آن نمايش مي

fي توابع  ي همه مجموعه C(X)�  كهfS  درX يعني،. كنيم چگال باشد، تعريف مي 

( )
\ ( )

f
U X

U Z f

S U
��

��

� U 

� �( ) ( ) :F fLC X f C X S X� � � 

fS: 1 لم X� ي باز  اگر و تنها اگر براي هر مجموعهG Xي باز ، مجموعه� U X� 
\كه  موجود باشد به طوري ( )U Z f Uو  �� G اگر و تنها اگر براي هر  ��

�G ي باز مجموعه X، ي باز  مجموعه�U X  موجود باشد به طوري كه\ ( )U Z f �� 
Uو  G�. 

xو  Xمتناهي در فضاي هاسدورف ي باز ناتهي يك مجموعه Uهرگاه  U� گاه  باشد، آنx 
� زيرا. منفرد است � � �� �\ \x U U x�  واضح است كه و

( )U X
U

U X

U
( )(

U
( )( )(

 X  اگر و تنها اگر

( )I X X�. 
)براي هر : 1 گزاره )f C X� ،

( )
\ ( )

f
U X

U Z f

S U
��

�

�  U
1

. 

بديهي است  :اثبات
( ) ( )

\ ( ) 1 \ ( )

f
V O X U X

V Z f U Z f

V U S
� ��

� ��

� � fV U S f� UU .فرض كنيم

� �\ ( ) , , ..., nU Z f x x x� 1 �كنيم  تعريف مي. 2 �\ , , ..., , , ...,i i ni
V U x x x x x	 �� 1 2 1 1 

�باز است و  Xدر  iVآشكار است كه  �\ Z(f)i iV x� .دهيم  اكنون قرار مي
�

�
1

n

i
i

U V  و
 . اثبات تمام است

, هرگاه: 2 لم ( )f g C X� هاي زير برقرار هستند گاه گزاره باشند، آن. 
f) لفا g f gS S S� � . 

fg) ب f gS S S� �. 
ffS) پ S�. 
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,اگر ) ت ( )Ff g LC X� گاه  باشند، آنf gS S X �. 
 واضح است كه :اثبات

, ( ) , ( )
|( )\ ( )|\ ( )
|( )\ ( )|\ ( )

 W ( ) W ( )
W\ ( ) W\ ( )

W\ ( )

( ) ( )

           = W W

� �
 ����
 ����

�
� �

�� � ��
��

 �  � 

� �

( ) ( )( ) (

W W �� �W

f g
U V O X U V O X

U V Z fU Z f
U V Z gV Z g

f g
O X O X
Z f Z f g

Z g

S S U V U V

S
 

  در اين صورت با توجه به اين كه همواره داريم،
\ ( ) ( \ ( )) ( \ ( ))U Z f g U Z f U Z g� � �   

 و
\ ( ) ( \ ( )) ( \ ( ))U Z fg U Z f U Z g�   

\از ) پ(اثبات قسمت . واضح است) ب(و ) الف(هاي  اثبات قسمت ( ) \ ( )U Z f U Z f�  به
Yكنيم كه هرگاه  يادآوري مي) ت(براي اثبات قسمت . آيد دست مي X�  وG X�  باز
Gگاه  باشد، آن Y G fباز و چگال است و  Xدر  fSچون . � g f gS S S S X � � � . 

)ي  در لم قبل در مطالعه) پ(با توجه به قسمت  )FLC X توان با توابع نامنفي كار كرد مي. 

Fيك فضاي توپولوژي و  Xفرض كنيم كه : 2 تعريف
fC هاي باز  اجتماع مجموعهU X� 

)به طوري كه  باشد )f U � )زيرجبر به طور موضعي متناهي .� )C X  را با( )FL X  نمايش
 كنيم، داده و به صورت زير تعريف مي

� �( ) ( ) :
F

F fL X f C X C X� � � 

): 2 گزاره ) ( )F FLC X L X� . 
)فرض كنيم  :اثبات )Ff LC X� وG X� ي باز دلخواه ناتهي باشد، پس  يك مجموعه

Uي باز  مجموعه X�  موجود است كه\ ( )U Z f � Uو  � G كه  اما از اين. ��
\ ( )U Z f � )شود كه  نتيجه مي � )f U � )؛ يعني، � )Ff L X� . 

): 3 گزاره )FLC X  يك ايدآل( )C X است . 
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,فرض كنيم  :اثبات ( )Ff g LC Xدهيم كه  ، نشان مي�( )� � Ff g LC X . طبق لم قبل
f g f gS S S� � f، پس  g f g f gS S S S S X� �  � � f، بنابراين � ( )Fg LC X� � .

)اكنون فرض كنيم  )Ff LC X�  و( )g C Xدهيم كه  ، نشان مي�( )Ffg LC X� . طبق
fgلم قبل  f gS S S� fg، پس � f g f gS S S S S X� � � � )بنابراين . � )FLC X  يك

 . ايدآل است
): 4 گزاره )FLC X  يكz	ايدآل است . 
) فرض كنيم: اثبات )Ff LC X�  و( ) (g)Z f Zدهيم كه ، نشان مي� ( )Fg LC X� . براي

fUي باز  هر مجموعه S� داريم ،\ ( ) \ ( )U Z g U Z f�  پس ،f gS S� .  بنابراين
f gX S S� )؛ يعني، � )Fg LC X� . 

)مطلقاً محدب است، پس  ايدآل	zجا كه هر  از آن )FLC X مطلقاً محدب  ايدآليك
 .باشد مي

)گاه  يك فضاي همبند باشد، آن Xهرگاه  :5 گزاره ) ( ) ( )F FC X LC X� �  ) . 
)فرض كنيم : اثبات )Ff LC X�  و( )U O X�  به قسمي باشد كه\ ( )U Z f � � .

\بنابراين  ( )U Z f ي بستباز  يك زيرمجموعهX جا كه  از آن. باشد ميX  همبند است، پس
\ ( )U Z f \يا  �� ( )U Z f X� . اگر\ ( )U Z f )گاه  ، آن�� )U Z f� ، پس

( )f U \اگر . � ( )U Z f X� پس ،Xبنابراين . متناهي است كه با فرض تناقض دارد
( )ff S fSو چون  � X� پس ،f � . 

)ي  بررسي تساوي در رابطه-3 ) ( ) ( )F FC X LC X C X� �

كنيم كه در آن ساكل موضعي با ساكل كلاسيك و همچنين  در اين بخش شرايطي را بيان مي
)ي  با حلقه )C X منطبق است. 
):6گزاره  ) ( )F FC X LC X�. 
)گيريم  :اثبات )Ff C X� پس ،\ ( )X Z f � fSبنابراين . � X� ،در نتيجه 
( )Ff LC X�. 
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)ي تساوي در رابطه ) ( )F FC X LC Xبراي مثال هرگاه . لزوماً برقرار نيست�X يك فضاي
)گاه  گسسته ناشمارا باشد، آن ) ( ) C( )F FC X LC X X�( )F( همبند باشد،  Xاز طرفي اگر . )(

( ) ( ) C( )FLC X X�) (F(( C( )C((.

آوريم كه  ي بعد شرايط معادل تساوي ساكل كلاسيك و ساكل موضعي را به دست مي در قضيه
 .قاط منفرد يك فضاي توپولوژي استدر حقيقت معادل متناهي بودن تعداد ن

): 1 قضيه )I X � )اگر و تنها اگر  � ) ( )F FC X LC X�. 
)فرض كنيم : اثبات ) ( )F FC X LC X� .اگر( )I X � داراي يك  Xنباشد، پس  �

�ي شماراي نامتناهي مثل  زيرمجموعه �, , ..., ,...nA x x x� 1 را به طوري كه  fتابع . است 2
nxبراي هر  A� ،1

( )nf x n�  و در غير اين صورت( )f x � در اين . كنيم باشد، تعريف مي  

�صورت هرگاه  nموجود است به طوري كه براي هر  �kباشد،  � k�  1داريم
n � � .

�ي بستباز  اكنون براي زيرمجموعه �\ , , ..., kG X x x x� 1 xو براي هر  2 G� ،داريم
( )f x � )، پس � )f C X�  وX \ Z ( f ) A�  نامتناهي است، يعني؛( )Ff C X� . نشان

.دهيم كه  مي ( )
F

f LC X�  گيريمG X�  يك مجموعه باز ناتهي دلخواه باشد، بايد
Uمجموعه باز  X�  موجود باشد كه( )U Coz f Uو  �� G� . براي اين منظور دو

)گيريم، اگر  حالت در نظر مي )x G I X�  �گاه كافي است قرار دهيم  ، آن�� �U x� .
)اگر  )G I X \گاه  ، آن�� ( ) \ AG X I X X� بنابراين . خواهد بود �

( ) ( \ )G Coz f G A X A A �  �  U، كافي است قرار دهيم �� G� . پس
( ) \ ( )FF

f LC X C X� برعكس، گيريم . كه تناقض است( )I X � خواهيم نشان  مي. �
)دهيم كه  ) ( )F FC X LC X� . گيريم( )Ff LC X� پس ،fS X1، از طرفي بنابر گزاره� 

داريم، 
( )

\ ( ) 1

f
U O X
U Z f

S U
�

�

� U .بنابراين 

\ ( ) \ ( ) \ ( ) ( ) \ ( ) ( \ ( )) ( ) ( )f fX Z f S Z f S Z f U Z f U Z f I X I X� � � � � �f f) \ ( ) ( \ ( ))) \ ( ) ( \ ( )) \ ( ) ( \ ( ))) \ ( ) ( \ (( \ ( ))  

)پس طبق تعريف توپولوژيكي ساكل  )C X  در[ )گيريم  ، نتيجه مي3[ )Ff C X� . 

توان نتيجه  ي منفرد است، با استفاده از گزاره قبل هم مي جا كه فضاي همبند فاقد نقطه از آن
)گاه  يك فضاي همبند باشد، آن Xهرگاه گرفت كه  ) ( ) ( )F FC X LC X� �  ) . 

)گاه يك فضاي گسسته باشد، آنXهرگاه : 7گزاره  ) ( )FLC X C X� .
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)اگر  :اثبات )f C Xگاه  ، آن�� �f x XS x X�� �� �x X � �� �� �x X x� �x X . پس( )Ff LC X�. 

ي نقاط  ناميم، هرگاه مجموعه را تقريباً گسسته مي Xكنيم كه فضاي توپولوژي  يادآوري مي
)، Xمنفرد  )I X  ،در آن چگال باشد؛ يعني( )I X X� .دهيم كه  ي بعد نشان مي در قضيه

)كه  اين ويژگي معادل است با اين )C X  و( )FLC X برهم منطبق باشند . 
)فضاي تقريباً گسسته است اگر و تنها اگر  X: 2قضيه  ) ( )FLC X C X� . 
)يك فضاي تقريباً گسسته و  Xفرض كنيم : اثبات )I X ي نقاط منفرد  مجموعهX  و
( )f C X� در اين صورت . باشد� �( ) ( )f x I xS x I X�� �� �)I(x � �� �� �)x I( x� �( )x I(( پس ،fS X� ،؛ يعني
( )Ff LC X�. ،فرض كنيم برعكس r� �� �r بنابراين ،( )Fr LC X� �r LC� r  و( )Z r �� ،
rSپس X� . گيريمG ي باز  يك زيرمجموعهX  دهيم كه باشد، بايد نشان 

( )G I X rSچون . �� X� و ( )Z r موجود است به  Xدر  rUمجموعه باز  زير ،��
rUكه   طوري G \و  �� ( )rU Z r � )اما . � )Z r ي باز  يك زير مجموعه rUو  ��

)بنابراين . باشد مي Xمتناهي از  )rU I X�،  پس( )rU G I X G��  � رو  از اين. 
( )I X X� ،؛ يعنيX تقريباً گسسته است.  

. ي منفرد باشد داراي نقطه Xناميم، هرگاه هر زيرفضاي  را پراكنده مي Xفضاي توپولوژي 
)زيرا فرض كنيم كه . هر فضاي پراكنده تقريباً گسسته استسازيم كه  خاطر نشان مي )I X 

xيك همسايگي  xUو  X منفردنقاط  X� چون . باشدX ،پراكنده است xU  داراي
xي منفرد  يك نقطه . باشد نيز مي Xي منفرد  نقطه x باز است، پس xUاز طرفي  .است  

) بنابراين )x Ix U X� ��xxU x .پس ( )I X X�. 
)گاه  يك فضاي پراكنده باشد، آن Xهرگاه : 1نتيجه  ) ( )FLC X C X�. 

هاي موضعي را براي يك توپولوژي  براي مثال فرض كنيم پايه. ي بالا برقرار نيست عكس نتيجه
هاي معمولي  يگياي و در نقاط اصم به صورت همسا نقطه در نقاط گويا به صورت تك روي 

)با اين توپولوژي پراكنده نيست، اما  در اين صورت . در نظر بگيريم ) ( )FLC X C X�. 

)بررسي اول بودن  -4 )FLC X هاي  در برخي از زيرحلقه( )C X 
ها نامتناهي  متناهي باشد و حداقل دو تا از آن Xي همبندي  ها مؤلفههرگاه تعداد : 3 قضيه

)گاه  باشد، آن )FLC X ي  در هيچ زيرحلقهA  از( )C X هاي  كه شامل خودتوان( )C X 
 .باشد، اول نيست مي
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فرض . گاه هر مؤلفه بستباز است متناهي باشد، آن Xي همبندي  ها مؤلفههرگاه تعداد : اثبات
}كنيم  , ,..., }nC X X X� 1 Xباشد و  Xهاي همبندي  ي مؤلفه مجموعه 2 Xو  1 2 

 :كنيم تعريف مي. نامتناهي باشند
, \

( )
,

x X X
f x

x X
���� �
���

1

1

1
, x

,و        
g( )

, \

x X
x

x X X
���� �

���

1

1

1
,

 

,در اين صورت  ( )f g C X�  و( )Ffg LC X� � FLC X((F اما ،, ( )Ff g LC X� . زيرا
X X�2  باز است و| |X � fXو  �2 S Uتوجه كنيد كه اگر . 2�� X� باز باشد و  2
( )U Coz f Xتناقض با همبندي  �� gXبه همين ترتيب . باشد مي 2 S ��1 . 

)هرگاه : 4 قضيه )I X � \و  � ( )X I X گاه  ناهمبند باشد، آن( )FLC X ي  زيرحلقه در
R  از( )C X هاي  كه شامل خودتوان( )C X باشد، اول نيست مي . 

\ي بستباز  دو زيرمجموعه Bو  Aفرض كنيم : اثبات ( )X I X  باشند به طوري كه
\ ( ) A BX I X �  كنيم تعريف مي. �

f( ( ))A I X� � 1 ،( )f B � g(B و   ( ))I X� � 1 ،g(A) �  
,در اين صورت  ( )f g R C X� )و  � )Ffg LC X� � FLC X((F اما ،, ( ) ( )F Ff g C X LC X� � .

)پس  ) ( )F FLC X C X�  درR اول نيست . 
)باشد به طوري كه براي هر  Xي  يك زيرمجموعه Yآشكار است كه اگر  )f C X� ،|

Y
f 

y,زيرا هرگاه  .اي باشد نقطه بايد تك Y گاه ثابت باشد، آن y Y�1 yو  2 y�1 گاه چون  آن ،2
X  كاملاً منظم است، تابع( )f C X� به طوري كه  ( ) ( )f y f y�1 جا  در اين. وجود دارد2

آوريم و در  ميبه همراه نكاتي چند به جهت آشنايي بيشتر با اين مفهوم  ]9[از يك تعريف 
 .ي مباحث از آن استفاده خواهيم نمود ادامه

ي  ي همه گاه مجموعه باشد، آن Xي فضاي توپولوژي  يك زيرمجموعه Yهرگاه : 3 تعريف
)توابع  )f C X�  به طوري كه|Yf  ثابت باشد، يك زيرجبر( )C X  است كه با( )C Y1 

)از  Aي  را نسبت به زيرحلقه Yبه طور طبيعي . شود نمايش داده مي )C X  ،ثابت گوييم
)هرگاه  )A C Y� 1. 
گاه  باشد، آن Xي همبند  يك زيرمجموعه Yيك فضاي توپولوژي و  Xهرگاه : 8 گزاره

( ) ( )cC X C Y� X\به ويژه، هرگاه . 1 Y گاه  شمارا باشد، آن( )A C Y�  اگر و تنها اگر 1
(X)cA C�. 
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)آشكارا هر تابع  :اثبات )cf C X� ي همبند  روي زيرمجموعهY X�  ثابت است، پس
( ) ( )cC X C Y� X\هرگاه . 1 Y  شمارا و( )f A C Y� � )گاه  باشد، آن 1 )f X �
 . 

 .كنيم بيان ميشود،  به آساني ثابت مي Xاي كه بر اساس كاملاً منظم بودن  نتيجه جا، اينر د
)، داريم X از Yبراي يك زيرفضاي : 2 نتيجه ) C( )C Y X� �( )C( ))� ( )C( )به علاوه . 1( )�C Y  ( )�C( ))1 

 .چگال باشد Xدر  Y اگر و تنها اگر
x\كه اگر  داريمبراي اثبات قسمت آخر توجه  :اثبات X Yگاه  ، آن�( )f C X� دوجو 

)دارد كه  )f x )و  � )f Y ) ،يعني. �1 )C Y( )C( Yدهد كه  اين نتيجه مي. 1(( X�  .
Yبرعكس، هرگاه  X�  و( )f C Y� )گاه ، آن1 )f Y c�  كه در آنc� درنتيجه .  

f c� و اثبات تمام است.  
|هرگاه : 4ضيه ق ( ) |I X � )و  � )R C X� و( \ ( ))R C X I X� )گاه  ، آن1 )FLC X  در

R اول است . 
)فرض كنيم  :اثبات )Ffg LC X� � FLC X((F  و,f g R� در اين صورت ،( \ ( ))f X I X يا  �

g( \ ( ))X I X )، زيرا � \ ( ))R C X I X� fSپس . 1 X�  ياgS X� . بنابراين
( )Ff LC X�  يا( )Fg LC X� ،؛ يعني( ) ( )F FLC X C X�  درR اول است . 

]در   هاي  ، زيرحلقه7[
� �( ) ( ) : ( )cC X f C X f X� � �
 � و   � �( ) ( ) : ( )

FC X f C X f X� � � �  
 . اند معرفي و مطالعه شده

)هرگاه : 3نتيجه )I X � \و  � ( )X I X گاه  همبند باشد، آن( )FLC X  در( )cC X  و
( )

FC X باشد اول مي. 

)زيرا : اثبات ), ( ) ( \ ( ))
F

cC X C X C X I X� 1 . 
)ي قبل براي  دهد كه نتيجه مثال بعد نشان مي )C X در واقع هرگاه . درست نيست

( )I X � )متناهي باشد، ساكل موضعي بر ساكل كلاسيك منطبق است و هرگز در  � )C X 
)، در مثال بعد، 3ي  طبق قضيه. اول نخواهد بود )FLC X هاي  در ديگر زيرحلقه( )C X  كه
)هاي  شامل خودتوان )C X باشد هستند، نيز اول نمي. 

�فرض كنيم  :1مثال  � � � � �, , , , ,X n� 	 	 � 	 �� � �, , ,� � n� � , , ,� ���3 2 1 1 با توپولوژي   يك زيرفضاي  2
معمولي و 
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)در اين صورت . باشد )Ffg LC X� � FLC X((F اما ،, ( )Ff g LC X� .پس( )FLC X  يكz	
)هاي  ايدآل اول در زيرحلقه )C X هاي  كه خودتوان( )C X دانيم  مي.باشند، نيست را شامل مي

هاي  گاه اشتراكي از زيرمدول كه به طور كلي هرگاه زيرمدولي شامل ساكل مدول باشد، آن
را  ]13[هاي اساسي است،  ايدآلاساسي است؛ به ويژه، هر ايدال شامل ساكل، اشتراكي از 

داريم، تر توابع را جا ابزار قوي كه اثبات جبري آن ساده نيست و در اين اما با توجه به اين. ببينيد
)ي  در ادامه با استفاده از نتايجي در زمينه )C X كنيم تري براي آن مي مبادرت به اثبات ساده. 

) :9گزاره  )FLC X  هاي اساسي است ايدآلاشتراكي از. 
)چون : اثبات )FLC X  يكz-هاي اول است،  ايدآلاست، پس به صورت اشتراكي از  ايدآل

)، هر ايدال اول شامل ]3[اي در  بنابر قضيه )FC X  در( )C X بنابراين . اساسي است
( )FLC X  هاي اساسي است ايدآلبه صورت اشتراكي از . 

در ادامه اساسي بودن ساكل موضعي و همچنين ساكل كلاسيك را وقتي تعداد نقاط منفرد فضا 
 . كنيم متناهي باشد، بررسي مي

)هرگاه  :10 گزاره )I X � )گاه  ، آن� )FLC X هاي يك از زيرحلقه در هيچ( )C X  شامل آن
 .باشد اساسي نمي

� گيريم: اثبات �( ) , , ..., nI X x x x� 1 )، پس 2 ) ( )
n

F i
i

C X e C X
�

��
1

لذا. 
( ) ( ) ( )F FLC X C X eC X� )كه در آن  � )e C X�  يك خودتوان است كه

( ) ( )Coz e I X� . پس( ) ( ) (1 )C( )C X eC X e X� )گيريم . 	  )FC X R�  يك
)ي  زيرحلقه )C X  باشد، در اين صورت( ( ) (1 ) ( ))�  	 R eC X e C X R . اكنون

(1 ) ( ) RE e C X� 	 )است به طوري كه  Rدر  ايدآليك   ) IFC X  يعني،. ��
( ) ( )F FLC X C X�  درR اساسي نيست . 
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Locally Socle of C(X)  
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Abstract 

Let ( )FC X  be the socle of ( )C X  and � �( ) ( ) :F fLC X f C X S X� � � , where 

fS is the union of all open subsets U  in X  such that | \ ( ) |U Z f � � , 

( )FLC X  is called the locally socle of ( )C X  and it is a z-ideal of ( )C X  

containing ( )FC X . We characterize spaces X for which the equality in the 

relation ( ) ( ) ( )F FC X LC X C X� �  is hold. In fact, we show that X is an 

almost discrete space if and only if ( ) ( )FLC X C X� . We note that if X is an 

infinite space, then ( ) ( )FC X C X( )(( . We also observe that ( )I X � �  if and 

only if ( ) ( )F FC X LC X� . Moreover, it is shown that if ( )I X � � , then 

( )FLC X  is never essential in any subring of ( )C X , while ( )FLC X  is an 

intersection of essential ideals of ( )C X  We determine the conditions such 

that ( )FLC X  is not prime in any subring of ( )C X  which contains the 

idempotent of X . We investigate the primness of ( )FLC X  in some 

subrings of ( )C X . 

Keywords: Socle, z-ideal, Almost discrete space, Locally socle, Essential 

ideal. 
Mathematics Subject Classification (2010): 54C30, 54C40.  


