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هاي براي تحلیل داده متناسب رهايخط و شکنندگیهاي مدل
 بقاي فضایی

 آمنه آبیار و 1محسن محمدزاده، کیومرث مترجم

  تهران گروه آمار، دانشگاه تربیت مدرس،
  15/5/1394 تاریخ پذیرش:      28/7/1393 تاریخ دریافت:

هاي بقا است ها براي برازاندن به دادهمدل خطرهاي متناسب کاکس یکی از پرکاربردترین مدل چکیده:
هاي بقا بنا شده است. اما در توزیع بودن دادههاي همگنی جامعه، استقلال و همکه بر اساس فرض

اوت بوده و فرض همگنی جامعه برقرار نیست. یکی از بسیاري از مواقع خطرهاي واحدهاي آماري متف
ها و استفاده از دلایل این تفاوت وجود عوامل خطر ناشناخته یا مشاهده نشده است که لحاظ نکردن آن

 اي را به همراه داشته باشد.کنندهتواند نتایج گمراههایی همچون مدل خطرهاي متناسب کاکس میمدل
شود. در این گیرد استفاده میشکنندگی که اثر عوامل ناشناخته را در نظر می گونه موارد از مدلدر این

هاي بقا باوجود عوامل هاي شکنندگی و خطرهاي متناسب کاکس در برازش دادهمقاله عملکرد مدل
که منبع اثر عوامل خطر ناشناخته همبستگی خطر ناشناخته بررسی و کارآیی این دو مدل هنگامی

  گیرد.بررسی قرار می بقا باشد، مورد هايفضایی داده

  .فضاییبقاي  شکنندگی، مدل مدل کاکس، متناسب خطرهاي مدلهاي بقا، داده :کلیدي هايواژه

 .02N62 ،11H62 ):2010ي ریاضی (بندرده

  مقدمه - 1
هاي بقا وجود عوامل خطر ناشناخته است. محققان در تحلیل داده موردتوجهیکی از مسائل 

 گیرياندازه امکان اقتصادي هايمحدودیت برخی وجود یا مطالعه خاص شرایط دلیل به گاهی
همچنین در نظر نگرفتن برخی  .ندارد وجود تبیینی متغیرهاي قالب در خطر عوامل از برخی

وجود عوامل خطر  عوامل موجب مشاهده بودن این غیرقابلعوامل تأثیرگذار بر زمان بقا یا 
 شوددر نظر نگرفتن خطر ناشناخته سبب میشود. هاي بقا میداده مدل بنديناشناخته در 

 ،شود تبیین مدل در ناشناخته عوامل باوجود تواندمی که خطر تابع تغییرات از ايعمده قسمت
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تشخیص نادرست تابع بقا و ، خطر تابع تغییرات افزایش باعث ،شده جمع مدل خطاي جمله با
نامناسب ضرایب رگرسیونی مدل شود. مدل خطرهاي متناسب کاکس یکی از  برآورد

 بر مؤثر ناشناخته عوامل گرفتن نظر در اماهاي بقا است ها در برازش به دادهپرکاربردترین مدل
 عوامل اثر کردن لحاظ براي شکنندگی هايمدل از روازاین. نیست میسر کاکس مدل در هاداده
  .شودمی استفاده ناشناخته مؤثر

 متغیره تک يبقا هايمدل براي را شکنندگی عبارت بار اولین براي ]1[ همکاران و واپل
.  بردند کاربه را شکنندگی هايمدل ]2[ کازیک و کلایتون سپس. قراردادند مورداستفاده

 خطرات مدل و داد قرار موردبررسی تصادفی اثر از استفاده با را بیکاري زمان ]3[ لنکستر
 طول مطالعات در شکنندگی هايمدل .نمود متداول اقتصادي مطالعات در را آمیخته متناسب

] یک رهیافت درستنمایی 5ترنیو و گرامبش [ .گرفت قرار مورداستفاده ]4[ زلترمن توسط عمر
 شکنندگی و 2شکنندگی هايمدل ]6[ گوتیرز ارائه کردند.ها مدل اینرا براي  1جزئی تاوانیده

] از مدل 7خیري و همکاران [ .کرد مقایسه را هاآن هايویژگی و موردمطالعه را 3مشترك
-مدل ]8[ وینکشکنندگی همبسته براي تحلیل عوامل خطر در پیوند قرنیه استفاده کردند. 

 .داد قرار مورداستفاده و معرفی شکنندگی مفصل توابع از استفاده با را همبسته شکنندگی هاي
 بقا هايداده بنديمدل براي تصادفی اثرات هايمدل از خاصی نوع کنندگیش هايمدل واقع در

 تابعی بقا دادة یعنی باشد داشته وجود فضایی همبستگی مشاهدات بین کههنگامیاما  .هستند
 بقا هايداده تحلیل برايکلاسیک  شکنندگی هايمدل باشد هاآنفضایی مشاهده  موقعیت از

غیرقابل مشاهده را وارد مدل شکنندگی کرد.  تصادفیتوان اثر در این حالت می .نیست مناسب
 هاآنآسم کودکان در شهر تهران و ابتلا به بیماري سرطان پوست در ارتفاعات مختلف، که در 

] 9هاي بقاي فضایی هستند. لی و ریان [هایی از داده، مثالتابش اشعه خورشید متفاوت است
صورت یک میدان تصادفی وارد مدل شکنندگی کرده و مشاهده را به اثر فضایی غیرقابل

 شکنندگی مدل هايویژگی از یکیرا نشان دادند.  شدهارائهشناسایی پذیري مدل بقاي فضایی 
 دیوا. ریمندا ايمشاهده هاآن در که است هاییموقعیت در بقا هايزمان پیشگویی امکان فضایی

 مراتبی سلسله بیز بقاي هايمدل در را بقا هايداده میان فضایی همبستگی ]10[ همکاران و
 اثر کردن لحاظ براي را مراتبی سلسله بیز مدل یک ]11[ همکاران و هانسون. کردند لحاظ

جیانگ  .قراردادند موردمطالعه آیوا ایالت در سینه سرطان هايداده در زمانی- فضایی همبستگی
گروه را هاي هممدل بقاي همبستۀ فضایی به مجموعه داده] روشی براي برازش 12و همکاران [
  ارائه کردند.

                                                                                                                                          
1- Penalized partial likelihood 
2- Frailty model 
3- Shared frailty model 
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هـاي بقـا بـا هاي کاکس و شـکنندگی در بـرازش بـه دادههدف این مقاله مقایسه عملکرد مدل
عوامل ناشناخته ناشی از نادیده گرفتن متغیر تبیینی و اثر تصادفی فضایی با متغیرهاي تبیینـی 

شـوند. در تشریح می شکنندگی و کاکس متناسب خطرهاي ايهمدل 2مختلف است. در بخش 
بـا در نظـر گـرفتن  4شود. در بخش ته میها پرداخپارامترهاي مدل برآوردبه چگونگی  3بخش 

هـاي سـازي شـده و نتـایج بـرازش مـدلهاي بقا و بقـاي فضـایی شـبیهدو مطالعۀ فرضی، داده
 5گیـري در بخـش بحث و نتیجه نهایتاًدد. گرها ارائه میخطرهاي متناسب و شکنندگی به داده

  شود.می ارائه

 شکنندگی و کاکس متناسب خطرهاي هايمدل -2

- به حادثهرخداد  زمان آن در که است، رگرسیونی مدل یک کاکس متناسب خطرهاي مدل
 مؤثرند حادثهرخداد  زمان بر که کمکی متغیرهاي و شودمی گرفته نظر در وابسته متغیر عنوان

 مدل این در اساسی هايفرضپیش از یکی. شوندمی منظور مدل در تبیینی متغیرهاي عنوانبه
 از ايپاره در است ممکن شرط این البته. واحدهاي آماري است تمامیمتناسب بودن خطر براي 

 تحقیقات حوزه کاربران نزد پرکاربرد هايمدل از یکی سادگی واسطۀبه اما ،نشود تأمین مواقع
 ،کنند پیروي وایبول مانند مثبت گاهتکیه با معلوم یتوزیع از بقا هايداده وقتی .است پزشکی
   صورتبه پارامتري هايمدل توسط هاآن تحلیل

( ) ( ) ( )=f t h t S t                                                  (1) 
) آن در که شود،می انجام )⋅f هاي بقا،زمان تابع چگالی ( ) ( )= ≥*S t P T t و  بقا تابع  
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تابع خطر سرعت خطر رخداد اتفاق  متغیر زمان بقا است. T* کهطوريبهاست،  خطر تابع
دهد و تابع بقا احتمال آنکه زمان بقاي واحد آزمایشی را نشان می tدر زمان مشخص  موردنظر
  صورتکند. همچنین تابع خطر تجمعی بهواحد زمانی باشد را محاسبه می tبیشتر از  موردنظر

( ) ( )= ∫
o

t

H t h u du  

 tرا از ابتداي مطالعه تا زمان  موردنظرشود، که میزان خطر آنی وقوع رخداد تعریف می
 متناسب خطرهاي مدل بقا، هايداده تحلیل براي متداول هايمدل از یکی کند.محاسبه می

) کنید فرض .است) ]13[ کاکس،( کاکس مدل به معروف )|h t X زمان در خطر تابع t با 
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) تبیینی متغیرهاي بردار ), ,= …1 KX X X متناسب خطرهاي مدل صورت این در. باشد 
   صورتبه کاکس

( ) ( )| ′= o
β Xh t X h t e  

) آن در که ،شودتعریف می ), ,= …1 KX X X تبیینی، متغیرهاي بردار ( ), ,′ = …1 kβ β β 
) و ثابت اثرهاي بردار )⋅oh افراد تمامی شودمی فرض مدل این در .]13[ است پایه خطر تابع 
 بدون که است این کاکس مدل هايویژگی از یکی. هستند یکسان پایه خطر تابع داراي جامعه

 بقا هايداده به را آن توانمی پایه خطر تابع با ارتباط در توزیعی فرض گونههیچ گرفتن نظر در
 در نیز توزیعی فرض پایه خطر تابع براي توانمی کاکس پارامتري مدل در هرچند داد، برازش
) ياپ خطر تابع است لازم کاکس مدل از استفاده دربنابراین  .گرفت نظر )⋅oh ان روش با -

دو صورت بر همین اساس مدل خطرهاي متناسب کاکس به . شود برآورد پارامتري یا پارامتري
 مانند بقا هايتوزیع توانمی پارامتري حالت درشود. پارامتري استفاده میپارامتري و نیمه

 برازش بودن مناسب پارامتري، حالت در). ]14[ یاشین،( برد کارهب را گومپرتز و وایبول نمایی،
  . است برخوردار بسزایی اهمیت از هاداده به کاکس مدل در بقا تابع
 موجب تواندمی نیز مدل در بقا هايداده بر مؤثر ناشناخته عوامل اثر کردن لحاظ این، بر علاوه
 کاکس مدل در ي بقاهاداده بر مؤثر ناشناخته عوامل منظور کردن اما. شود مدل کارایی بهبود
-می استفاده ناشناخته عوامل اثر کردن لحاظ براي شکنندگی هايمدل از روازاین. نیست میسر
هاي مهم استفاده از مدل خطرهاي متناسب هاي بقا یکی از شرطهمگن بودن زمان. شود

شود که براي هاي بقا میموجب ناهمگنی زمان ناشناخته خطر عوامل وجوداما . کاکس است
  .افزود خطر تابع به ضربی صورتبهرا  گیرياندازه غیرقابل تصادفی اثر یک توانمی آن ترلکن
 تابع در هاآن هردوي که باشد، ناشناخته متغیرهاي بردار U و تبیینی متغیرهاي بردار X اگر
 براي t زمان در کاکس متناسب خطرهاي مدل U و X استقلال فرض با ،مؤثرند خطر

) صورتبه i آزمودنی ) ( )exp +′ ′o i ih t β x ψ u  براي, ,= …1i n که در آن بود خواهد ،ψ 
 عبارت است گیرياندازه غیرقابل و ناشناخته U چون. بردار اثرات متغیرهاي شکنندگی است

( )exp ′ iψ u شکنندگی اثر عنوانبه و شودمی گرفته نظر در تصادفی iz کاکس خطر مدل در 
 متغیرهاي بردار و iz بودن معلوم شرطبه و t زمان در خطر مدل بنابراین .شودمی ضرب
  صورتبه i آزمودنی براي تبیینی

( ) ( ) ( )| , , exp , , ,′= = …1o oi i ih t z h X z h t β x         i n                          (2)  
 تعریف در اگرچه .شودمی نامیده بقا شکنندگی مدل یا شدهاصلاح کاکس مدل که بود، خواهد
 استفاده دلیلبه اما است، بنديمدل قابل شکل هر به غیرشرطی خطر تابع شکنندگی مدل کلی
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-به کاکس خطر مدل مبناي بر شکنندگی مدل کاکس، متناسب خطرهاي مدل از گسترده
) صورت ) ′

o
β Xh t e است متداول.  

 خطر تابع کل تغییرات تبیینی، متغیرهاي از شکنندگی اثر استقلال فرض با شکنندگی مدل در
 مدل تصادفی اثر و ناشناخته عوامل اثر معلوم، متغیرهاي اثر به بقا تابع تغییرات درنتیجه و

 روي بر را هاآزمودنی در تفاوت دوجو تصادفی، اثر تخصیص با شکنندگی مدل. شودمی تجزیه
 متغیر خطر، تابع بودن مثبت به توجه با .کندمی لحاظ مدل درون متغیرهاي اثر برآورد

 براي مناسب توزیع انتخاب. شودمی گرفته نظر در مثبت گاهتکیه با توزیعی داراي شکنندگی
 تبدیل با بقا تابع ارتباط واسطهبه ویژهبه است برخوردار زیادي اهمیت از شکنندگی متغیر
 توزیع مانند دارند ايبسته لاپلاس فرم که هاییتوزیع شکنندگی متغیر چگالی تابع لاپلاس
 میانگین با توانی واریانس خانواده هايتوزیع و مرکب نوپواس وارون، گاوسی نرمال، لگ گاما،

   .دگیرنقرار می مورداستفاده متناهی
. شودمی گرفته نظر در یک برابر شکنندگی متغیر میانگینسازي محاسبات براي ساده معمولاً

 شکنندگی مدل در. است شدهگرفته نظر در نرماللگ شکنندگی متغیر توزیع حاضر مقاله در
 j آزمودنی از ترشکننده � آزمودنی که است معنی بدان باشد jz از تربزرگ iz برآورد اگر

 .است j آزمودنی از بیشتر i آزمودنی براي شکست خطر بوده و

  هاپارامترهاي مدل برآورد- 3
پارامترهاي مدل خطرهاي متناسب کاکس با روش ماکسیمم درستنمایی باید تابع  برآوردبراي 

) مشاهدات اساس بردرستنمایی این مدل محاسبه شود.  ), ,i i it δ X، , ,= …1i n  و تابع خطر
)پایه  )⋅oh :در مدل خطرهاي متناسب کاکس داریم  

( ) ( )( )exp .= −S t H t                                                        (3) 
  صورتهاي بقا به) تابع چگالی زمان3) و (1بنابراین با استفاده از روابط (

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )exp exp′ ′= − = −o o
β X β Xf t h t H t h t e H t e  

   صورتبهخطرهاي متناسب  مدل درستنمایی تابعشود. بنابراین حاصل می

( ) ( )( ) ( )( )exp′ ′
== −1 o o

i
i i

δβ X β Xn
i iL β П h t e H t e                            (4)  

  آن در که است،
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درصورت معلوم بودن شکل تابع  .است امiزمان سانسور واحد  iCو  سانسور تصادفی متغیر
 برآورد) نسبت به پارامترهاي رگرسیونی، 4خطر پایه با ماکسیمم کردن تابع درستنمایی (

  شود.راحتی حاصل میبه βضرایب 
)در ارتباط با  توزیعی فرض پارامترينیمه حالت در )⋅oh خطر تابع و شودنمی گرفته نظر در 

 تابع یک شامل درستنمایی تابع چون حالت این در .شودمی برآورد ناپارامتري روش بهپایه 
 معمول درستنمایی تابع از استفاده βضرایب رگرسیونی  برآورد براي است، ناشناخته خطر
 خصوص در کافی اطلاعات حاوي که شدهاصلاح از تابع درستنمایی بنابراین نیست. پذیرامکان

با  ]13[ کاکس. شودیست استفاده مین وابسته پایه خطر تابع به زمانهم و است پارامترها
 برآورد فنی مشکلات او روش. کرد برآوردرا  ي مدلپارامترها، 1معرفی تابع درستنمایی جزئی

 .دکر حل را متناهی بعد با مزاحم پارامتر یک عنوانبه پایه خطر تابع گرفتن نظر در با پارامترها
که  ��هاي زمان جزبهشود که یک تابع گسسته در نظر گرفته می ،در این روش تابع خطر پایه

  صورتباشد صفر است و تابع خطر پایه تجمعی به دادهرخ موردنظراتفاق 

( ) ( )
≤

= ∑o o
j

j
t t

H t h t                                                         (5) 

  صورت) و انجام محاسبات، تابع درستنمایی جزئی به4) در (5شود و با جایگذاري (حاصل می

( ) ( )
( )

П exp
i

ji

i

δ

β Xβ Xn
i i i

j R t

h t e h t e=
′

∈

′
  
  −

    
∑1 o o                                  (6)  

  ایه و برابر صفر قرار دادن آن داریم) نسبت به تابع خطر پ6آید. از مشتق جزئی (دست میبه

( )
( )

ˆ

∈

′=
∑o j

i

i
β X

j R t

δt
e

h                                                       (7) 

  صورتبه کاکسخطرهاي متناسب  جزئی درستنمایی تابع)، 6) در (7با جایگذاري (

( )
( )

П

i

i

j

i

δ
β X

n
i β X

j R t

eL β
e= ′

∈

′ 
 =   
 ∑1  

                                                                                                                                          
1- Partial likelihood function 
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 برآورد براي دوم مشتق از و β پارامتر بردار برآورد براي آن اول مشتق از شود، کهمی حاصل
  .شودمی استفاده گرهابرآورد واریانس
 ماکسیمم روش که است آن کاکسخطرهاي متناسب  مدل از استفاده در توجهقابل نکته

 بدون بنابراین کندها استفاده میاز رتبه داده مشاهدات مقدار  جايبه کاکس جزئی درستنمایی
 صورت پارامترها برآورد در تغییري نیز مشاهدات مقدار تغییر با حتی رتبه مشاهدات تغییر
 زمان اهمیت موضوع این. است ايپله تابع یک صورتبه پارامترها برآورد بنابراین .گیردنمی
  .کندمی مشخص را گیرياندازه دقیق

شود این اند و فرض میها غیرقابل مشاهدهiz اثرات تصادفی طورکلیبه) 2در مدل شکنندگی (
  صورت تابع درستنمایی به هاizمشاهدة  شرطبهکنند. بنابراین اثرات از یک توزیع پیروي می

( ) ( )( ) ( )( )| П expi
i i

δβ X β Xn
i i i iL β z z h t e z H t e′
=

′= −1 o o  
 صورت و تابع بقا به

( )
( ) ( )

( )
|

|
−

−= = =
∫ ∫ o

oo o

t t

h s z ds z h s ds
zH tS t z e e e  

  صورتخواهند آمد. بنابراین تابع بقا بهدست به

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )|= = =o
o

zH tS t E S t z E e LA H t  

)شود، که در آن حاصل می )⋅LA تبدیل لاپلاس است. بنابراین داریم  

( ) ( ) ( )( )′= − o of t h t LA H t  

( ) ( )
( )( )
( )( )

′
= o

o
o

LA H t
h t h t

LA H t
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),′ ′′ ′= − = −
2

o o oE z LA     Var z LA LA   
 اول و دوم تبدیل لاپلاس هستند. مشتقترتیب به LA′′ و LA′که در آن 

  سازيمطالعه شبیه -4
 و کاکسخطرهاي متناسب  هايمدلبر  ناشناخته خطر عوامل تأثیرهدف این بخش بررسی 

تواند حاصل از نادیده گرفتن یک یا چند متغیر است. این عوامل خطر ناشناخته می شکنندگی
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- بر داده بقا باشد. در مطالعات بقا گاهی به مؤثرگیري بودن یک عامل اندازه غیرقابلتبیینی یا 
علت تعدد متغیرهاي تبیینی یا هزینه زیاد در نظر گرفتن تمامی متغیرهاي تبیینی در مطالعه، 

شوند. اما باید توجه داشت که رنظر گرفته نمیدر مطالعه د تراهمیتکممتغیرهاي تبیینی 
سزایی در مدل از اهمیت به هاآن تأثیرگذاريتشخیص متغیرهاي تبیینی و تعیین درجه 

صورت مستقیم برخوردار است. همچنین یکی از عواملی که در بسیاري از تحقیقات پزشکی به
هاي بقا است. ایی میان دادهگیري یا غیرقابل مشاهده است اثر همبستگی فضغیرقابل اندازه

تابع خطر و  برآوردتواند موجب استنباط نادرست در نادیده گرفتن این همبستگی فضایی می
  دنبال آن تابع بقا شود.به

 کاکسخطرهاي متناسب  هايمدلبر  ناشناخته خطر عوامل تأثیر بررسی منظوربهدر این بخش 
هاي بقا و بقا فضایی با متغیرهاي اي از دادهمجموعه سازيشبیه عهمطال یک در شکنندگی، و

 مدل هايبرآوردها، هاي کاکس و شکنندگی به دادهو با برازش مدل تولیدشدهتبیینی متفاوت 
بر ها سازي دادهاند. در این شبیهمورد مقایسه قرار گرفته شکنندگی مدل و کاکس رگرسیون
است. در  شدهانجامزمان بقا،  عنوانبه بهبود بیماران زمانمدتدو مطالعه فرضی براي  اساس

موقعیت  تأثیرگذاريبار متأثر از موقعیت مکانی و بار دیگر بدون این دو مطالعه زمان بقا یک
  صورتاست. بر این اساس چهار مجموعه داده به شدهگرفتهواحد آزمایشی در نظر 

 هاي بقا کلاسیک با متغیرهاي تبیینی گاما داده .1
 هاي بقا کلاسیک با متغیرهاي تبیینی مختلف داده .2
 هاي بقاي فضایی با متغیرهاي تبیینی گاما داده .3
 هاي بقاي فضایی با متغیرهاي تبیینی مختلف داده .4

هاي اول و سوم سه متغیر تبیینی شد. در مجموعهدرصد سانسور تولید  80و  20هر یک با 
, ,1 2 3X X X  هاي و واریانس 80و  25 ،33/7 هايترتیب با میانگینگاما بهاز خانواده توزیع

میزان اسید اوریک، سن و  دهندهنشانترتیب است که به شدهگرفتهدر نظر  20و  25/6، 44/2
 متغیرهاي تصادفی مقادیر تولید منظوربههاي دوم و چهارم وزن بیماران است. در مجموعه

 ،25و واریانس  50 میانگین با گاما توزیع از است سن بیمار معرف که را X1 مقدار ،تبیینی
X2 نرخ بهبود بیماري است از توزیع یکنواخت پیوسته در بازه  معرف که[ ],1o  وX3 که 

براي  .اندتولیدشده 2 واریانس و 13 میانگین با نرمال توزیع از است افراد فشارخون میزان معرف
  صورتسه متغیر تبیینی تابع خطر به بر اساسها تمامی مجموعه داده

( ) ( ) ( )exp / / /= + +1 2 30 5 0 6 0 7oh t h t X X X  
 متغیرهاي تبیینی و از توزیع وایبول با پارامترهاي بر اساسهاي بقا دادهدر نظر گرفته شد. 

γ νو  1= = اند.  بندر تولیدشدههاي بقا از طریق تابع خطر پایه تولید شد. در این مقاله داده 2



  هاي بقاي فضاییمتناسب براي تحلیل دادههاي شکنندگی و خطرهاي مدل       109

 

هاي بقا از طریق تابع خطر پایه ارائه کردند. در این ] روشی براي تولید داده15و همکاران [
  روش با معلوم بودن تابع خطر پایه در مدل خطرهاي متناسب داریم

( ) ( ) ( )( )| exp exp= − oS t X H t β'X                                    (8) 
)که در آن  )⋅oH صورت تابع خطر پایه تجمعی است که به  

( ) ( )= ∫o o
o

t

H t h u du  

) با توجه به آنکه شود.محاسبه می )| ( | )= −1S t X F t X  و( )⋅F  داراي توزیع یکنواخت
]پیوسته در بازه  ],1o  است، لذا( )⋅S داریم8( بر اساسکند و نیز از این توزیع پیروي می (  

( ) ( )( )exp exp= − oU H t β'X  
]یک متغیر تصادفی از توزیع یکنواخت پیوسته در بازه  Uکه در آن  ],1o است و داریم  

( ) ( )( )log exp .−= ′− −1
oT H U β X                                  (9)  

هاي بقا از توزیع است. براي تولید داده شدهاستفاده) 9هاي بقا از رابطه (لذا براي تولید داده
) تجمعی طر پایهتابع خوایبول،  ) νH t t=o γ توان متغیر بنابراین می. در نظر گرفته شد

  صورتبه Uپیوسته  تصادفی زمان بقا را با استفاده از یک متغیر تصادفی یکنواخت

( )
( )

νlog U
T

γexp β  X
 

= −  
 ′ 

1

 

=سازي مقادیر تولید کرد. در این شبیه 2ν  1=وγ  اند. در این شدهگرفتهبرابر یک در نظر
]، براي تولید 15روش بندر و همکاران [ 1مقاله با در نظر گرفتن یک میدان تصادفی گاوسی

هاي فضایی از میدان داده مدل بنديبراي  معمولاًهاي بقاي فضایی تعمیم داده شد. داده
)صورت تصادفی به ){ }; ;∈ ⊆ ≥ 1dZ s s D R d این 16شود (محمدزاده [استفاده می .([

توزیع توأم  1m≤شود، هرگاه براي هر میدان تصادفی گاوسی نامیده می
( ) ( )( ), ,…1 mZ s Z sاز با استفاده هاي بقاي فضایی ، نرمال چندمتغیره باشد. براي تولید داده

) یکنواختبا توزیع  U یک متغیر تصادفی پیوسته ),1ou   داریم:  

                                                                                                                                          
1- Gaussian random field 
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( )
( )( )

νlog U
T

γexp β  X

 
= −  

+  ′

1

Z s
 

)که در آن  )⋅Z  و  موردنظرمیدان تصادفی گاوسیs  موقعیت مکانی برحسب طول و عرض
-صورت مشبکهتوانند بهفضایی میهاي بقاي موقعیت واحد آماري  است. با توجه به آنکه داده

هاي بقاي فضایی زمین آماري با استفاده مشاهده شوند، در این مقاله داده 2یا زمین آماري 1اي
اثر فضایی روي یک  nها، اند. براي تولید دادهتولیدشدهنگار در فواصل منظم از تابع تغییر

n×مشبکه  n  هاي این مشبکه، و بر اساس ماتریس فاصله گره شدهگرفتهدر نظرn  داده

)صورت گاوسی به 3نگاراز میدان تصادفی گاوسی با تابع تغییر )
d

C σ exp
a

 
 = −
 
 

2
2

2d 

σ یرمقادفاصله اقلیدسی بین نقاط است و  dاست، که در آن  تولیدشده =2 aو  5 = به  2
داده  400به همین ترتیب اند. شدهگرفتهترتیب براي واریانس و دامنه میدان تصادفی در نظر 

اند. براي تولیدشدهبار تکرار  1000و  500درصد سانسور و  80و  20بقا و بقاي فضایی با 
) و درصد قدرمطلق MSE( 4میانگین توان دوم خطامقایسه عملکرد دو مدل از معیارهاي 

بر هاي بقا و بقاي فضایی است. در این مطالعه داده شدهاستفادهها برآورد) MAPB( 5اریبی
ار با هر سه متغیر تبیینی و ب بارکیاند اما تولیدشده شدهگرفتهسه متغیر تبیینی در نظر  اساس

است. در این مطالعه در هر مجموعه داده  شدهگرفتهدر نظر  تراهمیتکمدیگر دو متغیر تبیینی 
هاي نتایج برازش مدل است. شدهحذف) فشارخونها (وزن و متغیر تبیینی تأثیرگذارتر بر داده

سازي شده با در نظر گرفتن سه و دو متغیر کاکس و شکنندگی به چهار مجموعه داده شبیه
شود با در نظر ملاحظه می 1طور که در جدول هماناند. شدهارائه 4تا  1یینی در جداول تب

اند عملکرد یکسانی داشته باًیتقرو شکنندگی  خطرهاي متناسبگرفتن سه متغیر تبیینی، مدل 
 خطرهاي متناسباما با حذف یک متغیر تبیینی مدل شکنندگی عملکرد بهتري نسبت به مدل 

- ضرایب متغیرهاي تبیینی باقی برآوردنتایج با حذف یک متغیر تبیینی،  اساس بر داشته است.
تر از حالتی است که تمامی متغیرهاي تبیینی در مانده در مدل (کاکس و شکنندگی) نادقیق

 1نظر گرفته شود. حذف یک متغیر به معناي وجود عوامل خطر ناشناخته در مدل است. جدول 
در این حالت در مدل شکنندگی به خاطر وجود متغیر شکنندگی ضرایب  برآورددهد نشان می

                                                                                                                                          
1- Lattice 
2- Geostatistical 
3- Covariogram 
4- Mean Square Error  
5- Mean Absolute Percentage Bias  
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خطرهاي تر از مدل دقیق مراتببهکند که اثر عوامل خطر ناشناخته را در مدل تبیین می
  است. متناسب 

  1هاي مجموعه و شکنندگی براي داده خطرهاي متناسببرآورد پارامترها با مدل  :1جدول 

  شکنندگی  کاکس      
 MAPB  MSE  برآورد MAPB MSE  برآورد  پارامتر  سانسور  تکرار
  
  
  
  
  
  
500  

20 

1β  502/0 308/0  001/0<  516/0 270/3 001/0< 

2β  603/0 537/0 001/0< 621/0 503/3 001/0< 

3β   704/0 537/0 001/0< 725/0 503/3 001/0 

1β  168/0  378/66 110/0  204/0 104/59 087/0 

2β  172/0 263/71 183/0 204/0 051/66 157/0 

٨٠ 

1β 514/0 893/2 001/0<  539/0 738/7 001/0 

2β 611/0 890/1 001/0< 640/0 584/6 002/0 

3β 713/0 946/1 001/0< 746/0 650/6 002/0 

1β  292/0  513/41 043/0 300/0  969/39 399/0 

2β 210/0 984/64 152/0 216/0 056/64 147/0 
  
  
  
  
  
  

1000  

20 

1β 501/0 238/0 001/0< 515/0 064/3  001/0<  
2β 603/0 431/0 001/0< 620/0 305/3 001/0< 

3β  704/0 540/0 001/0< 724/0 384/3 001/0 

1β 188/0 366/62 097/0 259/0 117/48 058/0 

2β  186/0 045/69 172/0 263/0 176/56 114/0 

٨٠ 

1β 510/0 980/1 001/0< 533/0 661/6 001/0  
2β 609/0 466/1 001/0< 635/0 870/5 001/0 

3β  711/0 504/1 001/0< 743/0 093/6 002/0 

1β 306/0 885/38 038/0 331/0 894/33 029/0 

2β  239/0 216/60 131/0 267/0 519/55 111/0 
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  2هاي مجموعه برآورد پارامترها با مدل خطرهاي متناسب و شکنندگی براي داده :2جدول 
  شکنندگی  کاکس      
 MAPB  MSE  برآورد MAPB  MSE  برآورد  پارامتر  سانسور  تکرار
  
  
  
  
  
  
500  

20 

1β  506/0 251/1  001/0< 527/0 414/5 001/0 

2β  602/0 343/0 001/0< 627/0 502/4 001/0 

3β   706/0 889/0 001/0< 735/0 070/5 001/0 

1β  334/0  236/33 028/0  401/0 774/19 010/0 

2β  323/0 097/46 076/0 387/0 548/35 045/0 

٨٠ 

1β 506/0 279/1 001/0< 526/0 156/5 001/0 

2β 596/0 644/0 001/0< 619/0 153/3 001/0< 

3β 709/0 354/1 001/0< 737/0 236/5 001/0 

1β  392/0 637/21  012/0  411/0 815/17 008/0 

2β 406/0 302/32 038/0 422/0 650/29 032/0 
  
  
  
  
  
  

1000  

20 

1β 503/0 604/0 001/0< 522/0 459/4  001/0<  
2β 605/0 860/0 001/0< 628/0 672/4 001/0 

3β  705/0 662/0 001/0< 732/0 530/4 001/0 

1β 331/0 751/33 028/0 427/0 671/14 005/0 

2β  427/0 842/28 030/0 540/0 940/9 004/0 

٨٠ 

1β 504/0 831/0 001/0< 525/0 963/4 001/0 

2β 612/0 050/2 001/0< 636/0 027/6 001/0 

3β  706/0 898/0 001/0< 732/0 562/4 001/0 

1β 410/0 978/17  008/0  439/0 200/12 004/0 

2β  592/0 408/1 001/0 627/0 424/4 001/0 

- خانواده توزیع و در مجموعه در این مطالعه متغیرهاي تبیینی دو مجموعه اول و سوم از یک
هاي اول و سوم اند که در مجموعهشدهگرفتههاي دوم و چهارم از سه توزیع مختلف در نظر 

با داشتن بیشترین واریانس  فشارخونهاي دیگر متغیر تبیینی متغیر تبیینی وزن و در مجموعه
 2و  1طور که در جداول همانهاي بقا و بقا فضایی هستند. تأثیرگذارترین متغیر تبیینی بر داده

متغیر تبیینی در هر مجموعه میانگین توان دوم  نیمؤثرترکنید با در نظر نگرفتن ملاحظه می
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است  ترفراواناست اما این افزایش براي مجموعه اول  یافتهافزایشخطا و درصد قدرمطلق اریبی 
بیشتر  تأثیرگذاري رنتیجهدو علت آن پراکندگی بیشتر متغیر تبیینی وزن در مجموعه اول و 

  هاي بقاي مجموعه اول است.این متغیر تبیینی بر داده
  3هاي مجموعه برآورد پارامترها با مدل خطرهاي متناسب و شکنندگی براي داده :3ول جد

  شکنندگی  کاکس      
 MAPB  MSE  برآورد MAPB  MSE  برآورد  پارامتر  سانسور  تکرار
  
  
  
  
  
  
500  

20 

1β  218/0 488/56  080/0  333/0 347/33 028/0 

2β  257/0 153/57 118/0 395/0 157/34 042/0 

3β   298/0 358/57 161/0 460/0 276/34 058/0 

1β  146/0  792/70 125/0  181/0 885/63 102/0 

2β  141/0 583/76 211/0 171/0 570/71 184/0 

٨٠ 

1β 265/0 011/47 055/0 323/0 442/35 031/0 

2β 322/0 355/46 077/0 393/0 449/34 043/0 

3β 370/0 122/47 109/0 455/0 033/35 060/0 

1β  229/0 152/54 073/0 238/0 482/52 069/0 

2β 183/0 544/69 174/0 190/0 280/68 168/0 
  
  
  
  
  
  

1000  

20 

1β 213/0 411/57 082/0 329/0 220/34  029/0  
2β 251/0 122/58 122/0 390/0 944/34 044/0 

3β  297/0 564/57 162/0 459/0 371/34 058/0 

1β 156/0 838/68 118/0  208/0 388/58 085/0 

2β  154/0 287/74 199/0 210/0 981/64 152/0 

٨٠ 

1β 263/0 324/47 056/0  319/0 250/36 033/0 

2β 325/0 767/45 075/0 388/0 377/35 045/0 

3β  373/0 718/46  107/0 453/0 333/35 061/0 

1β 251/0 843/49  062/0  267/0 680/46 054/0 

2β  207/0 569/65 155/0 224/0 615/62 141/0 

طور شود. همانبا افزایش درصد سانسور، اریبی و میانگین توان دوم خطا بیشتر می طورکلیبه
هاي کاکس و شکنندگی تنها اثر فضایی شود چون در مدلملاحظه می 4و  3که در جداول 
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ها کاهش برآوردها تبیین نشده است، میانگین توان دوم خطا و درصد قدرمطلق اریبی داده
نظر از اینکه متغیرهاي علاوه صرفهدهد. بنشان می 2و  1نسبت به جداول  ايملاحظهقابل

تمامی متغیرهاي تبیینی در مدل نیز  باوجودتبیینی داراي توزیع یکسان یا متفاوتی باشند 
نتایج  عملاً ها قرار گرفته و اثر فضایی داده تأثیرتحت  شدتبه هاآنها و تغییرات برآوردمقادیر 

است. لازم به ذکر است  واقعیتهاي کاکس و شکنندگی بسیار دور از توسط مدل آمدهدستبه
  پارامترها داشته است.  برآوردوبی بر نامطل تأثیرکه حذف یک متغیر تبیینی در این حالت هم 

 4هاي مجموعه برآورد پارامترها با مدل خطرهاي متناسب و شکنندگی براي داده :4جدول 

  شکنندگی  کاکس      
 MAPB  MSE  برآورد MAPB  MSE  برآورد  پارامتر  سانسور  تکرار
  
  
  
  
  
  
500  

20 

1β  209/0 200/58  085/0 287/0 623/42 045/0 

2β  244/0 272/59 126/0 338/0 670/43 069/0 

3β   289/0 770/58 169/0 397/0 325/43 092/0 

1β  182/0  536/63 101/0  225/0 005/55 076/0 

2β  173/0 221/71 183/0 212/0 592/64 150/0 

٨٠ 

1β 297/0 568/40 041/0 320/0 076/36 033/0 

2β 366/0 026/39 055/0 391/0 876/34 044/0 

3β 414/0 892/40 082/0 445/0 454/36 065/0 

1β  261/0 798/47 057/0  273/0  360/45 051/0 

2β 272/0 727/54 108/0 283/0 884/52 101/0 
  
  
  
  
  
  

1000  

20 

1β 208/0 425/58  085/0 285/0 919/42  046/0  
2β 245/0 107/59 126/0 339/0 567/43 068/0 

3β  290/0 577/58 168/0 397/0 307/43 092/0 

1β 186/0 848/62 099/0 236/0 878/52 070/0 

2β  233/0 144/61 135/0 294/0 942/50 093/0 

٨٠ 

1β 287/0 522/42 045/0 311/0 754/37  036/0 

2β 341/0 128/43 067/0 371/0 085/38 052/0 

3β  415/0 717/40 081/0 446/0 271/36 064/0 

1β 263/0  458/47 056/0 278/0 306/44  049/0 

2β  363/0 558/39 056/0 381/0 488/36 048/0 
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  گیريبحث و نتیجه -5
هاي بقا و بقاي فضایی با درصد هاي کاکس و شکنندگی براي دادهدر این مقاله عملکرد مدل

 موردبررسیسانسورهاي متفاوت و با در نظر گرفتن متغیرهاي تبیینی از یک و چند خانواده 
بسزایی در  تأثیرقرار گرفت. نتایج بیانگر آن است که در نظر نگرفتن یک یا چند متغیر تبیینی 

ذف یک متغیر تبیینی از مدل یا هنگام ح روازاینها دارد. به داده شدهدادهعملکرد مدل برازش 
 تأثیرگذارينادیده گرفتن آن باید در نظر داشت که علاوه بر ضریب ثابت متغیر تبیینی، میزان 

ها نیز باید در نظر گرفته شود و دقت بیشتري در استخراج این متغیر تبیینی بر مجموعه داده
امل که ممکن است توسط محققان بر داده بقا لازم است. یکی از این عو مؤثرمتغیرهاي تبیینی 

گیري نشود اثر فضایی در برخی مطالعات زمان بقا است. قرار نگیرد و حتی اندازه موردتوجه
تواند دهند که در نظر نگرفتن اثر فضایی در مدل میسازي این واقعیت را نشان مینتایج شبیه

  کم کند. ايملاحظهقابلو شکنندگی را تا میزان  خطرهاي متناسبکارایی مدل 

  تقدیر و تشکر
حمایت  ها موجب بهبود مقاله شد و ازآننویسندگان از داوران محترم مجله که نظرات ارزنده 

  نمایند.هاي ترتیبی و فضایی دانشگاه فردوسی مشهد قدردانی میقطب علمی داده
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Frailty and Proportional Hazards Models for Analysis of Spatial 
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Abstract 
One of the most widely used models for fitting survival data is Cox 
proportional hazards model that is based on homogeneity, independence and 
equi-distributed of survival data. However, in many cases, hazards of 
statistical units are different and the assumption of population homogeneity 
is not established. One of the reasons for such deference is the unknown or 
unobserved risk factors, which may lead to some misleading models if there 
is no concern for them or some models such as Cox proportional hazard 
models have to be implemented. In such cases, regarding the unknown risk 
factors, frailty models are used. In this paper, the performances of the Cox 
and frailty models for survival and spatial survival data with unknown risk 
factors are considered. The efficiency of these models whilst the source of 
unknown risk factors is the spatial correlation of survival data is also 
examined. 

Keywords: Survival data, Cox proportional hazards model, Frailty model, 
Spatial survival model. 
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