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)برآورد  )R P X Y  هاي در توزیع نمایی، بر اساس روش

E-بیز و بیز سلسله مراتبی  

   1شهرام یعقوب زاده شهرستانی

 سراصومعه دانشگاه پیام نورگروه آمار، 

  22/5/1397تاریخ پذیرش:  9/10/1395  تاریخ دریافت:

ردگر ي برآو، باعث افزایش خطاگاهی اوقات وسیع بودن حوزه تغییرات پارامتر روي فضاي پارامترچکیده: 

تواند می 2بیز و بیز سلسله مراتبی-Eشود که در این صورت، برآوردهاي پسین بیزي برآورد بیز می

متغیرهاي تصادفی  Yو X کههاي مناسبی براي برآورد بیز باشند. بنابراین در این مقاله، وقتیجانشین

بیز و بیز سلسله مراتبی -Eباشند، برآوردهاي هاي نمایی با پارامترهاي مختلف میمستقل و داراي توزیع

( )R P X Y ، سازيشود. سپس به کمک روش شبیهتحت تابع زیان مربع خطا به دست آورده می 

مقایسه  Rهاي واقعی، برآوردگرهاي پیشنهادي باهم و با برآورد بیز کارلو و دو مجموعه دادهمونت

  شوند. می

نمایی، تابع زیان مربع خطا، ، توزیع بیز سلسله مراتبیبیز، برآورد -E: برآورد ي کلیديهاواژه

  کارلو.سازي مونتشبیه

  .10C62 ،12F62 :)2010بندي ریاضی (رده

  مقدمه -1

) یعنی ،مقاومت-برآورد پارامتر قابلیت اعتماد یا پارامتر تنش )R P X Y   که کارایی یک

دهد یکی از مسائل مهم استنباط آماري است که در علوم مختلفی مانند سیستم را نشان می

ها، یه طول عمر، قابلیت اطمینان مکانیکی یک سیستم، در مفاهیم مهندسی مانند سازهرظن

 پارامترهاي هواپیما کاربرد دارد. در قابلیت اعتماد، فرسودگی موتور موشک و فرسودگی سازه

 X یمقاومت تصادف ،که سیستمطول عمر یک سیستم است وقتی کنندهفیتوص ،مقاومت-تنش

 ،افتدبرد. همچنین سیستم دچار اختلال شده و از کار میمی کاره ب Y را در برابر تنش تصادفی

                                                                                                                                                
  yagoubzade@gmail.com  :آدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله -1

2- Hierarchical Bayesian 
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X گریدعبارتبهتنش بتواند بر مقاومت سیستم غلبه کند یا  ،اگر و فقط اگر در هر زمان Y. 

متغیرهاي تصادفی  Y و Xکه وقتی، R عتمادانویسندگان بسیاري به برآورد پارامتر قابلیت 

در توزیع نمایی دومتغیره توسط  Rبرآورد  اند.پرداخته ،باشندمستقل و داراي یک نوع توزیع می

 12، در توزیع بور نوع ]2[، در توزیع نرمال چند متغیره توسط گوپتا و گوپتا ]1[آواد و همکاران 

، در توزیع نمایی ]4[یافته توسط کاندو و گوپتا ، در توزیع نمایی تعمیم]3[توسط رکب و کاندو 

 هاي رکورديیافته بر مبناي نمونه، در توزیع نمایی تعمیم]5[سه پارامتري توسط رکب و همکاران 

 اصغرهاي سانسور فزاینده نوع دوم توسط ، در توزیع وایبول بر اساس نمونه]6[توسط باکلیزي 

نده نوع دوم توسط لیو و هاي سانسور فزای، در توزیع نمایی بر مبناي نمونه]7[و همکاران  زاده

و در توزیع لیندلی توانی توسط  ]9[موتایري و همکاران -، در توزیع لیندلی توسط ال]8[تساي 

  ی قرار گرفت. موردبررس ]10[گیتانی و همکاران 

است. یکی از این  شدهارائههاي آماري هاي مختلفی براي برآورد پارامترهاي توزیعاز دیرباز روش

 ها روي فضايهاي پیشین است که انتخاب معقول آن، روش برآورد بیز مبتنی بر توزیعهاروش

نقش مهمی در کاهش خطاي برآوردگر پسین بیزي دارد. گاهی اوقات وسیع بودن حوزه  ،پارامتر

ود. شایسه می، باعث افزایش خطا و بزرگ شدن معیارهاي مقتغییرات پارامتر روي فضاي پارامتر

تعریف توزیع پیشین مناسب روي فضاي پارامتر و اعمال شرایطی خاص روي ابر  ،بنابراین

 1، نقش مهمی در کاهش معیارهاي مقایسه دارد. برآوردهاي بیز تجربیپارامترهاي توزیع پیشین

ندلی و یاز این نوع هستند. توزیع پیشین بیز سلسله مراتبی ابتدا توسط ل  2و بیز سلسله مراتبی

هاي موردبررسی بیشتري قرار گرفت و روش ]12[معرفی شد و سپس توسط هان   ]11[اسمیت 

E-هاي بیز و بیز سلسله مراتبی معرفی شدند. اخیراً از روشE- بیز و بیز سلسله مراتبی براي

، ]14-13[اي توسط هان برآورد پارامتر توزیع نمایی و براي برآورد پارامتر نسبت توزیع دوجمله

هاي سانسور فزاینده ، بر اساس نمونه12براي برآورد پارامتر و تابع قابلیت اعتماد توزیع بور نوع 

و براي برآورد پارامتر توزیع پاسکال توسط وانگ و همکاران  ]15[نوع دوم توسط جاهین و اکاشا 

  شد.  قرارگرفته مورداستفاده ]17[ زاده وسفیو  ]16[

-Eهاي متفاوت محاسبه شد، اما تاکنون برآوردهاي هاي مختلف در توزیعبه روش Rبرآورد 

 Yو  Xکه بیز و بیز سلسله مراتبی آن در هیچ توزیعی به دست آورده نشد. در این مقاله، وقتی

باشند، می 2و  1هاي نمایی با پارامترهاي متغیرهاي تصادفی مستقل و به ترتیب داراي توزیع

)بیز و بیز سلسله مراتبی -Eبرآوردهاي  )R P X Y  تحت تابع زیان درجه دوم خطا به ،

به ترتیب با تابع چگالی  همچنین در این مقاله، توزیع نمایی با پارامتر شود. دست آورده می

  احتمال و تابع توزیع 

                                                                                                                                                
1- Emperical Bayesian 
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( ; ) , ,xf x e x    0 0                                              (1) 

( ; ) , ,xF x e x    1 0 0                                            (2) 

)و با نماد  شدهگرفتهدر نظر  )E  که در این مقاله، وقتی .شودنشان داده میX  وY  متغیرهاي

)هاي تصادفی مستقل و به ترتیب داراي توزیع )E 1  و( )E 2  هستند، برآوردهايE- بیز و بیز

)سلسله مراتبی  )R P X Y  تحت تابع زیان درجه دوم خطا یعنی ،( , ) ( )L    
 

  2 

د شوها فرض میشود. همچنین در این بخشهاي دوم و سوم به دست آورده میبه ترتیب در بخش

1  و2هاي پیشین به ترتیب زیر، پارامترهاي مستقل از هم هستند و داراي توزیع  
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شود که طوري در نظر گرفته می b1و  a1)، 3، در رابطه (]12[باشند. با توجه به هان می

( | , )a b 1 1 1   کاهشی باشد بنابراین با توجه به رابطه  1نسبت به  1
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bباید  1 aو  0 10 شود، کارایی باعث می b1نشان داد که بزرگ شدن  ]18[باشد. برگر  1

 صورتدار شده و بهباید از بالا کران b1کاهش یابد، بنابراین ابر پارامتر  1برآوردگر بیز 
b c 1  b1، ]14[با توجه به هان  درنتیجهعددي ثابت است در نظر گرفته شود  c1که  10

)صورت یک متغیر تصادفی با توزیع یکنواخت پیوسته در بازه به , )c10  یعنی( )b
c

 3 1

1

1
و  

b c 1 aشرط شود. همچنین با توجه بهدر نظر گرفته می 10 10 ، بدون از دست دادن 1

aکنیم کلیت مسئله فرض می 1   صورت ) به3صورت رابطه ( باشد که در این 1

( | ) , ,bb be b    1 1

1 1 1 1 1 10 0                                                    (5) 

))، توزیع 4ر رابطه (د b2و  a2شود. با استدلالی مشابه استدلال فوق درباره تبدیل می )b4 2b2 

)توزیع یکنواخت پیوسته در بازه  , )c20  کهc2 شود و با عددي ثابت است در نظر گرفته می

aانتخاب  2   صورت ) به4، رابطه (1

( | ) , ,bb b e b    2 2

2 2 2 2 2 20 0                                                  (6) 
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، هاي واقعیکارلو و دو مجموعه دادهسازي مونتشود. در بخش چهارم با استفاده از شبیهتبدیل می

شوند. بخش پنجم هم به نتایج باهم مقایسه می Rبیز و بیز سلسله مراتبی -Eبرآوردگرهاي بیز، 

  است. شدهدادهمقاله اختصاص 

   R بیز پارامتر-Eبرآورد  -2

,فرض کنید  ,..., nX X X1 )یک نمونه تصادفی از توزیع  2 )E 1  و, ,..., mY Y Y1 یک نمونه  2

)تصادفی از توزیع  )E 2  آنگاه با توجه به که دو نمونه تصادفی مستقل از هم هستندباشند ،

  ) و تابع درستنمایی 6) و (5روابط (
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  ها برابر است با:شرط دادهبه 2و  1توزیع پسین 
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)که در آن  , ,..., , , ,..., )n mZ X X X Y Y Y 1 2 1 )، برآورد 8. بنابراین با توجه به رابطه (است 2

)بیز  )R P X Y
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  ، تحت تابع زیان درجه دوم خطا از رابطه 
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با توجه به رابطه 
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  آید.زیر به دست می
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) و با فرض 9در رابطه ( Iبنابراین با جایگذاري 
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  شود.صورت زیر تعریف میبرآورد بیز به ]12[با توجه به هان 

) و در توزیع پیشین  ییپارامترها ابر b2و  b1اگر : 1تعریف , )b b 1 توزیع پیشین توأم  2

( , )b b1 ˆو  2 ( , )B b b 1 ˆکه با نماد   بیز پارامتر-Eآنگاه برآورد   باشند. برآورد بیز  2
EB 

  گردد.صورت زیر تعریف میشود بهنشان داده می
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، تحت تابع زیان درجه دوم خطا برابر Rبیز -E، برآورد 1) و تعریف10بنابراین با توجه به رابطه (
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  داریم: آن درکه 
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  Rبرآورد بیز سلسله مراتبی   -3

تحت تابع زیان درجه دوم خطا به دست آورده  ،Rدر این بخش برآورد بیز سلسله مراتبی 

  شود.صورت زیر تعریف میتوزیع پیشین سلسله مراتبی به ]12[شود. با توجه به هان می

)یعنی  یک ابر پارامتر در تابع چگالی احتمال پیشین   فرض کنید: 2تعریف | )    و

'( )  ، تابع چگالی پیشین ابر پارامتر  پیشین سلسله مراتبی احتمالباشد، آنگاه تابع چگالی 

 شود.صورت زیر تعریف میبه  
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 1هاي پیشین سلسله مراتبی پارامترهاي ، توزیع2) و تعریف6) و (5بنابراین با توجه به روابط (
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شرط به 2و  1پسین سلسله مراتبی  احتمال)، تابع چگالی 12) و (7بنابراین با توجه به روابط (

  شود.صورت زیر محاسبه میبهها داده
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)**باشند. بنابراین با توجه به می , | )Z  1 ، تحت تابع زیان R، برآورد بیز سلسله مراتبی 2

ˆدرجه دوم خطا که با نماد 
HBR شود. صورت زیر به دست آورده میشود بهنشان داده می  
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ˆبراي محاسبه 
HBR ابتدا انتگرال زیر به کمک تغییر متغیر ،u  1   شود.  محاسبه می 2
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که طوريبه
m

j
j

C c y


 4 2
1

  و  

( )( ) ( )
( , )

m j k m j k m j k

c m j km j k m j k
K j k

y C C       

         
  2

1 1
4 4

1 1
 

  باشند.می

  هاتحلیل داده -4

هاي واقعی، برآوردهاي بیز، کارلو و دو مجموعه دادهسازي مونتدر این بخش با استفاده از شبیه

E- بیز و بیز سلسله مراتبیR شوند.باهم مقایسه می  

  سازيمطالعه شبیه -4-1

)در این بخش، در مرحله اول از توزیع  )E 1  توسط رابطهlog( )X U


  
1

1
به ازاي  1

/ 1 1 )و از توزیع  5 )E 2  توسط رابطهlog( )Y V


  
2

1
/به ازاي  1 2 2  Uکه  5

ند. در شوهاي متفاوت تولید میهاي تصادفی با حجمتوزیع یکنواخت استاندارد دارند، نمونه Vو 

)مرحله دوم به ازاي  , ) ( , ),( , )c c 1 2 2 3 4 )هاي و به کمک توزیع 4 ) ,b b c
c

   3 1 1 1

1

1
و  0

( ) ,b b c
c

   4 2 2 2

2

1
در مرحله سوم، به کمک روابط  شوند.تولید می b2و  b1به ترتیب  0

شوند. به دست آورده می Rبیز و بیز سلسله مراتبی -E)، برآوردهاي بیز، 14) و (11)، (10(

و میانگین  R شدهاشارهبار تکرار نموده و میانگین اریبی برآوردهاي  1000مراحل اول و سوم را 

آورده شده  2و  1هاي سازي در جدولشوند. نتایج شبیهها به دست آورده میمربع خطاي آن

 است. 
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ها (داخل پرانتز)، تحت با میانگین مربع خطاي آن Rاریبی برآوردگرهاي  میانگین ):1جدول (

)تابع زیان درجه دوم خطا براي  , ) ( , )c c 1 2 2 )و  3 , )n m  ها و( , )b b1   هاي مختلف 2

( , )n m  ( , )b b1 2  ˆ
BR  ˆ

EBR  ˆ
HBR  

)60 ،20(  )4/0 ،1/0(  )03891/0 (42794/0-  )03866/0 (34016/0-  )12285/0 (41918/0-  
)5/1 ،5/0(  )04509/0 (35889/0-  )03738/0 (23468/0-   )14709/0 (30803/0-  
)3  ،5/1(  )04708/0 (22029/0-  )03109/0 (09786/0-  )17375/0 (06158/0-  
)5/0 ،4/0(  )06182/0 (18592/0-  )04705/0 (11058/0-  )10865/0 (20938/0  
)5/1 ،5/1(  )05744/0 (11626/0-  )03670/0 (03583/0-  )07796/0 (27005/0  

)1 ،5/1(  )05728/0 (03502/0-  )03731/0 (01494/0  )03082/0 (03385/0  
)5/0 ،1(  )05795/0 (02661/0  )04108/0 (05239/0  )01498/0 (35933/0  
)3/0 ،7/0(  )05584/0 (06161/0   )04102/0 (07608/0  )00938/0 (36675/0  
)2/0 ،6/0(  )04965/0 (11222/0  )03859/0  (11433/0  )00363/0 (37232/0  
)3/0 ،2/1(  )04316/0 (16090/0  )03351/0 (15182/0  )00186/0 (37331/0  

)4/0 ،2(  )03861/0 (18837/0   )03089/0 (17186/0  )00107/0 (37398/0  

)80 ،40(  )4/0 ،1/0(  )03037/0 (42488/0-  )02980/0 (35951/0-  )05671/0 (52569/0-  
)5/1 ،5/0(    )03640/0 (36802/0-  )03168/0 (28037/0-  )07563/0 (47289/0-  
)5/1 ،5/0(  )03640/0 (36802/0-  )03168/0 (28037/0-  )07563/0 (47289/0-  

)3 ،5/1(  )03938/0 (25599/0-  )02894/0 (16863/0-  )12433/0 (27463/0-  
)5/0 ،4/0(  )04839/0 (18416/0-  )03869/0 (13709/0-  )12455/0 (07935/0  
)5/1 ،5/1(  )04627/0 (12069/0-  )03308/0 (07552/0-  )09255/0 (17189/0  

)1 ،5/1(  )04339/0 (03519/0  )03346/0 (03634/0    )04088/0 (30120/0  
)3/0 ،7/0(  )03967/0 (06985/0  )03186/0 (06388/0  )00982/0 (36084/0  
)2/0 ،6/0(  )03625/0 (12076/0  )03029/0 (10614/0  )00371/0 (37116/0  
)3/0 ،2/1(  )03219/0 (16954/0  )02730/0 (14483/0  )00250/0 (37206/0  

)4/0 ،2(  )02829/0 (19860/0  )02453/0 (16692/0  )00131/0 (37317/0  

)50 ،50(  )4/0 ،1/0(  )03065/0 (42189/0-  )02861/0 (37901/0-  )01894/0 (59579/0-  
)5/1 ،5/0(  )03539/0 (36712/0-    )02982/0 (31463/0-  )02421/0 (58175/0-  

)3، 5/1(  )04091/0 (25946/0-  )02958/0 (21961/0-  )06589/0 (49523/0-  
)5/0 ،4/0(  )04776/0 (17954/0-  )03789/0 (16818/0-  )13532/0 (22349/0-  
)5/1 ،5/1(  )04813/0 (12607/0-  )03398/0 (12577/0-  )14059/0 (12691/0-  

)1 ،5/1(  )04648/0 (03033/0-  )03473/0 (05504/0-  )10437/0 (13783/0  
)5/0 ،1(  )04559/0 (03676/0  )03513/0 (00103/0  )05976/0 (26559/0   
)3/0 ،7/0(  )04183/0 (07228/0  )03504/0 (03381/0  )03636/0 (32073/0  
)2/0 ،6/0(  )03774/0 (12144/0  )03315/0 (07849/0  )01403/0(35963/0  
)3/0 ،2/1(  )03229/0 (16923/0  )02936/0 (11505/0  )00862/0 (36307/0  

)4/0 ،2(  )02810/0 (19585/0  )02623/0 (13364/0  )00526/0 (36742/0  

)60 ،90(  )4/0 ،1/0(  )02739/0 (42146/0-  )02585/0 (39392/0-  )0696/0 (61251/0-  
)5/1 ،5/0(  )03118/0 (36789/0-  )02596/0 (33877/0-  )00982/0 (60593/0-  

)3 ،5/1(  )03536/0 (27577/0-  )02607/0 (26186/0-   )02833/0 (56752/0-  
)5/0 ،4/0(  )04047/0 (17718/0-  )03242/0 (18645/0-  )08972/0 (38801/0-  
)5/1 ،5/1(  )04099/0 (12500/0-  )03038/0 (15051/0-  )10565/0 (30739/0-  

)1 ،5/1(  )03883/0 (03037/0-  )03004/0 (07689/0-  )11474/0 (02959/0-  
)5/0 ،1(  )03714/0 (03904/0  )03082/0 (01459/0-  )08257/0 (17203/0  
)3/0 ،7/0(  )03466/0 (07571/0  )03003/0 (02168/0  )05181/0 (02725/0  
)2/0 ،6/0(  )03140/0 (12363/0  )02857/0 (06770/0  )02056/0 (34655/0  
)3/0 ،2/1(  )02676/0 (17141/0  )02533/0 (10515/0    )01379/0 (35101/0  

)4/0 ،2(    )02357/0 (19883/0  )02299/0 (12517/0  )00839/0 (35929/0  
)2/0 ،2/1(  )02057/0 (22903/0  )02138/0 (16579/0  )00279/0 (37119/0     
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ها (داخل پرانتز)  تحت تابع زیان با میانگین مربع خطاي آن Rاریبی برآوردگرهاي میانگین ):2جدول (

)درجه دوم براي  , ) ( , )c c 1 2 4 )و  4 , )n m  ها و( , )b b1   هاي مختلف 2

( , )n m  ( , )b b1 2   ˆ
BR   ˆ

EBR  ˆ
HBR  

)90 ،30(  )4 ،1(  )03202/0 (35327/0-  )02641/0 (21765/0-  )08114/0 (47389/0-  
)4 ،2(  )03774/0 (20808/0-  )02549/0 (09480/0-  )14515/0 (08129/0-  
)3 ،3(  )04197/0 (08992/0-  )02591/0 (01361/0-  )06246/0 (26915/0  
)2 ،3(  )04553/0 (02622/0-   )02867/0 (02449/0  )02467/0 (33941/0  
)1 ،2(  )04591/0 (03021/0  )03154/0 (05714/0  )01125/0 (35936/0  

)2/0 ،5/0(  )04325/0 (08049/0    )03009/0 (08905/0  )00645/0 (36587/0  
)1 ،3(  )03901/0 (10453/0  )02725/0 (10986/0  )00179/0 (37032/0  

)100 ،50(  )4 ،1(  )02756/0 (37941/0-  )02402/0 (27669/0-  )03455/0 (55633/0-  
)4 ،2(  )02519/0 (20596/0-  )02514/0 (09324/0-  )11312/0 (07436/0-  
)3 ،3(  )03766/0 (10859/0-  )02546/0 (06171/0-  )08453/0 (16828/0  
)2 ،3(  )03906/0 (03130/0-  )02704/0 (00998/0-  )02424/0 (30057/0  
)1 ،2(  )03780/0 (03265/0  )02815/0 (03464/0   )01747/0 (34157/0  

)2/0 ،5/0(  )03609/0 (08453/0  )02994/0 (07603/0  )01035/0 (35617/0  
)1 ،3(  )03252/0 (10734/0  )02492/0 (09047/0  )00563/0 (36471/0  

)4/0 ،6/1(  )02825/0 (16745/0  )02392/0 (14269/0  )00255/0 (37043/0  

  )100 ،100(  )4 ،1(  )02301/0 (40078/0-  )02017/0 (34182/0-  )00725/0 (60813/0-  
)3/0 ،1/0(  )02673/0 (37431/0-  )02437/0 (34071/0-  )01676/0 (58492/0-   
)3 ،05/1(  )02947/0 (26995/0-  )02201/0 (30043/0-  )01839/0 (58061/0-  

)4 ،2(  )02947/0 (26995/0-  )02229/0 (22879/0-  )04449/0 (50673/0-  
)3 ،3(  )031977/0 (12547/0-  )02309/0 (12533/0-  )10094/0 (12648/0-  
)1 ،2(  )03114/0 (03422/0  )02494/0 (00108/0-  )04473/0 (25623/0  

)2/0 ،5/0(  )02873/0 (08808/0    )02524/0 (05479/0    )02654/0 (30859/0  
)1 ،3(  )02613/0 (10913/0    )02190/0 (05804/0  )01618/0 (33606/0    
)5/0 ،2(  )02263/0 (16815/0  )02065/0 (11624/0  )00739/0 (35788/0  
)3/0 ،5/1(  )01975/0 (20427/0  )01907/0 (15468/0  )00392/0 (36596/0  

)4/0 ،4(  )01236/0 (27064/0  )01370/0 (21486/0  )00049/0 (37388/0  

)50 ،75(  )4 ،1(  )03029/0 (39220/0-  )02451/0 (34981/0-  )00463/0 (61710/0-  
)3 ،1(  )03454/0 (35379/0-  )02697/0 (32083/0-  )01088/0 (60662/0-  

)3 ،05/1(  )03536/0 (34489/0-  )02732/0 (31375/0-  )01248/0 (60393/0-  
)4 ،2(  )03721/0 (36323/0-  )02605/0 (25057/0-  )03127/0 (56689/0-  
)4 ،4(  )03562/0 (14419/0-  )02335/0 (17134/0-  )11339/0 (31191/0-  
)2 ،4(  )03659/0 (00979/0-  )02637/0 (07509/0-  )09729/0 (13641/0  

)2/0 ،5/0(  )03737/0 (08941/0  )03296/0 (03597/0  )06615/0 (23217/0  
)1 ،3(  )03562/0 (14419/0-  )02335/0 (17134/0-  )11339/0 (31191/0-  
)1 ،4(  )02865/0 (12885/0  )02449/0 (04057/0  )02142/0 (33489/0  
)4/0 ،2(  )02587/0(19705/0  )02514/0 (11999/0  )01244/0 (35304/0  
)4/0 ،4(  )01654/0 (25815/0  )01865/0 (17749/0  )00164/0 (37221/0  

)50 ،100(  )4 ،1(  )02854/0 (39951/0-  )02261/0 (37235/0-  )00239/0 (62066/0-  
)3 ،1(  )03289/0 (35739/0-  )02520/0 (34052/0-  )00578/0 (61668/0-  

)3 ،05/1(  )03307/0 (34930/0-  )02512/0 (33427/0-  )00645/0 (61332/0-  
)4 ،2(  )03611/0 (27170/0-  )02504/0 (27736/0-  )01798/0 (59198/0-  
)4 ،4(  )03377/0 (15450/0-  )02212/0 (19999/0-  )08318/0 (41961/0-  
)2 ،3(  )03815/0 (05309/0-  )02722/0 (12319/0-  )12379/0 (17364/0-  
)2 ،4(  )03401/0 (01079/0-  )02475/0 (09454/0-  )11224/0 (02588/0  

)2/0 ،5/0(  )03479/0 (09057/0  )03115/0 (02638/0  )08532/0 (15336/0  
)1/0 ،3/0(  )03316/0 (12594/0  )03109/0 (06626/0  )06541/0 (23012/0  
)2/0 ،7/0(  )03032/0 (15234/0  )02872/0 (08162/0  )04761/0 (27535/0  

)1 ،4(  )02687/0 (12952/0  )02344/0 (02681/0  )03457/0 (30669/0  
)2/0 ،9/0(  )02554/0 (19134/0  )02547/0 (11821/0  )02515/0 (32407/0  

)4/0 ،2(  )02393/0 (19879/0  )02379/0 (11152/0  )01921/0(33804/0  
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بیز و -E، درباره برآوردهاي بیز سلسله مراتبی، 2و  1هاي سازي ارائه شده در جدولنتایج شبیه

  صورت زیر است.:به Rبیز 

nدر حالت  الف)
m 1که ، وقتی/b

b 1
2

1 بیز از کارایی برآوردهاي -Eباشد، کارایی برآورد  5

b/بیز و بیز سلسله مراتبی بهتر است، اما در حالت 
b 1

2
1 ، کارایی برآورد بیز سلسله مراتبی 5

  باشد. بیز و بیز بهتر می-Eاز کارایی برآوردهاي 

n/ اگر ب)
m 1 1 b/هاي باشد، آنگاه در حالت 5

b 1
2

0 bو  5
b 1
2

، برآورد بیز سلسله 3

/باشد، اما در حالت مراتبی از سایر برآوردها بهتر می
b

b
 1

2

0 5 بیز از سایر برآوردها -E، برآورد 3

  باشد. بهتر می

/اگر  ج) n
m 1 5 bباشد، آنگاه در حالت  2

b 1
2

بیز از سایر برآوردها بهتر -E، برآورد 3

bباشد، اما در حالت می
b 1
2

بهتر بیز و بیز، -E، برآورد بیز سلسله مراتبی از برآوردهاي 3

  باشد.می

که وقتی د)
n

m
 bهاي باشد، آنگاه در حالتمی 2

b 1
2

b/و  1
b 1
2

4 ، برآورد بیز سلسله 5

b/باشد، اما در حالت مراتبی از سایر برآوردها، بهتر می
b 1

2
1 4 بیز از سایر -E، برآورد 5

  باشد. برآوردگرها بهتر می

bطورکلی هرچقدر نسبت بهو) 
b

1
2

]در بازه   / , )2  خطايتر شود، آنگاه میانگین مربع بزرگ 5

bیابد. همچنین با افزایش مقدار همه برآوردگرها کاهش می
b

1
2

]در بازه   / , )4 ، برآورد بیز 5

شود. همچنین همواره بیز و بیز  در هر حالت، کاراتر می-Eسلسله مراتبی از برآوردهاي 

 برآوردگرهاي پیشنهادي از برآورد بیز کاراترند. 

  هاي واقعیداده -4-2

که در بخش سوم  Rهاي واقعی، براي تحلیل برآوردهاي در این زیر بخش از دو مجموعه داده

است،  شدهگرفته ]21[ها که از لاولس شود. این دادهبه دست آورده شده است، استفاده می

نوع  14باشد که تحت فشار بار الکتریکی، نمونه فولادي می 20هاي شکست زمان کنندهبیان

 35هاي مربوط به فشار بارهاي الکتریکی است. در این مقاله از داده قرارگرفتهمیدان الکتریکی 

هاي دوم) استفاده شده که در جدول کولنی (مجموعه داده 5/35هاي اول) و کولنی (مجموعه داده

کردند. برآورد ها استفاده از این مجموعه داده ]22[آورده شده است. اصغرزاده و همکاران  3
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 اسمیرنوف-عددي آماره آزمون کولموگوروف امتر توزیع نمایی و مقدارماکسیمم درستنمایی پار

آورده  4در جدول شدهگرفتههاي در نظر اش براي دو مجموعه دادهمقدار مربوطه-pبه همراه 

ازش ها برخوبی به این دو مجموعه دادهکننده آن است که توزیع نمایی بهشده است. نتایج بیان

از تابع چگالی  Rبیز و بیز سلسله مراتبی -Eمقایسه برآوردهاي بیز،  در این بخش، براي .شودمی

به ترتیب  2و  1هاي پسین )، توزیع8شود. بنابراین با توجه به رابطه (پسین آن استفاده می

( , )
n

i
i

Gamma n X


 
1

)و  1 , )
m

j
j

Gamma m y


 
1

 R، توزیع پسین درنتیجهشوند، می 1

  شود.  صورت زیر به دست آورده میبه

( )
( ) ( ) ,

[ ( ) ]

m n

R n m

r r
f r C n m r

C r C r  


     

  2
1 2

1
2 0 1

1
 

C1 ،Cکه    اند.شدهداده 2قبلاً در بخش  Cو  2

  هاي اول و دوممجموعه داده ):3جدول (

  263  305  280  115  568  129  271  178  169  230  هاي اولدادهمجموعه 

1101  285  724  177  493  218  342  431  143  281  

  227  261  286  168  442  559  852  125  173  156  هاي دوممجموعه داده

285  253  166  133  309  247  112  202  365  702  

هاي اول و دوم، فرض هاي مجموعه دادهعنوان تعداد دادهبه ترتیب به mو  n با در نظر گرفتن

cکنیم می 1 2 ،c 2 از روش مشخصی استفاده  c2و  c1طورکلی براي تعیین باشد. به 1

زاده و یوسف ]15[، جاهین و اکاشا ]14-13[شود، بلکه مانند برخی از نویسندگان مانند هان نمی

شود. براي اطلاعات بیشتر درباره ها در نظر گرفته می icمقدار یا مقادیري براي ثابت  ] 17[

bمراجعه شود. چون باید  ]15[و جاهین و اکاشا  ]13[ویژه به هان ها به icثابت  c 1 و  10

b c 2 )باشند، سه مقدار  20 / , / )0 10 4 ،( / , )1 5 )و  1 ,. / )2 )براي  4 , )b b1 در نظر گرفته  2

بیز و بیز سلسله -Eهاي اول و دوم، مقادیر برآوردهاي بیز، شود. سپس به کمک مجموعه دادهمی

شود که نتایج ها دست آورده مین مربع خطاي آن، مقدار اریبی برآوردگرها و میانگیRمراتبی 

  آورده شده است.  5در جدول 
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-کسیمم درستنمایی پارامتر توزیع نمایی و آماره آزمون کولموگوروف.برآورد ما):4جدول (

  هاي اول و دوم مقدار مربوطه براي مجموعه-pاسمیرنوف با 

آورد ماکسیمم   هامجموعه داده

  درستنمایی پارامتر

آماره آزمون 

  اسمیرنوف-کولموگوروف

p-مقدار  

  765/0                       1366/0             407941/0اول                               

          921/0                       0745/0             326872/0دوم                               

دانیم ، میبخش ریزدر این 
n

m
1 که گیریم وقتی، نتیجه می5. با توجه به جدول

( , ) ( / , / )b b 1 2 0 10 )هاي باشد، برآورد بیز سلسله مراتبی و در حالتمی 4 , ) ( / , )b b 1 2 1 5 1 

)و  , ) ( ,. / )b b 1 2 2 بیز و برآورد بیز سلسله مراتبی از سایر برآوردها -Eبه ترتیب برآوردهاي  4

  سازي در قسمت (ب) است.منطبق با نتایج شبیهبهتر است که 

هاي ها براي مجموعه داده، مقدار اریبی و میانگین مربع خطاي آنRمقادیر برآورد  ):5جدول (

  اول و دوم

    روش برآورد Rبرآورد   اریبی میانگین مربع خط
( , )b b1 2  

0017461/0  0018494/0-    4669483/0 )  1/0، 4/0(  بیز   -Eبرآورد    

 0000041/0  0014207/0-    5975533/0  برآورد بیز سلسله مراتبی 

0017743/0  0018643/0-  4707081/0  برآورد بیز 

0000049/0  0018642/0-    4706851/0 )5/1، 1(  بیز-Eبرآورد    

 0011789/0  0015116/0-  3854568/0   برآورد بیز سلسله مراتبی 

0000051/0   0018493/0-  4669225/0   برآورد بیز 

000005019/0  0018491/0-  4668795/0 )2، 4/0(  بیز-Eبرآورد    

000000078/0  0001293/0-  3911806/0   برآورد بیزي سلسله مراتبی 

000005075/0  0018641/0-  4706471/0   برآورد بیز 

  يریگجهینت   -4

هاي نمایی با پارامترهاي متغیرهاي تصادفی مستقل و داراي توزیع Yو Xکه در این مقاله، وقتی

)بیز و بیز سلسله مراتبی -Eباشند، برآوردهاي می 2و  1به ترتیب  )R P X Y  تحت ،

ه کارلو و دو مجموعسازي مونتتابع زیان مربع خطا به دست آورده شد. سپس به کمک روش شبیه

نتیجه گرفته شد که شدند و مقایسه  Rهاي واقعی، این برآوردگرها باهم و با برآورد بیز داده
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بیز، همواره کاراتر از برآورد بیز هستند، اما کارایی برآوردگرهاي -E برآوردهاي بیز سلسله مراتبی و

     ي به نسبت ابرپارامترهاي توزیع پیشین بستگی دارد.شنهادیپ

  تشکر و قدردانی

ي هاشنهادیپنویسنده مقاله نهایت تشکر را از سردبیر و داوران محترم مجله در ارزیابی و 

  دارد.ارزشمندشان براي بهتر شدن مقاله 
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Estimate R=P(X>Y) in Exponential Ddistribution, Based on E-
Bayesian and Hierarchical Bayesian Methods 

Shahram yagoubzade Shahrestani 
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Abstract 

Sometimes the extent of the parameter domain changes over the space of the 
parameter, increases the risk of posterior Bayesian. In this case, the empirical 
and hierarchical estimates can be a good substitute for Bayesian estimation. In 
this study, when X and Y are two independent exponential distributions with 
different parameters, were estimated the E-Bayesian and hierarchical 
Bayesian for the under squared error loss function. This suggested methods, 
was compared with each other and with the Bayesian estimator using the 
Monte Carlo simulation and two set data. 
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