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مستقیم و معکوس هدایت گرمایی برخی مسائل عددي حل 

 به کمک روش جواب بنیادي دوبعدي 

  ، علی جانمحمدي، مسعود حسن پور، رضا معمار باشی1جواد دمیرچی

  گروه ریاضی، دانشگاه سمنان

  23/5/1397تاریخ پذیرش:  2/11/1395تاریخ دریافت: 

مسائل مستقیم و برخی حل یک روش عددي برپایه روش جواب بنیادي براي  در این مقاله چکیده:

ري خواص نظجواب بنیادي معادله گرما و  براساس. شوددوبعدي به کار گرفته می معکوس هدایت گرمایی

ذاري مناسب نقاط منبعی، روش جواب استقلال خطی و چگال بودن، با جایگ هاي بنیادي شاملجواب

 آمده ازدستشود. سیستم خطی بهبنیادي براي حل برخی مسائل هدایت گرمایی دوبعدي معرفی می

روش فوق براي مسائل مستقیم و معکوس، یک سیستم خطی بد حالت بوده و لذا از یک روند منظم سازي 

ساز، براي به دست آوردن یک تن پارامتر منظمسازي تیخونوف با معیار منحنی ال براي یافبه نام منظم

  باشند.  شود. نتایج عددي نشان دهنده کارایی و دقت روش مورد نظر میجواب عددي پایدار استفاده می

روش جواب  ،معکوسمستقیم و ، مسائل دوبعدي مسائل هدایت گرمایی: هاي کلیديواژه

 .  سازي تیخونفمنظم بنیادي،

   .30R35، 80M65 ):2010موضوعی (رده بندي 

 مقدمه -1

هاي اخیر به سبب کاربردهاي این مسائل در علوم پایه، هاي حل مسائل معکوس در دههروش

مند شده است. یک رده خاص از این مسائل به نام توجهی بهرهمهندسی، فیزیک،... از رشد قابل

باشند. در بررسی یک سیستم فیزیکی مسائل معکوس سهموي از نوع مسائل انتقال گرما می

مجموعه از پارامترها شامل یک معادله دیفرانسیل جزئی سهموي، همراه با شرایط وابسته به یک 

طور کامل معلوم باشند، آنگاه براي ورودي اولیه و مرزي معلوم، اگر همه پارامترهاي سیستم به

بینی است، اما در برخی موارد برخی پارامترهاي شده به سیستم خروجی حاصل قابل پیشداده

                                                                                                                                                
 damirchi@semnan.ac.ir یکی نویسنده مسئول مقاله:نروآدرس الکت - 1



 66            پور، رضا معمار باشیعلی جانمحمدي، مسعود حسن ،  جواد دمیرچی

م دسترسی مجهول و به دلیل اینکه در اکثر کاربردهاي صنعتی و فیزیکی، سیستم به سبب عد

معلوم بودن این پارامترها (ازجمله  شار گرمایی سطح، ضریب نفوذ، ...) به سبب راندمان بهینه 

دسترس که معمولاً از طریق شود با مشاهده خروجی قابلسیستم مهم است بنابراین سعی می

شوند، این پارامترهاي مجهول تعیین شوند. تعیین این پارامترها می گیري به دست آوردهاندازه

شوند که در مقابل مسائل مستقیم هدایت عنوان مسائل معکوس هدایت گرمائی نامیده میبه

باشد. امروزه بررسی مسائل معکوس انتقال باشند که تنها شامل تعیین توزیع دما میگرمائی می

ر توسعه و پیشرفت علوم مهندسی و صنعتی ازجمله طراحی حرارت یک بخش لازم و ضروري د

ها و ابزار حرارتی، مسائل انتقال حرارت در مکانیک، تصویربرداري پزشکی، تجهیزات، سیستم

. با توجه به ماهیت کاربردي و صنعتی بودن ]4-1[باشد مسائل هدایت گرمایی، مسائل نفوذ می

شده براي حل مسائل معکوس هدایت گرمایی ارائههاي تحلیلی و عددي بسیاري این مسائل روش

هاي ، لذا روش]4-2[شوند وضع شناخته می . این مسائل اغلب در زمره مسائل بد]8-5[است 

شوند. در این مقاله روش جواب سازي در جهت رفع ناپایداري جواب مسائل فوق معرفی میمنظم

مسائل مستقیم و معکوس هدایت گرمایی هاي بدون شبکه براي حل عنوان یکی از روشبنیادي به

. ایده اساسی روش فوق مبتنی ]9[شود. این روش اولین بار توسط کوپرادزه معرفی شد معرفی می

 هاياساس ترکیب خطی جواب بر توزیع نقاط منبعی در خارج دامنه مسئله و نمایش جواب بر

قراري است که این ضرایب با بربنیادي عملگر دیفرانسیل جزئی مسئله موردنظر با ضرایب مجهول 

بندي، هاي عددي مبتنی بر شبکه. در مقایسه با روش]10[شوند اي تعیین میشرایط کرانه

. ]12و  11[هاي نامنظم است خصوص براي حل مسائل با ابعاد بالا و دامنهسادگی این روش به

ه دایت گرمایی منجر بکارگیري روش جواب بنیادي در حل مسائل معکوس هبا توجه به اینکه به

شود،  بنابراین از روش منظم سازي تیخونوف همراه با حالت میایجاد دستگاه معادلات خطی بد

ساز براي به دست آوردن یک جواب پایدار این معیار  منحنی ال براي انتخاب پارامتر منظم

در بخش دوم روش صورت زیر است: . ساختار این مقاله به]14و  13، 2[شود سیستم استفاده می

جواب بنیادي براي حل مسائل هدایت گرمایی و جواب بنیادي معادله گرما در حالت کلی 

هاي بنیادي ازجمله استقلال خطی و چگال بودن بررسی شده و برخی خواص جوابمعرفی

ا وضع تولیدشده ب سازي تیخونف براي حل سیستم خطی بدشود. در بخش سوم روش منظممی

شود. در بخش چهارم مسائل هدایت گرمایی مستقیم و معکوس در حالت روش فوق معرفی می

شوند و دو رده از مسائل هدایت گرمایی ازجمله مسائل در حالت دوبعدي و مسائل کلی معرفی می

ه لگیرند. در بخش نتایج عددي روش جواب بنیادي براي حل دو مسئپسرو موردبررسی قرار می

هاي مختلف و همچنین یک مسئله هدایت گرمایی مستقیم و معکوس در فضاي دوبعدي با دامنه

  شود. پسرو گرماي دوبعدي بکار گرفته می
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   جواب بنیادي شرو -2

 سازي معادلاتهاي متداول براي گسستهاي و تفاضلات متناهی روشمتناهی، عناصر کرانه عناصر

هاي اخیر، روش عددي جدیدي بنام روش جواب در سالباشند. دیفرانسیل با مشتقات جزئی می

که جواب بنیادي حاکم بر یک معادله دیفرانسیل با مشتقات شده است و هنگامیبنیادي ارائه

 .ستینبندي دامنه موردبحث در این روش نیازي به شبکهشود. جزئی معلوم باشد، بکار برده می

 بنیادي وجود دارد جوابمشتقات جزئی خطی با ضرایب ثابت، با براي معادلات  گفتتوان می

ک حسب یي اصلی روش جواب بنیادي تقریب جواب یک معادله دیفرانسیل جزئی برایده .]15[

  زیر را در نظر بگیرید: خوش وضعي . مسئلهاستي حاکم اي معادلههاي پایهسري جواب

)1                                (                   ( ( )) , ,L u x x      

)2 (                                            ( ( )) ( ), ,B u x g x x     

ي باز دامنه . دار استیک اپراتور کرانB یک اپراتور خطی مرتبه دوم و L که طوريبه

یک تابع معلوم است. تقریب جواب با استفاده از روش جواب بنیادي g و  همبند باکران 

  است از:  عبارت
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 ) را ببیند.1( عنوان نمونه شکلمحلی و منبعی بهبراي یک نمایش از یک جایگاه نقاط هم 

  

  .(●)محلی  و نقاط هم  (∎)نمایشی از جایگاه ممکن نقاط منبعی    ):1( شکل

  سیستم معادلات تولیدشده  با شرایط مرزي حاکم عبارت است از:    

)4                                                             (,A gc   

Mیک ماتریس  Aکه طوريبه N محلی نقاط متناظر همجواب بنیادي در  که مقادیر است

  شوند.صورت زیر تعریف میهاي ماتریس بهشود و درایهو نقاط منبعی را شامل می

)5               (( , ), , , , , , .kj k jA F x y k M j N   1 1  

  آید. باید توجه کرد که موقعیت نقاط منبعی با آزمون و خطا به دست می 

  خاصیت چگال بودن ترکیبات خطی براي جواب بنیادي -2-1

)بعدي n جواب بنیادي براي معادله گرماي , ) ( , ) ,   ( , )t Tu X t u X t X t D    عبارت

  است از:
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)توان بررسی کرد که آسانی میبه , ; , )F X t Y   عنوان یک تابع ازهبX و t به ازاي هر ،

( , ) ( , )X t Y   فرض کنید  کند.صدق میمعادله گرما درED  یک دامنه باز، شاملD با ،

}باشد. فرض کنید Eدار سطح کران , };  , , ,j mY j m  1 پذیر که یک مجموعه شمارش 2

ایی چگال از نقاط در جا مجموعهدر همه ,E T T  ، m   دهد ) نشان می2. شکل (است

  (در فضاي دوبعدي) قرار بگیرند.D تواند در اطراف یک دامنه که چگونه نقاط منبعی می

  سري نامتناهی زیر را در نظر بگیرید:
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)7               (           ( )( , ) ( , ; , ).j
m j m

j m

u X t c F X t Y 
 


 

 
1 1

  

)براي )،6علت تابع هوي ساید در رابطه ( توجه داشته باشید به ), :| |
min j

m
mm j c

t  


 


  

)همواره داریم: , )u X t   همچنین با توجه به خاصیت خطی بودن نیز در معادله گرما صدق .

   کند. می

  

در  Dفضاي دامنه براي مسئله هدایت گرماي دوبعدي، نقاط منبعی در جواب بنیاديروش  ):2شکل (

بازه زمانی  ,T T اند.قرارگرفته  

و چگال بودن جواب بنیادي روي سطوح جانبی و پایه استقلال خطی در این قسمت خاصیت 

جهت تقریب زدن را توجیه  جواب بنیادي روششود که استفاده از ي زیر ارائه میوسیله قضایابه

  کند. می

  مجموعه توابع. 1 قضیه 
,

( , ; , )j m j m
F X t Y 



1
)شده روي تعریف  , )T T   داراي

)استقلال خطی و چگال در  ( , ))L T T 2 باشند. می  

 مجموعه توابع. 2 قضیه 
,

( , ; , )j m j m
F X t Y 



1
mبا     داراي استقلال خطی و چگال ،

)در  )L D2  باشند. می  

  .رجوع کنید] 11و10براي اثبات قضایاي فوق به [  .برهان

  سازي منظم -3

ست. ایده ستراتژي مهم ا سازي یک ا ضع،  تکنیک منظم  سائل بد و ي براي غلبه بر ناپایداري م

ــانات ( اختلالات ) به ــاختن یک الگوریتم پایدار از نوس ــی این روش، س ــاس منظور تولید یک اس
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 سازيفهوم منظمدر مورد م. هاي ورودي غیرحساس استجواب تقریبی که نسبت به نوسان داده

شد، به طورهمان. کنید رجوع] 13و  4هاي مربوط به مراجع [و نظریه شاره  کارگیري روش که ا

ــتم خطی از معادلات به جواب بنیادي ــیس ــورت رابطه (اغلب یک س دهد که را نتیجه می )4ص

سیار بزرگ  ضرایب آن داراي عدد حالت ب ستماتریس  شاهده و  gبردار  ازآنجاکه. ا از طریق م

ست میریگاندازه ستي ریگاندازهشامل خطاهاي  جهیدرنتآید، ي به د شامل  ا و اگر برداري که 

  دهیم داریم:نشان می egشود را با اختلال می

)8                                                      (.eg g e A ec     

دهد. با توجه به این معنی را نتیجه می) معمولاً یک جواب بی4یک جواب کلاسیک از رابطه (

سازي تیخونوف منظم )، روش4و پایدار براي معادله ( قبولقابلنکته، براي ساختن یک تقریب 

ت که حساسیت ) با سیستمی اس4شود، که شامل جایگزینی سیستم معادله (بکار گرفته می

) را با مسئله 4کمتري نسبت به اختلالات نسبت به ورودي دستگاه دارد. این روش معادله (

  کند:مسئله کمترین مربعات جایگزین می اساس برمینیمم سازي زیر 

)9    (                   min || || || || ,   ,n
kA g L cc c  2 2  

که طوريبه   جمله باقیمانده استساز پارامتر منظم .|| ||Ac g تواند ) می9در رابطه ( 2

||عنوان یک شاخص درباره دقت جواب  سیستم باشد. نرمبه ||kL c )، رفتار نوسانی 9در رابطه (  2

ي مشتقات هابیتقرعنوان به kLکند. عملگرهاي زیاد جواب به علت اختلال را کنترل می

kبرابر با ماتریس همانی  و براي L اند وایجادشده 1   هموار مرتبه اول( )C   و . . .    1

      ( ),      .N N N NL I L  
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1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

   

 دهیم،) را برابر صفر قرار می9مشخص نماییم، گرادیان رابطه () را 9براي اینکه مینیمم رابطه (

  : استجواب سیستم زیر  cدرنتیجه، مینیمم کننده 

)10   (                               ( ) .T T T
k kA A L L c A g   

Mماتریسی  Aفرض کنید . 3قضیه  N ) یک جواب 10باشد، آنگاه سیستم خطی (

)براي  فردمنحصربه )    .دارد  
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M ماتریسی Aفرض کنید . 4قضیه  N  و   آنگاه  عنصر یکتاي ،c   وجود دارد که

 باشد. سازي زیر میجواب مسئله مینیمم

                        min || || || || ,   .n
kAc g L c c  2 2  

  رجوع نمایید. ]13[: براي اثبات قضایاي فوق بهبرهان

باشد در جهت افزایش دقت حائز اهمیت می تعیین یک مقدار مناسب براي پارامتر منظم سازي 

. در این مقاله ]14و13[باشدصورت یک مسئله جدي تحت تحقیقات و مطالعات میو هنوز به

شود. یک منحنی به کار گرفته می  ال براي تعیین پارامتر منظم ساز  منحنیروش معیار 

  . ]14[نامندشده است را  منحنی ال میلري معرفیهانسن و اُ صورت زیر را که توسطبه

                 (|| || ), (|| || ) ,   > .k eL Log L c Log Ac g    2 2  

  شود. ي منحنی ال در نظر گرفته میمتناظر با گوشه ساز مناسب چون یک پارامتر منظم

  مستقیم و معکوس بعدي n مسئله هدایت گرمایی -4

)فرض کنید , , , )nX x x x 1 )و   2 , , , )nY y y y 1 Tو  2     یک عدد حقیقی ثابت

 قدربهدار با سطح مرزي بعدي با دامنه بسته کران nیک جسم به شکل  Dباشد. جسم رساناي 

Dکافی هموار    باشد. بستار جسممی Dاز:  است عبارتD D با در  . همچنین

)نظر گرفتن  , ]TD D T     و( , ]T T   با این فرض که .  ،عملگر لاپلاسین است

صورت زیر را در ، با شرایط مرزي دیریکله و شرط اولیه بهTDمسئله هدایت گرمایی در دامنه 

  .  گیریمنظر می

)11   (                       ( , ) ( , ) , (X,t) ,T

u
X t u X t D

t


   


    

)12                                        (( , ) ( , ), (X,t) ,Tu X t h X t       

)13    (                                       ( , ) ( ), X ,u X u X D   

)که طوريبه , )h X t  و( )u X براي تضمین وجود باشند. میقدر کافی هموار و معلوم توابع به

  کنیم:) شرایط سازگاري زیر را اعمال می13( -)11(و یکتایی جواب براي مسئله 

)14         (( , )= ( ), X .
h

X u X
t


 


          و( ) ( , ),u X h X   

  کند.با این شرایط ، قضیه زیر وجود و یکتایی جواب مسئله فوق را تضمین می
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)فرض کنید .  5 قضیه ) ( )u X C D
) و 2 , ) ( )Th X t C 1 ) صادق 14در شرایط رابطه (

,باشند، آنگاه جواب یکتا  ( )Tu C D 2 وجود دارد که  )13( -)11(براي مسئله هدایت گرمایی  1

  باشد. هاي مسئله وابسته میپیوسته به داده طوربه

  رجوع کنید. ]16[: به  برهان

باشد. مسئله )  خوش وضع می13( -)11با معادلات ( باشد که مسئلهبیانگر این می 5ویژه قضیه به

)تعیین تابع توزیع دما  , )u X t   با استفاده از شرایط اولیه و مرزي معلوم( )u X  و( , )h X t 

)شود. با معلوم بودن تابعیک مسئله مستقیم هدایت گرمایی نامیده می , )u u X t  توان می

) هاي مختلفی از تابعک , )u X tصورت را به ( , )M u X t g
 

عملگر  Mتعریف نمود که 

)ی بر رخطیغدلخواهی خطی یا  , )u X t  باشد. با توجه به تعریف مسئله مستقیم، استفاده از می

 هايداده ,u h وgعنوان یک مسئله معکوس هدایت اي به، تعیین شرایط اولیه و کرانه

شود. شرط  می گرمایی نامیده ( , )M u X t g 
 

عنوان شرط اضافی مسئله معکوس نامیده به

  . ]17و2[شود می

  یی هدایت گرما ائلروش جواب بنیادي براي حل مس -4-1

 یی دوبعديبنیادي براي حل مسئله هدایت گرما جواب روش -4-1-1

شود و نقاط منبعی بکار برده میبراي یک دامنه دوبعدي جواب بنیادي  روشدر این بخش 

) به شکل زیر در 13(-)11یک تقریب براي جواب مسئله (. شونددلخواه جایگزین میصورت به

  شود:نظر گرفته می

)15          (( )
, ( , ) ( , ; , ), ( , ) .

M N
j

M N m j m T
m j

u X t c F X t Y X t D
 

 
2

1 1

 

rو شعاع  با مرز Dايدامنه دوبعدي دایره    به مرکز مبدأ مختصات را در نظر گرفته، و

,   ; صورت کنیم نقاط منبعی بهفرض می ,jY j N 1 مختصات  مبدأي به مرکز ارهیداروي

)و به شعاع  ),  h r h     براي پارامتر قبولقابلقرار دارند. در ادامه مقادیر h   را انتخاب

,   ; خواهیم کرد. نقاط زمانی ,m m M  1 )را در بازة 2 , )T T  صورت زیر در نظر به

  گیریم:می

)16                      (
( )

, , , .m

m M
T m M

M


 
  

2 1
1 2

2
  

  کنیم:صورت زیر جایگزین میبا استفاده از مختصات قطبی، نقاط منبعی را به
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)17          (       ( , ) ( , ), , , .j j

j
Y r h r h j N

N


      

2
1  

  باشد:نمایش میصورت زیر قابل) در مختصات قطبی به15معادله (

)18            (      ( )
, ( , , ) ( , , ; , , ).

M N
j

M N m j m
m j

u r t c F r t r h   
 

  

2

1 1

 

 M N2 ی خارج از دامنه طورکلبهنقطه منبعیD  است.  قرارگرفتهمسئله  موردنظرو زمان

محلی را بر روي دسترسی به یک جواب یکتا، همان تعداد نقاط  هم منظوربه ( )T D  

عی محلی و نقاط منبکنیم. توجه داشته باشید که ضرورتی وجود ندارد تعداد نقاط هم، انتخاب می

فرض کنید: منظور سادگی در محاسبات یکسان باشد. براي انتخاب این نقاط به

,   , , ,Mi

i
t T i

M
   1  و روي مجموعه  :داریم( , ) ( , ), , ,

k
r r k N

N


     

2
1  

( )M N 1  است.  قرارگرفتهمحلی روي مرز نقطه هم( )M N 1  نقطه باقیمانده، روي

tبه ازاي   Dدامنه     .قرار خواهند گرفتM 1   دایره با شعاع

( ) ,  , , ,l

l
r r l M

M
   

1

2 1 توسعه نقاط روي دامنه و  منظوربهریشه دوم  کهيطوربه ،1

ي مساوي روي هر دایره  هافاصلهنقطه به  Nشده است.جلوگیري از تجمع نقاط در مرکز معرفی

  گیرد: قرار می

)19               (         ( , ) ( , ), , , .l k l

k
r r k N

N


   

2
1  

  

   .به شکل دایرهD محلی و منبعی براي دامنهموقعیت نقاط هم ):3شکل (
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) را ببینید. 3محلی و منبعی شکل (براي جزئیات بیشتر نمایش نموداري موقعیت نقاط مختلف هم

))، ضرایب مجهول 13) و (12شرایط اولیه و مرزي روابط (با اعمال  )j
mc ) شوند. ) تعیین می18در

  در مختصات قطبی معادلات:

)20                                     (, ( , , ) ( , , ),M N k i k iu r t h r t    

)21                               (         , l l( , , ) ( , , ),M N k ku r u r     

,آید، که  به دست می , , , ,i M k N   1   و, ,l M 1 1.  

)) شامل21) و (20سیستم معادلات ( ) ( )M N M N MN     1 1 معادله و 2

MN2صورت ماتریسی باشد. این سیستم از معادلات بهمجهول میAc g  نمایش داده

باشد. محلی متناظر میدر نقاط هم h و u بردار نمایش مقادیر توابع   gکهيطوربهشود، می

 باشد، اما ماتریسخوش وضع می) 13(-)11(مسئله مستقیم  اگرچه یمدر اینجا لازم است ذکر کن

A حل  يجابهپایداري جواب  منظوربهباشد. جواب بنیادي بدحالت میآمده از روش دستبه

ستم و سیستمی مشابه با سیسازي تیخونف استفاده کرده از روش منظمفوق  آمدهدستبهسیستم 

Lانتخاب با ) 10( I شود. حل می  

در حل یک مسئله معکوس، مشابه مسئله مستقیم موردبحث، دستگاه معادلات خطی مشابه رابطه 

اضافی مسئله معکوس، مشابه شرایط اولیه و مرزي استفاده  آید که تنها از شرط) به دست می10(

  شود.می

  

 دوبعديپسرو یی بنیادي براي حل مسئله هدایت گرما جواب روش -4-1-2

, با انتخاب دامنه مربعی ( ,T]TD D     مرزD و E یک مرز خارجی با ( , )Ed     

  گیریم: زیر را در نظر می دوبعديپسرو یی هدایت گرمازمان نهایی، مسئله T و

)22 (                       ( , ) ( , ) , ( , ) ,T

u
X t u X t X t D

t


   


   

)23 (                              ( , ) ( , ),    ( , ) ,Tu X t h X t X t   

)24(                                      ( , ) ( ),    ,Tu X T u X X D     



  ...مستقیم و معکوس هدایت گرمایی دوبعديبرخی مسائل عددي حل             75

) کهيطوربه , )h X t  و( )Tu X   در این بخش خاصیت چگال  .هستندکافی هموار  قدربهتوابع

t کهیوقتهاي بنیادي روي سطح پایه بودن مجموعه جواب T براي توجیه استفاده از روش ،

  شود. جواب بنیادي جهت تقریب توابع ارائه می

  مجموعه توابع. 6قضیه 
,

( , ; , )j m j m
F X t Y 



1
mبا   T  که ،T   داراي استقلال ،

)  خطی و مجموعه چگال در { })L D T2 باشند.می 

 رجوع شود.] 10[ به .برهان

N, )، یک تابع تقریب6) و (1نتایج چگال بودن از قضایاي ( اساس بردر حالت دوبعدي،  Nu
1 2

با  

  گیریم:) به شکل زیر در نظر می24( -) 22روش جواب بنیادي  براي  مسئله (

)25   (( )
,( , ) ( , ) ( , ; , ), ( , ) .

N N
j

N N n j n T
n j

u X t u X t c F X t Y X t D
 

  
1 2

1 2

2 4

1 1

  

, صورت:  ی مربوط به زمان بهمحلهمنقاط    , ,i

i
t T i M

M
   1

1

  شود.در نظر گرفته می 1

)براي تعیین نقاط منبعی روي بازه  , )T T با توجه به ،N M1 Nیا  1 M1 دو حالت  1

kکنیم به ازاي عدد صحیح مختلف وجود دارد. براي سادگی فرض می    :داریمN kM1 1 

Mیا  kN1 t، بنابراین براي زمان 1    نقاط , ,( )n n N   11   صورت: به جهت سهولت به2

, , . , ,

, , . , .
n

n T
T T n N N kM M

kM kM

kn T
T T n N N M kN

M M




     


 

      






1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 2
2

1 2
2

 

 و روي مجموعه D T  :نقاط( , ) ( , ), , , , ,l l
T

ll
X l l K

K K
  

 
 

  1 1
1 1

1 1
و روي  

 مرز خارجی، نقاط منبعی:                        
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( , ),        , , ,

( , ( )), , , ,

( ( ), ), , , ,

( , ( )), , , ,

j

h
h j h j N

N

h
h h j N j N N

N
Y

h
h j N h j N N

N

h
h h j N j N N

N


    


 

     


 
     




     


 







2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

1 2
1

1 2
1 2 1

1 2
2 1 2 3 1

1 2
3 3 4 1

 

صورت زیر در نظر گرفته مربع، بهمحلی روي مرزي به شکل شوند. موقعیت نقاط همانتخاب می

   شود:می

( , ),        , , ,

( , ), , , ,

( , ), , , ,

( , ), , , ,

m

m
m M

M

m M
m M M

M
X

m M
m M M

M

m M
m M M

M


 


 

 


 
   




   


  





 

2

2

2
2 2

2

2
2 2

2

2
2 2

2

1

1 2 1

2
1 1 2 3 1

3
1 3 4 1

 

Mیک سیستم خطی از  K M M 2
1 Nمعادله با   24 N N 1 )مجهولات   28 )j

nc يطوربه

,که ,j N  21 ,و    4 ,n N  11 کارگیري شرایط مرزي دیریکله و باشد، که بعد از بهمی  2

)و  mXی محلهمآمده است . نقاط دستنهایی به , )l l
TX 0 ) 24) و (23توان در شرایط (فوق را می 1

سازي تیخونف اعمال و )، روش منظم10آمده مشابه با رابطه (دستجایگزین کرد. در سیستم به

Lسیستم حاصل  با استفاده از   شود. حل می  

  نتایج عددي -5

 دسترسبا جواب دقیق قابلرا ، نتایج حاصل منظور سنجیدن دقت عددي روش جواب بنیاديبه

لف هاي مختبا دامنههایی مثالنتایج عددي براي کنیم. هاي مختلف و متنوع مقایسه میبراي مثال

  که شامل دامنه به شکل مربع و دایره و همچنین جایگاه مختلف از نقاط منبعی ارائه خواهد شد. 
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}صورت ي و مرز آن بهارهیدابا در نظر گرفتن دامنه  .1مثال  :|| || }D X X 2 1،  

{ :|| || ,  ( , ]}TD X X t   2 1 )}و   1 , ) :|| || ,   ( , ]}T X t X t    2 1 1، 

  گیرد:که در بخش قبل شرح داده شد، موردبررسی قرار می جواب بنیاديمسئله زیر به کمک روش 

)26   (                   ( , ) ( , ) , ( , ) ,T

u
X t u X t X t D

t


   


    

)27 (                                             ( , ) ,    ( , ) ,u X t t X t  4 1  

)28   (                                               ( , ) || || ,     .u X X X D  2  

).) عبارت است از:28( -)26جواب دقیق مسئله ( , ) || ||u X t t X  نقاط منبعی روي  24

hکه طوريقرار دارند، به h1  اي به شعاعدایره   صورت مناسب انتخاب خواهد شد. به

hشود که دقت جواب تقریبی وقتی مشاهده می  h/یا  4 0 هاي یابد. در شکلکاهش می 25

به ازاي  جواب بنیادي)، نمودارهاي جواب دقیق، جواب تقریبی و خطاي مطلق با روش 5) و (4(

( , )X x 1هاي ، براي زمان{ / , / }t  0 2 0 رسم شده است. با توجه به   hبراي مقادیر  8

hآمده با دست)، نتایج به5شکل (  h/و  4 0 داراي دقت کمتري نسبت به مقادیري است   5

hکه با انتخاب  1 اند. شدهمحاسبه  

  

) ):4شکل ( )a و مقادیر تقریبی براي تابع  (−)جواب دقیق( , , / )u x 1 0 )) و تابع ●( 2 , , / )u x 1 0 8

)■ (( )b  نمودارهاي خطا مطلق متناظر، با h 1و    .  1مثال  براي  810
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) ):5شکل ( )a جواب دقیق( )  و مقادیر تقریبی براي تابع( , , / )u x 1 0 2  ( )b نمودار خطا مطلق

)متناظر با   )a  ،( ) /h 0 h و  5  4 )o  1)، براي مثال.  

)جواب دقیق و تقریبی ): 1جدول ( , , / )u x 1 0 h/ با  2 0 hو  5    .1براي مثال  4

( , , / )numu x

h 

1 0 2

4
  

( , , / )

/
numu x

h 

1 0 2

0 5
  ( , , / )exactu x 1 0 2  x 1 

8215/0  8120/0  8000/0  0/0 

8318/0  8223/0  8100/0  1/0  

8621/0  8533/0  8400/0  2/0  

9124/0  9045/0  8900/0  3/0  

9827/0  9758/0  9600/0  4/0  

0731/1  0671/1  0500/1  5/0  

1825/1  1790/1  1600/1  6/0  

3123/1  3105/1  2900/1  7/0  

4596/1  4641/1  4400/1  8/0  

6263/1  6194/1  6100/1  9/0  

8075/1  8000/1  8000/1  0/1  

در نظر گرفته   lدر این مثال دامنه مربعی با اضلاعی به طول  (مسئله معکوس). 2مثال 

اشکالی را که  .) را ببینید6اند، شکل(شود. نقاط منبعی علاوه بر دایره، روي مربع قرارگرفتهمی

دهیم که براي جایگذاري نقاط منبعی براي مشخص شدن روي آن  قرار دارند،  طوري تغییر می

  نباشد. نقاط منبعی نیازي به شکل
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  اي به شکل مربعدر دو بعد براي دامنه جواب بنیاديروش   ):6شکل (

)مسئله زیر را با دامنه  , ) ( , )D   1 )و  1 , ]TD D     گیریم: در نظر می  3

)29    (                                    ( , ) ( , ) , ( , ) ,T

u
X t u X t X t D

t


   


  

)30   (( , , ) ( , , ) [cos( ) ], ( , ), ( , ],
t x

u x t u x t e x t
  

       

2

14
1 1 1

1
1 2 1 3

2 4 2
  

)31            (( , , ) [cos( ) ],   ( , ),    ( , ],
t x

u x t e x t
  

      

2

24
2 2

1
2 1 3

2 4 2
  

)32(                         ( , , ) ,     ( , ),    ( , ],
t

u
x t e x t

x

 


  

  

2

4
2 2

1

1 3
2

        

)33              (( , , ) [cos( ) cos( )],    ( , ) .
x x

u x x x x D
  

     1 2
1 2 1 22

2 4 2 4
  

xیک مسئله معکوس است که شرط مرزي در نقطه این 1 باشد، که قصد داریم مجهول می  1

xشده در نقطه کمک شرط اضافی مشخص به  1   مجهول) مقدار 32(رابطه( , x , )u t21   را

  ) عبارت است از:33( -)29تعیین نماییم. جواب دقیق مسئله (

)34(    ( , , ) [cos( ) cos( )], ( , ) .
t

T

x x
u x x t e X t D

   

    

2

1 24
1 2 2

2 4 2 4
 

به  اندقرارگرفتهدر این مثال قصد داریم نشان دهیم که نتایج، وقتی نقاط منبعی روي یک مربع 

نقاط منبعی روي یک دامنه  کهیوقتگیرند. همان دقتی هستند که این نقاط روي دایره قرار می

)را در بازه  هاآنمربعی قرار دارند  , ) ( , )
h h h h

    1 1
2 2 2 2

که نقاط در نظر گرفته و هنگامی 
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)به مرکز  h اي به شعاعروي ناحیه دایره هاآناند منبعی روي دایره قرارگرفته / , / )0 5 0 در   5

 ) را ببیند. 7شوند. شکل (نظر گرفته می

  

 .2هاي جواب به شکل مربع واحد و دایره براي مثال جایگذاري نقاط منبعی در دامنه ):7شکل (

)) به ترتیب جواب دقیق 8شکل ( , , / )u x 21 1 )و مشتق نرمال  5 , , / )
u

x
x




2

1

1 1 در مقایسه  را 5

hآمده با دستبا جواب تقریبی به   و  3    دهد.نمایش می 810

  

)  ):8شکل ( )a جواب دقیق( ) جواب تقریبی ،,M Nu  جواب بنیاديبا روش ( ) ، ( )b نمودار خطا

)مطلق متناظر،  )c  مشتق نرمال دقیق( )( , , / )
u

x
x




2

1

1 1 جواب ، جواب تقریبی مشتق با روش 5

) بنیادي ) آمده بادستي بههابیتقر، تمامی h    .2براي مثال  3

t/ ) نمودار خطاي مطلق در زمان9در شکل (  2 است.  شدهارائه h براي دو مقدار مختلف 5

توان پی برد که وقتی نقاط منبعی خیلی نزدیک به مرز جایگزین شوند، با توجه به این شکل می

  یابد. خطا افزایش می
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خطاي مطلق  ):9شکل (
.| ( , , / ) ( , , / ) |M Nu x x u x x1 2 1 22 5 2 M,به ازاي جواب تقریبی 5 Nu  با

hروي یک مربع با:  قرارگرفتهبا استفاده از نقاط منبعی  جواب بنیاديروش   3( )a و ( )b h 1  

  .2براي مثال 

هاي مرزي دیریکله رابطه گیري، به داده)، نویزهاي تصادفی براي خطاهاي اندازه10در شکل (

  : اندشدهاضافهصورت زیر ) به31(

)35    (                                          ( , , ) ( , , ) ( , ),u x t u x t N     2
2 2 

)  کهطوريبه , )N    یک توزیع نرمال با میانگین صفر و انحراف استاندارد: 2

)36(                             max | ( , , ) |, ( , ) ( , ) ( , ),u x t x t      2 2 1 3  

صورت تایی از توابع نویزدار بهتوان یک مجموعۀ یازده. براي نمونه میاستسطح نویز نسبی   و

تصادفی  
, ,

( , , )k k
u x t

 
 2 10

روي یک دایره به شعاع  جواب بنیادي، و نقاط منبعی به روش 

h  به مرکز( , )
1 1

2 2
)) نموداري از جواب دقیق 10در نظر گرفت. شکل(  , , / )u x 21 0 و جواب   5

تایی با بالاترین دقت و کمترین دقت جواب براي این مجموعۀ یازده جواب بنیاديتقریبی روش 

)ها به ترتیب با نماد از داده )  و(o)  که با نویز ,  , %T h   3 3 و  3  410 

)) مقدار جواب دقیق 2دهد. جدول(آمده، نمایش میدستبه ,x , / )u 21 0 و جواب تقریبی   5

  دهد. ) را ارائه می10متناظر با شکل (
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)): 10شکل ( )a جواب دقیق( , , / )u x 21 0 5 ( ) بهترین دقت ،( ) و کمترین دقت(o)   جواب تقریبی

%.ي نویزدار با سطح نویز هاداده ازاز یازده مجموعۀ مختلف  جواب بنیادي  روش  3 ،( )b  خطاي

 مطلق
.| ( , , / ) ( , , / ) |M Nu x x u x x1 2 1 20 5 0 %به ازاي5    .2مثال   نویزدار داده از مجموعه3

به مقدار دما در زمان نهایی و همچنین به مقدار دما در شرایط مرزي مسئله اضافه  ینویز تصادف

)صورت ده بهشتوجه داشته باشید که نویز اضافه شود.می )b b randn     است  1

تخاب . با اناستتصادفی گوسی با میانگین صفر و واریانس یک  ریمتغیک  randn کهطوريبه

,مقادیر   ,  ,  N K M M   1 2 17 8 7 Nو 7 2 )، جواب تقریبی دماي 11شکل ( در، 7

 3مثال  خطاي مطلق، با استفاده از پارامترهايو نمودار جواب بنیادي آمده با روش دستاولیه به

 رسم شده است. 

) جواب دقیق و تقریبی): 2جدول ( , x , / )u 21 0 جواب  دقت روش نیکمتر وبا بهترین  5

%ي نویزدار با سطح نویز هاداده ازاز یازده مجموعۀ مختلف  بنیادي  3 .  

( ,x , / )numu 21 0 5  ( ,x , / )numu 21 0 5  ( ,x , / )exactu 21 0 5  x 2 

5766/0  5882/0  5824/0  0/0  

6022/0  6226/0  6244/0  1/0  

6248/0  6504/0  6582/0  2/0  

6405/0  6707/0  6829/0  3/0  

6505/0  6832/0  6980/0  4/0  

6566/0  6880/0  7031/0  5/0  

6510/0  6824/0  6980/0  6/0  

6415/0  6694/0  6829/0  7/0  

6263/0  6485/0  6582/0  8/0  

6037/0  6200/0  6244/0  9/0  

5780/0  5843/0  5824/0  0/1  
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]دوبعدي در دامنه جواب  پسرویی هدایت گرمامسئله .  3مثال  / , / ] [ / , / ]D  0 5 0 5 0 5 0 5 

  جواب دقیق به شکل: با  ]،12[را مشابه مسئله موردبررسی در مرجع 

)37  (           ( , ) sin( ( )) , ( , ) [ , ],tu X t x x e X t D T     
2

1 2

1

2
  

  شود. ) استفاده می24) و (23به دست آوردن روابط (را در نظر گرفته که براي 

 

) ): 11شکل ( )a جواب بنیاديجواب تقریبی با روش . ( , )M Nu X ،( )bخطاي مطلق براي

. ( , )M N Tu X D  هر دو نمودار با ، ,   , /  , %T h    110 1 0 11   . 3، براي مثال 5

])، ماکزیمم خطاي مطلق که در بازه 12شکل ( , ]h    جهیدرنتدهد، رسم شده را نمایش می  2

  دهد. دقت بیشتري را نتیجه میhترکوچکرسد که مقادیر براي این مسئله به نظر می

  

max,نمودار ماکزیمم خطاي مطلق   ):12شکل ( | ( , ) ( , ) |X D M Nu X u X   ،روي[ , ]h   2 ،

  110 ( ) ،( )  210 ،( )  T براي 310  %، با 1    . 3، براي مثال 5

  گیرينتیجه - 6

روش عناصر مرزي روش  ازجمله هايروشدهند که در مقایسه با سایر نتایج عددي نشان می

 نیترهمم. شاید استجواب بنیادي نیازمند نقاط مرزي و منبعی کمتر براي تولید یک جواب دقیق 
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این روش داراي  هاروشباشد. در مقایسه با سایر قابلیت و توانایی روش، سازگاري این روش می

نبوده و شامل محاسبات زیاد و استفاده از  مرزباشد که نیازمند گسسته سازي روي مزیت میاین 

ي سازادهیپمزیت دیگر روش بنیادي سادگی آن جهت . ستیندامنه  مرزتقریب انتگرال روي 

       .است
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Numerical Solution of Some 2-Dimensional Direct and Inverse 
Heat Conduction Problems by Method of Fundamental Solutions 

Javad Damirchi, Ali Janmohammadi, Masoud Hasanpour, Reza Memarbashi 

Department of Mathematics, Semnan University, Semnan, Iran. 

Abstract 

In this paper, a numerical method based on the method of fundamental 
solutions (MFS) is employed for solving some two dimensional direct and 
inverse heat conduction problems. Based on the fundamental solution to the 
heat equation and theoretical properties of these solutions, including linear 
independence and denseness, with suitable placement of source points, the 
MFS is introduced for solving two dimensional heat conduction problems. 
Since the resultant matrix of the MFS is ill-conditioned for solving direct and 
inverse problems, to regularize this matrix equation, we apply Tikhonov 
regularization technique, while the choice of the regularization parameter is 
based on L-curve criteria to obtain a stable solution. Numerical results show 
the effectiveness and ability of the proposed method.  

Keywords: Two Dimensional Heat Conduction Problems, Direct and Inverse 
Problems, Method of Fundamental Solutions, Tikhonov Regularization 
Method.  
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