
 1397،  1، شماره  8سازي پیشرفته ریاضی، دورهله مدلمج

  هاي کاملنتایجی درباره گروه

  1حمید محمدزاده و بهروز عدالت زاده

  گروه ریاضی، دانشگاه علم و فناروي مازندران

  گروه ریاضی، دانشگاه رازي

  23/5/1397تاریخ پذیرش:  14/10/1396   تاریخ دریافت:

کنیم که هر یک گروه کامل باشد. در این مقاله با روش جدیدي ثابت می Gفرض کنید چکیده: 

ارتقا داد. همچنین  Gطور یکتا به یک خودریختی از گروه پوششی توان بهرا می Gخودریختی از گروه 

 Gباشد آنگاه هر خودریختی از گروه  Hیک فاکتور مرکزي از گروهی مثل  Gکنیم اگر ثابت می

  کند.ارتقا پیدا می Hبه   Gطور یکتا به یک همریختی از گروه پوششی به

   گروه کامل، گروه پوششی، خودریختی. :هاي کلیديواژه

  .56H11 ،17M32 :)2010بندي ریاضی (رده

  مقدمه-1

)دنباله دقیق کوتاه  )E A H G   1  Gگروه  2ها یک توسیع مرکزياز گروه 1

یک توسیع  Eعلاوه توسیع مرکزي باشد، به Hیک زیرگروه مرکزي  Aشود هرگاه نامیده می

]است هرگاه 3استم , ]A H Hگروه متناهی  4. پوشش استمG  توسیع استمی است کهH 

ه این توان دید کهاي استم بیشترین مرتبه ممکن را داشته باشد، البته میتوسیع در بین همه

)اینکه  تعریف با , )A H G 2 ارز است. هرگاه نیز هم( )E A H G   1 یک  1

شود. شور در اوایل نامیده می G 5پوششی گروهیک گروه  Hباشد،  Gپوشش استم گروه 

                                                                                                                                                
  edalatzadeh@gmail.com نویسنده مسئول مقاله: الکترونیکیآدرس  - 1

2-Central extension 
3- Stem extension 
4- Stem cover 
5- Covering group 
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 علاوه همهقرن بیستم ثابت کرد که هر گروه متناهی داراي حداقل یک پوشش استم است و به

ي هاي مرکزبندي کلاس توسیعباهم ایزوکلینیک هستند. مطالعه و دسته Gهاي پوششی گروه

هاست. در بین همه ترین اهداف مطالعه نظریه همولوژي و کوهمولوژي گروهگروه از مهمیک 

)، یعنی 1، دومین همولوژي صحیحGهاي همولوژي گروه گروه , )H G 22، که به ضربگر شور 

  دارد.  Gبندي خواص کاربرد را در شناسایی و دستهنیز معروف است، بیشترین  Gگروه 

با زیرگروه جابجاگر خود برابر باشد، به عبارتی  Gشود هرگاه نامیده می 3یک گروه کامل Gگروه 

[ , ]G G Gدید که هر گروه ساده غیر آبلی یک گروه کامل است، البته توان سادگی می. به

)توان به هاي کاملی هم وجود دارند که ساده نیستند، که از آن جمله میگروه , )SL q2   براي

q  ست ا توان دید که هر توسیع استم یک گروه کامل، گروهی کاملسادگی میاشاره کرد. به 3

و  بنابراین  گروه پوششی هر گروه کاملی که ضربگر شور غیر بدیهی دارد یک گروه کامل غیر 

] را ببینید. در کنار همه 1هاي کامل مرجع [ساده است. براي مشاهده لیست جامعی از گروه

هاي مشخص ترین ویژگیازجمله مهم 4هاي کامل، وجود توسیع مرکزي جهانیهاي گروهجذابیت

  هاي کامل است. کننده گروهینو تعی

یک گروه و  Gفرض کنید 
π

( ) , ( , )
i

i i iE A G G i    1 1 1 دو توسیع مرکزي از  2

Eتوسیع مرکزي  E1باشند، گوییم توسیع مرکزي  Gگروه  پوشاند، هرگاه همریختی را می 2

:G G 1   که نمودار زیر جابجایی باشد: طوريموجود باشد به 2

π

π

( )

( )

Id

E A G G

E A G G



   

  

   

1

2

1 1 1

2 2 2

1 1

1 1

 

Eتوسیع مرکزي  E1همچنین گوییم توسیع مرکزي   پوشاند هرگاهطور یکتا میرا به 2

شود هرگاهنامیده میGتوسیع مرکزي جهانی گروهEالقاشده با خاصیت فوق یکتا باشد. توسیع 

E هر توسیع مرکزي دلخواهG صورت یکتا بپوشاند.را به  

یک شیء آغازین در رسته  Gها، یک توسیع مرکزي جهانی از گروه با تعاریف نظریه رسته

هاي دیگر هاي مرکزي در رستهاست. مطالعه این خانواده از توسیع Gهاي مرکزي از گروه توسیع

] 2نیز انجام گرفته است. همچنین در مرجع[ …جبري نظیر جبرهاي لی، جبرهاي لایبنیتس و 

                                                                                                                                                
1- Integral homology 
2-Schur multiplier 
3- Perfect group 
4- Universal central extension 
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نوعی هاي متقاطع و شبه متقاطع که بهها در رسته مدولهاي مرکزي جهانی و خواص آنتوسیع

ترین حالت مفهوم توسیع شوند موردمطالعه قرارگرفته است. درکلیها محسوب میابررسته گروه

] نظریه 4اند. اخیراً در مرجع [شدهی] بررس3هاي شبه آبلی در مرجع [مرکزي جهانی در رسته

شده در این موضوع هاي کامل نیز مطرح گردیده و نتایج بیانگروه -p'هاي جهانی برايتوسیع

  شده است. هاي مرکزي نیز تعمیم دادهتوسیع -p'براي 

 ضرب تانسوريجهانی یک گروه کامل مفهوم حاصل در ادامه براي تعیین ساختار توسیع مرکزي

  کنیم. ها را یادآوري میناآبلی گروه

M,یک گروه و  Gفرض کنید  N هاي نرمالی از زیرگروهG ضرب تانسوري باشند. حاصل

M 1ناآبلی N از,M N  گروه تولیدشده توسط نمادهايm n   براي

,m M n N  که شرایط زیر  براي هر طورياست به, 'n n N  و, 'm m M  برقرار

  باشند:

' (( ' )( )),mm n m m m m nm m n    1 1  

' (( )( ' )).mm n m n n mn n n n    1 1  

]توان بررسی کرد که نگاشت جابجاگر می , ] : [ , ]M N M N     که روي مولدهاي

M N  با ضابطه[ , ]( )m n m n mn     1 -شود یک بروریختی از گروهتعریف می 1

و نگاشت جابجاگر مرجع ها ضرب تانسوري گروهترین خواص حاصلهاست. براي مشاهده مهم

  ] را بینید.5[

  کند.گزاره زیر خواص اساسی توسیع مرکزي جهانی را بیان می 

  موارد زیر برقرار است:. 1-1گزاره 

  الف) توسیع مرکزي جهانی یک گروه در صورت وجود با تقریب یکریختی یکتاست.

ب) اگر 
π

( )E A H G   1 و  Gهاي آنگاه گروهیک توسیع مرکزي جهانی باشد  1
H علاوه هر دو گروه کامل هستند و به( , )A H G 2 ویژه به( )E ویژه پوشش استم (به

  است.  Gتنها پوشش استم) گروه 

                                                                                                                                                
1-Nonabelian tensor product 
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ویژه، براي گروه داراي توسیع مرکزي جهانی است. به Gیک گروه کامل باشد آنگاه  Gج) اگر 

دنباله دقیق  Gکامل 
[-,-]

ker[ , ] G G G      1 است  Gتوسیع مرکزي جهانی 1
)و  , ) ker[ , ]H G  2.  

یک گروه کامل باشد و  Gه) اگر 
F

G
R
  که در آنF  یک گروه آزاد است آنگاه توسیع

  با توسیع زیر یکریخت است: Gمرکزي 

[ , ] [ , ]
.

[ , ] [ , ]

F F R F F
G

F R F R


   1 1

  
 ] رجوع شود. 8و  7، 6برهان. به مراجع [

  نتایج اصلی-2

شده ] ثابت9(ه)، در مرجع [ 1-1هاي آزاد و با استناد به گزاره با استفاده از خاصیت تصویري گروه

است که اگر 
π

( )E A H G   1 باشد آنگاه  Gتوسیع مرکزي جهانی گروه کامل 1

)هر خودریختی  )A ut G  توان به خودریختی را می( )A ut H   چنان ارتقا داد که

 ] کنیماي جدید ثابت می] را بینید. در اینجا با شیوه10. براي اطلاعات بیشتر مرجع 

  واره یکتاست. علاوه همچنین خودریختی موجود و به

یک گروه کامل و Gفرض کنید  .2-1قضیه 
π

( )E A H G   1 توسیع مرکزي  1

)باشد. در این صورت براي هر خودریختی Gجهانی )Aut G  خودریختی یکتاي

( )Aut H  کهموجود است( )A A   و .  

توسیع مرکزي جهانی 1-1کنیم که طبق قضیه ابتدا یادآوري میبراي اثبات وجود برهان.

G با توسیع مرکزي
[-,-]

ker[ , ] G G G      1 یکریخت است. حال براي هر  1

( )A ut G  دهیم قرار می:G G G G        که در آن  براي هر

,g g G1 )صورت به 2 ) ( ) ( )g g g g    1 2 1 شود. حال دنباله دقیق زیر تعریف می 2

  ] را ببینید.)11[موجود است (براي اطلاعات بیشتر درباره این دنباله 

ker kerG G G G G G


         1 1 
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)گیریم یک خودریختی است نتیجه میازآنجاکه  )Aut G G  سادگی بررسی می. به-

)ویژه داریم کند و بهنمودار زیر را جابجا می شود  که  )M M   که در آن

ker([ , ])M   .  

[ , ]

[ , ]

M G G G

M G G G

 

 

 

    

  

    

1 1

1 1

 

نیم کشده با شرایط فوق یکتاست. ابتدا یادآوري میتعریف کنیم خودریختی در ادامه ثابت می

)که مطابق قسمت اول برهان، خودریختی  )Aut G 1  خودریختی( )A ut G G   

]کند که اي القا میگونهرا به , ] [ , ]      1

)و  )M M کنیم . ثابت می   1 .

  داریم

( )[ , ] [ , ] [ , ]            1 1  

  به عبارتی نمودار زیر جابجایی است: 

[ , ]

[ , ]

M G G G

M G G G

  

 

 

    

  

    

1

1 1

1 1

 

Gبا  اما نمودار بالا با تعویض  GId  شود و ازآنجاکه سطر اول نمودار پوشش نیز جابجا می

Gاست بنابراین  Gجهانی  GId توان ثابت کرد که . به طریق مشابه میG GId 

,. حال فرض کنید  ( )Aut G G   1 اي باشند که نمودار زیر براي هر دو گونهبه 2

,خودریختی  1   جابجایی باشد: 2

[ , ]

[ , ]

M G G G

M G G G

  

 

 

    

  

    

1 2

1 1

1 1

 

خودریختی 1خودریختی  1
  کند و نمودار زیر جابجایی است:را القا می 1

[ , ]

[ , ]

M G G G

M G G G

      

 

 

    

  

    

1 1 1
1 1 2 1

1 1

1 1
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است داریم  Gحال چون سطر اول نمودار بالا توسیع مرکزي جهانی     1 1
1 2 1 و لذا  1

 1 2.  

گروهی کامل و  Gفرض کنید  .2-2نتیجه 
π

A H G   1  Gپوشش جهانی  1

). در این صورت است )A ut G  با زیرگروهی از( )A ut H  کهA دارد یکریخت را ثابت نگه می

)ضرب مستقیم تعدادي گروه ساده باشد آنگاه حاصل Gویژه اگر است. به ) ( )A ut G A ut H  

iشود. اما هرگاه براي هر نتیجه می 2-1برهان قسمت اول بلافاصله از قضیه  برهان. n 1 ،

iG  گروهی ساده و
π i

i i iA H G   1 باشد آنگاه طبق  iGتوسیع مرکزي جهانی  1

  داریم 1کونث-قضیه شور

( , ) ( , ) ( , )
[ , ] [ , ]

( , ) ( , )

ji
n n

i i j ji j n

n n

GG
H G G H G H G

G G G G

H G H G A A

  

     

    

  

  

  

 

2 1 2 1 2

1

2 1 2 1

 

  لذا دنباله دقیق 

π n

n n nA A H H G G G
 

          


  
1

1 1 11 1  

بایستی داشته باشیم  iGاست. حال با توجه به ساده بودن  Gتوسیع مرکزي جهانی 

( )i iA Z H  و لذا( )n nA A Z H H     1 . اما پایا بودن مرکز یک گروه تحت 1

  دهد.هر خودریختی از آن گروه و قسمت اول حکم را نتیجه می

گروه کامل غیر ضرب تعدادي براي حاصل 2-2دهد که قسمت دوم نتیجه مثال زیر نشان می

  ساده درست نیست.

گروه کاملی باشد که ضربگر شور غیر بدیهی دارد و فرض کنید  Gفرض کنید  .2-3مثال 
π

A H G   1 داراي ضربگر شور بدیهی  Hباشد. ازآنجاکه  Gپوشش جهانی  1

  است لذا دنباله 

π Id

A H H G H


      1 1 1  

                                                                                                                                                
1- Schur-Kunneth 



  هاي کاملنتایجی درباره گروه                                    91

Gتوسیع مرکزي جهانی گروه کامل  H  است. در این صورت بدیهی است که خودریختی

( )A ut H H    با ضابطه( , ) ( , )x y y x   توسط هیچ خودریختی ازG H  القا

)شود و بنابراین نمی )Aut H H  ( )Aut G H. 

شود هرگاه از نامیده می 1یک گروه بسته مرکزي Gکنیم که گروه کامل متناهی یادآوري می

EG
Z

  و[ , ] ( )Z E E Z E   بتوان نتیجه گرفتZ 1توان دید که سادگی می. به

ارز است. نتیجه زیر قضیه اصلی هم Gبا بدیهی بودن ضربگر شور  Gبسته مرکزي بودن گروه 

ر اینجا آمده و با استفاده از نمایش ] است که تامپسون آن را با روشی متفاوت با آنچه د12مقاله [

  ها ثابت کرده است. آزاد گروه

Z,یک گروه بسته مرکزي و  Gفرض کنید . 2-4نتیجه Z1 باشند   Gدو زیرگروه مرکزي  2

که طوريبه
G G

Z Z


1 2

). در این صورت خودریختی  )A ut G   موجود است که

( )Z Z 1 2.  

i,برهان. چون براي  1 2 ،iZ  یک زیرگروه مرکزي گروه بسته مرکزيG  است لذا طبق

)] داریم 8از [ 2,10,4نتیجه  , ) i
i

G
H Z

Z
2  و بنابراین دنباله دقیق زیر توسیع مرکزي

جهانی 
i

G

Z
  است:

.i
i

G
Z G

Z



   1 1  

:براي یکریختی  1-2حال طبق قضیه 
G G

Z Z
 

1 2

)خودریختی   )A ut G   موجود است

)که  )Z Z 1 2.  

فرض کنید . 2-5تعریف 
π

( )E A H G   1 باشد.  Gیک توسیع مرکزي از گروه  1

)کند هرگاه براي هر خودریختی صدق می(*)در شرط Eگوییم توسیع  )A ut G   و هر

توسیع مرکزي 
π

A H G   
1

1 11 :فرد همریختی منحصربه 1 H H  موجود  1

  که نمودار زیر جابجایی باشد:طوريباشد به

                                                                                                                                                
1-Centrally closed 
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π

π

A H G

A H G

 

   

  

   
1

1 1

1 1

1 1

 

صدق کند آنگاه با انتخاب (*)که در شرطداراي توسیعی باشد  Gواضح است که اگر گروه

Id   توان نتیجه گرفت که می 1-1و بنا بر گزارهG  گروهی کامل است. در ادامه نشان

  کند.صدق می (*)دهیم هر گروه کامل داراي توسیعی است که در شرطمی

گروهی کامل و  Gفرض کنید . 2-6قضیه 
π

( )E A H G   1 توسیع مرکزي  1

  کند.صدق می (*)در شرط Eباشد. در این صورت  Gجهانی 

:فرد است، همریختی منحصربه Gتوسیع مرکزي جهانی  Eچون  برهان. H H  1 

  که نمودار زیر جابجایی باشد:طوريوجود دارد به

π

π

Id

A H G

A H G



   

  

   

1

1

1 1

1 1

1 1

 

)فرد یختی منحصربهخودر، خودریختی2-1از طرفی طبق قضیه  )A ut H 2 را القا می-

  کند که نمودار زیر را جابجا کند

π

π

A H G

A H G

 

   

  

   

2

1 1

1 1

 

حال با قرار دادن    1 با شرط فوق  آید. همریختی همریختی مطلوب به دست می 2

,فرد است زیرا اگرمنحصربه 1 i,هایی باشند که براي همریختی2 1 2،i  1 آنگاه

  داریم 

i          1 1 1
1 2 2 2 2  

  این یعنی نمودار 

π

π

Idi

A H G

A H G

  

   

  

   

1
2

1

1 1

1 1

1 1
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,با هر دو همریختی     1 1
1 2 2 شود اما با توجه به اینکه سطر اول نمودار توسیع جابجا می 2

است داریم  Gمرکزي جهانی     1 1
1 2 2  دهد.، که این حکم را نتیجه می2
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Abstract 

Let G be a perfect group. In this paper we use a new method to prove that any 
automorphism of G  can be lifted to a unique automorphism of its covering 
group. Also, we show that if G  is a central factor of some group H  then any 
automorphism of G  can be lifted to a unique homomorphism from the 
covering group of G  to H . 
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