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): در این مقاله، معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري چکیده ) ( ) ( )A p X XB p C p   را که عناصر

ابتدا چند ویژگی از مجموعه  کنیم.ها هستند بررسی میآن توابعی خطی از پارامترهاي متغیر در بازه

اري رط کافی براي کراندها چند شکنیم و سپس به کمک این ویژگیبیان می را جواب این معادله پارامتري

براي مجموعه جواب، دو روش تکراري  شدهمطرحبر پایه خصوصیات  ازآنپس. کنیممیمجموعه جواب ارائه 

داراي این ویژگی هستند  شدهمطرحهاي تکراري کنیم. روشبراي یافتن حصارهایی براي آن معرفی می

ل با ح درنهایتدهند. کاهش می چشمگیريطور ها بههاي محاسباتی را در مقایسه با دیگر روشکه هزینه

  را نشان خواهیم داد. پیشنهادشدههاي چند مثال عددي، کارایی روش

هاي پارامتري شده، معادله ماتریسی سیلوستر، مجموعه جواب سیستم هاي کلیدي:واژه

  امتريپار

  40G65 ،24A15  ):2010بندي ریاضی (رده

  مقدمه -1

  2معادله ماتریسی سیلوستر

)1(  ,AX XB F    

به ترتیب  Xو  Fو  nو  mهاي مربعی معلوم از مرتبه به ترتیب ماتریس Bو  A را که

mمرتبه  زماتریس سمت راست و ماتریس مجهول ا n طور که هستند، در نظر بگیرید. همان

                                                                                                                                                
  m.dehghani@scu.ac.ir یکی نویسنده مسئول مقاله:روآدرس الکت - 1

2- Sylvester matrix equation 
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TAX(یعنی معادله  1له ماتریسی لیاپانوفدانید این معادله به همراه معادمی XA F  که (

هاي ریاضیات، علوم و رود، نقش اساسی در بسیاري از شاخهمی به شمارحالت خاصی از آن 

، 2توان در نظریه کنترلد. کاربردهاي وسیع این دسته از معادلات را مینکنمهندسی ایفا می

 دید هازمینهو بسیاري دیگر از  5نظریه پایداري و پایداري قوي، 4، تبدیل مدل3پردازش تصویر

  .]3و  2، 1[

ها و مقالات در نوشته یتوجهقابل اندازهبه )1(اگرچه معادلات ماتریسی از نوع معادله 

هاي تواند در اجزاي این معادله یعنی درایههایی که میاما به انواع عدم قطعیت ،اندشدهیبررس

دانید عناصر طور که میاتفاق بیفتد، توجه کمتري شده است. همان Fو A ،Bهايماتریس

شوند و هاي فیزیکی حاصل میگیريها و اندازهاز آزمونعمل در  )1(ورودي معادله ماتریسی 

ر ، لذا این عناصاست گیري امري طبیعیظهور خطا به دلیل نادقیق بودن ابزارهاي اندازه ازآنجاکه

دهنده این خطاهاي د بود. یکی از ابزارهاي نشاننبا خطا همراه خواه یريناپذاجتنابطور به

Xاي هاست و بنابراین با معادله ماتریسی سیلوستر بازهطبیعی، استفاده از بازه X A B F 

صورت بازه هستند. در هاي بههایی با درایهماتریس Fو A ،Bمواجه خواهیم شد که در آن 

ها طور مستقل عمل نکنند و اجزاي آنبه F و A ،Bهاي موجود در عمل ممکن است ماتریس

صورت توابعی خطی از تعدادي پارامتر به هم وابسته باشند. در این صورت معادله ماتریسی به

 سیلوستر پارامتري زیر را خواهیم داشت

)2(                       ( ) ( ) ( ),A p X XB p F p p ,   p   

) که وابستگی )A p ،( )B p و ( )F p  به پارامترهاي, , sp p1
  صورت زیر استبه 

)3(      ( ) , ( ) , ( ) ,
s s s

k k k
k k k

k k k

A p p A B p p B F p p F
  

    
1 1 1

   

k هاکه در آن m mA  ،k n nB   وk m nF   براي, ,k s 1 ،و  اندشدهداده

,پارامترهاي  , sp p1
)اي هاي بردار بازهدر درایه  , , )T

s p p p1
کنند. توجه کنید تغییر می 

]با تعریف پارامتر  راحتیبهکه  , ]p 0 1 هاي ، ماتریس)3( اي پارامتري خطیه، ماتریس1

  پارامتري خطی آفین

                                                                                                                                                
1- Lyapunov matrix equation 
2- Control theory 
3- Image processing 
4- Model reduction 
5- Stability and robust stability 
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, , ,
s s s

k k k
k k k

k k k

A p A B p B F p F
  

    0 0 0

1 1 1

 

  شوند.حالت خاص خود شامل می عنوانبهرا نیز 

 شدهررسیباي، تاکنون توسط محققین مختلفی هاي خطی به این شکل در محاسبات بازهوابستگی

 ستا شدهارائهدستگاه معادلات پارامتري توسط جانسون  يدرزمینهها است. یکی از اولین مقاله

براي  اي دارندهمچنین مسئله کلی دستگاه معادلاتی که وابستگی خطی به پارامترهاي بازه .]4[

مسائل  گونهینا ◌ٔ درزمینهکارهاي بسیاري  پسازآن. ]5مطرح شد [ اولین بار توسط رامپ

Bنوعاست. مسائلی همچون توسیع تخمین  شدهانجام B
پارامتري  2هاي هسینبه ماتریس 1

، ]7[ ايپارامتري بازه 3سایدل-کننده بهینه براي روش گاوس حالتخوشارائه یک  ،]6[ یخط

، توصیف صریح یک ]8[ یافتن یک پوشش درونی براي مجموعه جواب معادلات خطی پارامتري

و محصور کردن مجموعه جواب دستگاه معادلات خطی  ]9[ اي پارامتريهاي بازهرده از سیستم

 ازجمله، ]10[ 5روهن-بلایک-و هنسن 4اسکیل-هاي باورپارامتري به کمک تعمیمی از روش

 معادلات ◌ٔ درزمینهاست. بسیاري دیگر از تحقیقات  شدهانجامکارهایی است که توسط لدیک 

ئلی همچون توصیف صریح مجموعه است، مسا شدهانجامخطی پارامتري توسط پوپوا و همکارانش 

ها و بسیاري رویکرد دیگر ها، کیفیت مجموعه جواب، تعیین کران مجموعه جوابAE6هاي جواب

روش تکراري و یک روش  کی ].17الی  11[ اندکاربردهبهکه براي محصور کردن مجموعه جواب 

براي پوشش دادن مجموعه جواب معادلات خطی پارامتري  ]19] و [18[ مستقیم به ترتیب در

 ]21[ و اسکالنا ]20[ است. یک رویکرد یکنواختی در کارهایی جداگانه توسط روهن شدهارائه

 هاي خطی پارامتري یک روش مستقیم توسط اسکالناسیستم با است. براي مواجهه شدهمطرح

است.  پیشنهادشده ]24[ اسکالنا و لدیکیک روش تکراري توسط  اخیراًو ] 23[ و کولو ]22[

)همچنین معادله ماتریسی پارامتري  ) ( )A p X B p هایی براي (با چند طرف ثانی) و روش

 شده است. قرارگرفته موردمطالعه] 26و  25[ محصور کردن مجموعه جواب آن در

گاه معادلات خطی پارامتري هایی که در بالا به آن اشاره شد، براي بررسی دستاما اغلب روش

گیرد یعنی تر که همه حالات قبل را در برمیاند. در این مقاله، ما یک مسئله کلیشدهمطرح

                                                                                                                                                
1- B B -type underestimation  
2- Hessian 
3- Gauss-Seidel 
4- Bauer-Skeel 
5- Hansen-Bliek-Rohn 
6- AE-solution sets 
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معادلات  تنهانهدهیم. این معادله قرار می موردبررسیرا  )2( معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري

  شود.ها را نیز شامل میاي آنخطی پارامتري بلکه حالت بازه

به دستگاه معادلات  توان به کمک ضرب کرونکر را می )2(معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري 

 خطی پارامتري زیر تبدیل کرد

)4(  ( ) ( ),G p x f p p ,  p   

  که در آن

  ( ) ( ) ( ) , vec( ), ( ) vec( ( )).T
n mG p I A p B p I x X f p F p       

)vecفوق  دستگاهدر  )X  عملگري است که ماتریسm nX  را به بردارmnx صورت به

  کندزیر تبدیل می

vec( ) ( , , , , , , , , , ) .T
m m n mnX X X X X X X    11 1 12 2 1

 

همچنین 
nI  و

mI هاي همانی از مرتبه دهنده ماتریسترتیب نشان بهn  وm  .درواقعهستند 

)توان دید که ماتریس پارامتري راحتی میبه )G p و بردار پارامتري( )f p براي  )4( دستگاهدر

p pصورت زیر هستندبه  

( ) , ,

( ) , vec( ).

s
k k k kT

k n m
k

s
k k k

k
k

G p p G G I A B I

f p p f f F





    

 





1

1

 

این است که ابتدا آن را به شکل کرونکري  )2(یک رویکرد متداول براي مواجهه با معادلات از نوع 

قبلی، دستگاه معادلات خطی  شدهمطرحهاي تبدیل کنیم و سپس از روش )4(معادلش در 

عادله ماتریسی دست آمده براي آن، جواب مرا حل کرده و به کمک جواب به )4(پارامتري 

رویکرد درست و منطقی است اما یکی از  دست آوریم. اگرچه اینرا به )2(سیلوستر پارامتري 

هاي درگیر در معادله مشکلاتی که وجود دارد این است که به دلیل بزرگ بودن ابعاد ماتریس

هایی روش گیريکارها بسیار بالا خواهد بود. در واقع بههاي محاسباتی این روش، هزینه)4(

روهن -بلایک-، روش هنسنیافتهتعمیماسکیل -، روش باور1همچون روش کرافچیک پارامتري

داراي پیچیدگی محاسباتی  )4(ها روي معادله پارامتري و بسیاري دیگر از این روش یافتهتعمیم

( )m n 3  هاندازبههایی است که پیچیدگی محاسباتی را باشند. هدف این مقاله ارائه روشمی3

)به  توجهیقابل )m n 3   دهند.تقلیل می 3

                                                                                                                                                
1- Parametric Krawczyk method 
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اي با حروف معمولی اي با حروف برجسته و غیر بازههاي بازهدر این مقاله کمیتنمادگذاري. 

شوند. نماد مشخص میو مختلط به ترتیب با  شوند. میدان اعداد حقیقی ونمایش داده می

)Iشود. مجموعه شامل اي حقیقی (مختلط) استفاده می) براي فضاي اعداد بازه

mاي حقیقی (مختلط) از بعد هاي بازهماتریس n باI m n)I m nشود. ) نمایش داده می

Iهمچنین n )I nبردارهاي  ) مجموعهn-اي . عدد بازهاستاي حقیقی (مختلط) بعدي بازه

[ , ]x xx را کهx کران پایین وx  کران بالاي آن است در نظر بگیرید. نقطه مرکزيx که با

mid( )x یاcxاز  عبارت استشود نمایش داده میmid( ) :c x x
x


 x

2
که با  x. شعاع 

rad( )x  یاx صورت شود بهنمایش داده میrad( ) :
x x

x 
 x

2
شود. تعریف می 

)magکه با  xهمچنین اندازه بزرگی  )x  یا| |x ترینبزرگاز  عبارت استشود نمایش داده می 

)magیعنی  قدر مطلقاز حیث  xعضو موجود در بازه  ) | |: max{| |: }x x  x x x مفاهیم .

ف تعری مؤلفهبه  مؤلفهصورت اي بههاي بازهمرکز، شعاع و اندازه بزرگی براي بردارها و ماتریس

nشود. قطر یک ماتریس مربعی مفروض می nA  از بردار  عبارت استn- بعدي

diag( ) ( , , )T
nnA A A 11ار . همچنین براي یک بردn–بعدي ( , , )T n

na a a  1 ،

nماتریس قطري از بعد  n هاي قطري با درایه, , na a1  توسط

Diag( ) Diag( , , )na a a 1 شود. براي یک ماتریس پارامتري دلخواه نشان داده می

( )
t

k
k

k

C p p C



1

 ،( , , )tp p p  p صورت زیر متناظر با آن به Cاي ، ماتریس بازه1

  شودتعریف می

: .
t

k
k

k

C


C p
1

  

ابتدا مفهوم مجموعه جواب را براي معادله  2در ادامه ساختار مقاله به این شکل است: در بخش 

کنیم و سپس چند ویژگی از این مجموعه جواب بیان تعریف می )2(ماتریسی سیلوستر پارامتري 

رانداري مجموعه کچند شرط کافی براي  ،شدهبیانهاي به کمک ویژگی بعدازآنخواهیم کرد. 

دو روش تکراري با هزینه  شدهمطرحجواب ارائه خواهیم کرد. همچنین بر پایه خصوصیات 

هاي کنیم. کارایی روشه جواب ارائه میپایین براي محصور کردن مجموعبسیار محاسباتی 

شود. در بررسی می 3هاي دیگر در بخش با حل چند مثال عددي و مقایسه با روش پیشنهادشده

  دهیم.خاتمه می 4گیري در بخش بندي و نتیجهپایان مقاله را با یک جمع
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  نتایج اصلی -2

 هاي آنمجموعه جواب و ویژگی  2-1

 براي هر درواقع .استدر حقیقت یک خانواده از معادلات ماتریسی سیلوستر  )2(معادله پارامتري 

p p معادله ماتریسی سیلوستر ،( ) ( ) ( )A p X XB p F p   .عضوي از این خانواده است

هاي اعضاي مجموعه شامل جواب عنوانبه )2(مجموعه جواب معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري 

  شود. این خانواده تعبیر می

  از عبارت است )2(سیلوستر پارامتري . مجموعه جواب معادله ماتریسی 1تعریف 

: { : ( ) ( ) ( ), }.m nX A p X XB p F p p      p  

  ، داریمXاي حقیقی و ماتریس نقطه Aاي براي ماتریس بازه .]27[ 1لم 

rad( ) rad( ) | |, rad( ) | | rad(X X X X A A A A).  

X. اگر 1قضیه    آنگاه  

)5      (| ( ) ( ) ( ) | | | | | .c c cA p X XB p F p A X X B F         

X. فرض کنید اثبات   یک عضو  صورت ینا. درp p کهطوريوجود دارد به  

)6                                (( ) ( ) ( ).A p X XB p F p    

pاز طرفی براي  p که مفروض، با توجه به این( )c cA p A  و( )A p  A وضوح پس به

|توان گفت می ( ) ( ) |cA p A p A   و به همین ترتیب| ( ) ( ) |cB p B p B   و

| ( ) ( ) |cF p F p F   توان نوشتمی )6(. پس با توجه به این مطالب و رابطه  

| ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) |

                                 | ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) |

                                 | ( ) ( ) || | | || ( ) ( )

c c c c c c

c c c

c c

A p X XB p F p A p X A p X XB p XB p F p F p

A p A p X X B p B p F p F p

A p A p X X B p B p

       

     

    | | ( ) ( ) |

                                 | | | | .

cF p F p

A X X B F  

 

  

  

X. اگر 2قضیه    آنگاه   

)7(  | ( ) ( ) ( ) | | |.
s

c c c k k k
k

k

A p X XB p F p p A X XB F



    
1
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X. فرض کنید اثبات   پس .p p که طوريموجود است به

( ) ( ) ( )A p X XB p F p که . حال با توجه به این| |c
k k kp p p  ،, ,k s 1 ،

  توان نوشتمی

| ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) |

                                       | ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) |

                                       ( ( ) )|

c c c c c c

c c c

s
c k
k k

k

A p X XB p F p A p X A p X XB p XB p F p F p

A p A p X X B p B p F p F p

p p A


       

     

 
1

( ( ) ) ( )

                                       ( )( ) | | .

|

| |

s s
c k c k
k k k k

k k

s s
c k k k k k k
k k k

k k

X X p p B p p F

p p A X XB F p A X XB F

 



 

   

     

 

 

1 1

1 1

  

براي عبارت  1تري نسبت به قضیه کران بالاي کوچک 2قضیه  .3قضیه 

| ( ) ( ) ( ) |c c cA p X XB p F p   کند.معرفی می  

   باید نشان دهیم  درواقعاثبات. 

| | | | | | .
s

k k k
k

k

p A X XB F A X X B F   



    
1

  

  توان نوشتمی 1با استفاده از لم 

| | | || | | || | | |

                        | | | | | | | | | |

| | | | .

( ) ( ) ( )

               

s s s s
k k k k k k

k k k k
k k k k

s s s
k k k

k k k
k k k

p A X XB F p A X p X B p F

p A X X p B p F

A X X B F

   

   

  

  

  

    

  

 

   

  



1 1 1 1

1 1 1

  

تواند توسط مجموعه متناهی دیگري پوشش داده شود می یدر صورتدانیم که یک مجموعه می

 چون هدف ما یافتن پوشش (حصار) هایی براي مجموعه جواب  ینجاادار باشد. در که کران

  دهیم.ارائه می داري است، لذا ابتدا چند شرط کافی براي کران

  دار است هرگاهکران مجموعه جواب . 4قضیه 

  نامساوي الف.

)8                               (| ( ) ( ) | | | | | ,c cA p X XB p A X X B      

mتنها داراي جواب بدیهی  nX  0 .باشد  



  102                                          مرضیه دهقانی مدیسه

  نامساوي ب.

)9                          (| ( ) ( ) | | |,
s

c c k k
k

k

A p X XB p p A X XB



  
1

   

mتنها داراي جواب بدیهی  nX  0 .باشد  

متعلق به مجموعه جواب معادله  Xتوان گفت که اگر ، می1با استفاده از قضیه اثبات الف. 

  ماتریسی سیلوستر پارامتري

)10(                              ( ) ( ) ,A p X XB p p ,   p0   

اما بنابر فرضیات مسئله، این نامساوي تنها ؛ صدق خواهد کرد )8(در نامساوي  X آنگاهباشد 

mداراي جواب بدیهی  nX  0 عبارت  )10(پارامتري  دستگاهبنابراین مجموعه جواب ؛ است

}از مجموعه تک عضوي  است pکه این بدین معناست که براي هر  0{ p  معادله

( ) ( )A p X XB p 0  تنها داراي جوابm nX  0 براي هر دانیم که اما می؛ است
p p،  این معادله با شکل کرونکري( )G p x 0  که در آن معادل است( )G p  ماتریس

pگیریم که براي هر میبنابراین نتیجه ؛ است )4(در  شدهتعریفپارامتري  p دستگاه معادلات ،

)خطی  )G p x 0 تنها داراي جواب بدیهی 
mnx  0 ماتریس دانیم که . از طرفی میاست

Axنامنفرد است اگر و تنها اگر دستگاه معادلات خطی  Aدلخواه  b جواب بدیهی  تنها داراي

x 0 ماتریس گیریم که باشد. با توجه به این نکته نتیجه می( )G p  براي هرp p  نامنفرد

اي، نشان داد که در هاي بازه] با بیان چهل شرط معادل با نامنفرد بودن ماتریس28. روهن [است

Axهاي معادلات خطی یک خانواده از دستگاه b هاي ضرایب نامنفرد باشند اگر همه ماتریس

خواهد بود. با توجه به این مطلب و نیز  دارکرانمجموعه جواب این خانواده از معادلات،  آنگاه

)هاي نامنفرد بودن ماتریس )G p  براي هرp p براي هر توان نتیجه گرفت که می
k m nF  ،, ,k s 1جواب ، مجموعه   

{ : ( ) ( ), }mnx G p x f p p   p  

)که در آن  ) vec( ( ))f p F pدستگاه  ازآنجاکه. دار خواهد بود، کران( ) ( )G p x f p  با

)شکل  ) ( ) ( )A p X XB p F p   زیربرگرداندن مجموعه فوق به شکل معادل است لذا  

{ : ( ) ( ) ( ), },m nX A p X XB p F p p    p  

 را براي هر داري مجموعه جواب کران 
k m nF  ،, ,k s 1، دهد.نتیجه می   
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. کافیست که در روند اثبات از استمشابه با قسمت (الف)  کاملاًاثبات این قسمت اثبات ب. 

  استفاده کنیم. 1قضیه  جايبه 2قضیه 

 جدید هاي تکراريروش 2-2

نیز اشاره شد، یک رویکرد در برخورد با معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري  قبلاًطور که همان

اي هو سپس از روش نیمتبدیل ک )4(این است که ابتدا آن را به شکل کرونکري معادلش در  )2(

ینه مشکلاتی که در این زم ترینبزرگاما یکی از ؛ موجود براي حل دستگاه ثانویه استفاده کنیم

هایی را ارائه خواهیم کرد که تا روش اینجااست. در  موردنیازوجود دارد، حجم بالاي محاسبات 

  دهند.هاي محاسباتی را کاهش میحد زیادي هزینه

)هاي فرض کنید ماتریس )cA p  و( )cB p پذیروارونهاي قطري شدنی باشند یعنی ماتریس 
m mU   وn nV  هاي قطري و ماتریسAD  وBD کهطوريموجود باشند به  

)11 (                       ( ) , ( ) .c c
A BA p UD U B p V D V  1 1   

)ي بردارهاي ویژه Uهاي ستون )11(توجه کنید که درواقع در تجزیه طیفی  )cA p  و

)بردارهاي ویژه  Vهاي ستون )cB p   هستند. همچنین قطرهايAD  وBD  به ترتیب مقادیر

)ویژه  )cA p  و( )cB p باشند.می  

استفاده  )2(کننده براي سیستم  حالتخوش عنوانبه Vو  Uهاي خواهیم از ماتریسحال می

Uکنیم. اگر ماتریس  1  را از سمت چپ و ماتریسV 1  را از سمت راست در سیستم پارامتري

  شودسیستم پارامتري جدید زیر حاصل می آنگاهضرب کنیم  )2(

)12                         († † †( ) ( ) ( ),A p Y YB p F p p ,   p     

†که در آن  ( ) ( )A p U A p U 1 ،† ( ) ( )B p VB p V  1 ،† ( ) ( )F p U F p V  1 و  1

Y U XV  1 )†. در واقع 1 )A p ،†( )B p  و† ( )F p  12(در سیستم پارامتري جدید( 

  صورت زیر هستندهاي پارامتري بهماتریس

† † †

† † †

† † †

( ) , ,

( ) , ,

( ) , .

s
k k k

k
k

s
k k k

k
k

s
k k k

k
k

A p p A A U A U

B p p B B VB V

F p p F F U F V









 



 

 

 







1

1

1

1

1 1

1
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)†ضرایب  هايتوان دید که ماتریسراحتی می، به)11(با توجه به تجزیه طیفی  )A p  و†( )B p 

† یگردعبارتبه، قطري هستند، pاي در مرکز بردار بازه ( )c
AA p D  و† ( )c

BB p D همین .

حالت سازي به هاي این خوششود که یکی از مزیتمی )12(سیستم  یريپذانعطافامر موجب 

  رود.شمار می

 )12(حصاري براي مجموعه جواب معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري  Yاي اگر ماتریس بازه

Yداشته باشیم  )12(متعلق به مجموعه جواب سیستم پارامتري  Yبراي هر عضو (باشد  Y

توان نتیجه گرفت که راحتی میاي بههاي شمول در محاسبات بازهبا استفاده از ویژگی آنگاه)، 

X U V Y  حصاري براي مجموعه جواب  خواهد بود. لذا در  )2(از معادله پارامتري اولیه

  پردازیم.می )12(متري ادامه به یافتن حصارهایی براي مجموعه جواب معادله پارا

  اي باشند کهگونهبه nbو  maفرض کنید بردارهاي 

† †( ) Diag( ), ( ) Diag( ).c cA p a B p b   

با استفاده  آنگاهباشد،  )12(مجموعه جواب معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري متعلق به  Yاگر 

  در رابطه زیر صدق خواهد کرد Y، 1از قضیه 

)13            († † † † † †| ( ) ( ) ( ) | | | | | .c c cA p Y YB p F p A Y Y B F         

 صورت یناباشد، در  )12(مجموعه جواب معادله پارامتري پوششی براي  Yحال فرض کنید 

Y ازآنجاکه Y ،تر از یا مساوي با کوچک )13(عبارت سمت راست رابطه  وضوحبه1 

  در زیر خواهد بود شدهتعریف

† † †: | | | | .A B F     Y Y1  

  بنابراین

)14                     († † †| ( ) ( ) ( ) | .c c cA p Y YB p F p   1   

nاز طرفی اگر 
n   وm

m   است،  1ها برابر آن هايمؤلفهبردارهایی باشند که همه

  توان دیدبا یک محاسبه ساده می آنگاه

† †( ) ( ) ( ),c c T T
n mA p Y YB p Y a b      

با رابطه زیر  )14(توان گفت که نامساوي بنابراین می؛  ضرب هادامارد است دهندهنشان که 

  معادل است

†| ( ) ( ) | .T T c
n mY a b F p     1  
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  در نتیجه

† †( ) [ ( ) , ( ) ],T T c c
n mY a b F p F p        1 1  

 و بنابراین

)15       (( )
† †[ ( ) , ( ) ]. / ( ) : ,( )c c T T

n mY F p F p a b        Y Y 1
1 1   

.که در آن  یکی از اعضاي مجموعه جواب  عنوانبه Yنمایشگر تقسیم هادامارد است. چون  /

توان نتیجه گرفت که می )15(بود، پس با توجه به  شدهانتخاب دلخواهبه )12(معادله پارامتري 
( )Y )پوشش دیگري براي این مجموعه جواب خواهد بود. اگر  1 )Y دست آمده را جایگزین به 1

Y  تر) براي کیپ اصطلاحبه( 1تربستهبه یک پوشش  آنگاهکرده و مراحل قبل را تکرار کنیم

کنیم. ادامه این روند تا برقراري یک شرط دست پیدا می )12(مجموعه جواب معادله پارامتري 

ب براي مجموعه دست آوردن یک پوشش مناسمناسب براي توقف، روش تکراري زیر را براي به

  کندپیشنهاد می )12(جواب معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري 

)16                         ( 
( )

( ) ( )
† † †

: ,

: ( ( ), ( ), ( ), , ),k kA p B p F p

 


 

Y Y

Y p Y

0

1
1

 

  که در آن 

 
( ) ( )

† † † † †( ( ), ( ), ( ), , ) : [ ( ) , ( ) ]. / ( ) .( )k c c T T k
n mA p B p F p F p F p a b         p Y Y1 1 1

 

، روش تکراري دوم زیر را براي دستیابی 1قضیه  جايبه 2کار بستن قضیه تکرار استدلال بالا با به

  کندمعرفی می )12(به یک پوشش مناسب براي مجموعه جواب معادله پارامتري 

)17                      ( 
( )

( ) ( )
† † †

: ,

: ( ( ), ( ), ( ), , ),k kA p B p F p

 


 

Y Y

Y p Y

0

1
2

  

  که در آن

 
( ) ( )

† † † † †( ( ), ( ), ( ), , ) : [ ( ) , ( ) ]. / ( )( )k c c T T k
n mA p B p F p F p F p a b ,         p Y Y2 2 2

 

                                                                                                                                                
1- Tighter enclosure 
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  و

† † †: | |.
s

k k k
k

k

p A X XB F



   2
1

 

را رسیدن فاصله بین دو تکرار متوالی به یک آستانه تحمل ( )17( ) و16( شرط توقف تکرارهاي

( دهیم.قرار می  

ها مجموعه اي همگرا هستند و حد آن) با هر شروع اولیه17) و (16( تکراري هاي روش .5قضیه 

  کند.محصور می را )2(سیلوستر پارامتري معادله ماتریسی جواب 

)فرض کنید  اثبات. ){ }kY  باشد. طبق ساختار 17) و (16(تکراري هاي روشدنباله حاصل از (

)ها، این روش ){ }kY اي است یعنی هاي بازهیک دنباله تودرتو از ماتریس( ) ( )k k Y Y1  براي
, ,k  0 اي تودرتو به اشتراك اعضایش همگراست. ]، هر دنباله بازه29از [ 6/4اما طبق لم ؛ 1

پس دنباله 
( ){ }kY  به

(*) ( )k
k

Y Y0

اعضاي این دنباله  تکتکهمگراست. از طرفی چون  

ها که پس اشتراك آن دربردارنده) را 12(پارامتري  جواب معادله ماتریسی سیلوسترمجموعه 

  بردارد.   ن مجموعه جواب را دریهمان حد دنباله است نیز ا

Iرا در نظر بگیرید و فرض کنید  )2(سیلوستر پارامتري معادله ماتریسی  .6قضیه  m n Y 

*. اگر ) باشد12(مجموعه جواب معادله پارامتري پوششی براي  I m n Y هاي توسط روش

U* آنگاهباشد،  شدهحاصل )17) و (16(تکراري  VY  سیلوستر معادله ماتریسی مجموعه جواب

  محصور خواهد کرد. را )2(پارامتري 

مجموعه جواب پوششی براي  Y*دانیم که با فرضیات مسئله می 5قضیه با توجه به  اثبات.

pاست. این بدین معناست که براي هر  )12(معادله پارامتري  p جواب ،*Y  از معادله

†ماتریسی  سیلوستر  † †( ) ( ) ( )A p Y YB p F p   در رابطه* *Y Y آن کند که در صدق می

† ( ) ( )A p U A p U 1 ،† ( ) ( )B p VB p V  1 ،† ( ) ( )F p U F p V  1 Yو  1 U XV  1 1

). با برگرداندن این معادله به شکل معادلش یعنی معادله  ) ( ) ( )A p X XB p F p  نتیجه ،

*از معادله آخر در رابطه  X*گیریم که جواب می * *X UY V U V  Y کند. چون صدق می

p p گیریم بود پس نتیجه می شدهانتخاب دلخواهبه*U V  Y  که در آن  مجموعه

  .است )2(پارامتري  سیلوسترجواب معادله ماتریسی 

مجموعه جواب معادله که در واقع پوششی براي ) 17) و (16( تکرارينقطه شروع  روندهاي 

اي توان با حل معادله ماتریسی سیلوستر بازهاست را می )12(ماتریسی سیلوستر پارامتري 

†متناظرش یعنی  † †Y Y A B F اي درگیر در این هاي بازهماتریس ازآنجاکهدست آورد. به
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شوند پس این اطمینان را هاي پارامتري متناظرشان را شامل میاي، همه ماتریسمعادله بازه

را  )12(دست آمده براي مجموعه جواب آن، مجموعه جواب معادله پارامتري داریم که حصار به

هاي توان از روشاي مذکور مینیز پوشش خواهد داد. براي حل معادله ماتریسی سیلوستر بازه

را براي محصور  پیشنهادشدههاي تکراري روش 1بهره برد. الگوریتم  ]32و  31، 30[ در شدهمطرح

کند. در این الگوریتم توصیف می )2(سیلوستر پارامتري معادله ماتریسی مجموعه جواب کردن 

iدر خط ششم، به ازاي   iو به ازاي  )16(روش تکراري  1  حاصل  )17(روش تکراري  2

بیان  5طور که در قضیه . همانایمما براي اختصار هر دو روش را در یک الگوریتم آورده .شود.می

هاي تکراري مذکور با هر نقطه شروعی همگرا هستند لذا این الگوریتم همواره به جواب شد، روش

تر محک توقف الگوریتم را رسیدن به یک تعداد مشخص از تعداد تکرارها و یا کوچک .خواهد رسید

ایم که در آن فاصله دو قرار داده شدن فاصله دو تکرار متوالی از یک آستانه تحمل دلخواه 

)تکرار متوالی  )kY  و( )kY شکل زیر تعریف  هایشان بهصورت هر نرم دلخواهی از تفاضل شعاعبه 1

  شودمی

( ) ( ) ( ) ( )dis( , ) || rad( ) rad( ) || .k k k k  Y Y Y Y1 1  

iبه ترتیب به ازاي  )17(و  )16( هاي تکراريروش .1الگوریتم   iو  1  ، براي محصور 2

    )2( يپارامترسیلوستر معادله ماتریسی کردن مجموعه جواب 

Function Iterative_Method_i ( , , , , ,k k kA B F p Y ) 

1. Use a floating point algorithm for computing ,U V   and their 

approximate inverses ,U V 1 1  ; 

2. Compute the interval matrices † † †, ,A B F ; 

3. Put ( ) Y Y0 ;  

4. Put ; ;ready k kmax  0 0 15 ; 

5. While ( &ready k kmax  ) do 

6. Put ( ) ( )
† † †: ( ( ), ( ), ( ), , )k k

i A p B p F p  Y p Y1 ; 

7. ( ) ( )(|| rad( ) rad( ) || )k kraedy   Y Y1 ; 

8. Put k k 1; 

9. End While 

10. Display “ kU VY  is an enclosure for  “. 
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)، 1الگوریتم  در شدهمطرحهاي تکراري روش پیچیدگی محاسباتی .7قضیه  )m n 3   .است 3

)هاي طیفی مربوط به اثبات. هزینه محاسبات تجزیه )cA p  و( )cB p  ترتیب به )11(در

( )m )و  3 )n بین  نقطهبهنقطه. عملگرهاي دیگر شامل ضرب، جمع و تقسیمات است 3

mهاي با ابعاد ماتریس m ،n n  وm n حداکثر داراي پیچیدگی ،( )m n 3 3 

 ادشدهیهاي هاي الگوریتم در مقابل هزینههزینه محاسبات سایر قسمت ازآنجاکه. استمحاسباتی 

) توان گفت که این الگوریتم نیازمنداست لذا در مجموع می یپوشچشمقابل )m n 3 عملگر  3

  محاسباتی است.

  هاي عدديمثال -3

ال عددي و مقایسه ثاز چند م) 17) و (16( تکراريهاي در این بخش براي تشریح کارایی روش

  یم:دههاي مقایسه شده را با نمادهاي زیر نشان میکنیم. روشها با چند روش دیگر استفاده میآن

KRW شده تبدیل، براي حل سیستم پارامتري ]33[ در شدهمعرفی: روش کرافچیک پارامتري

)4(.  

BS4شده (تبدیل، براي حل سیستم پارامتري ]10[ یافتهتعمیماسکیل -: روش باور(.  

HBR4شده (تبدیل، براي حل سیستم پارامتري ]10[ یافتهتعمیم روهن-بلایک-: روش هنسن(.  

ITR1 16(: روش تکراري(.  

ITR2 17( يتکرار: روش(.  

 )4(ابتدا روي دستگاه معادلات خطی پارامتري  HBRو  KRW ،BSهاي توجه کنید که روش

دست آمده براي جواب به ماتریس جواب معادله ماتریسی سیلوستر شوند و سپس بردار بهاجرا می

  شود.تبدیل می )2(پارامتري 

را از حیث زمان اجرایی و کیفیت حصارهاي  ITR2و  KRW ،BS ،HBR ،ITR1هاي روش

کنیم. معیار سنجش کیفیت مقایسه می باهم موردنظردست آمده براي مجموعه جواب مسئله به

ی یعن؛ دهیمدست آمده قرار میاي بههاي ماتریس بازههاي حاصله را میانگین شعاع درایهپوشش

Iدست آمده براي یک پوشش به m n X ها، میانگین شعاعی آن را توسط هر یک از  روش

  گیریمصورت زیر در نظر میبه

rad( )

Avg .

m n

ij
i j

mn

 
 X

1 1  
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به معناي شکست روش به دلیل خارج از حد حافظه بودن عملیات  "OM"، نماد جداول زیردر 

 ها هنگام استفادهباشند. در مثالثانیه می برحسبهاي اجرایی محاسباتی آن است. همچنین زمان

دهیم. قرار دادن ماشین قرار می )twister’)0rng’,، ماشین را روي حالت 1هاي تصادفیدادهاز 

  کند.ها را تضمین میدر این حالت، قابلیت تولید مجدد داده

  معادله ماتریسی  سیلوستر پارامتري زیر را در نظر بگیرید .1مثال 

( ) ( ) ( ),A p X XB p F p p ,   p  

,، kpپارامترهاي  که در آن  ,k  1 ]در بازه ، 5 , ]k    p 1   و کنندتغییر می 1

( ) , * (' ', ), , , ,

( ) , * (' ', ), , , ,

( ) , ( , ), , , .

k k
k

k

k k
k

k

k k
k

k

A p p A A k gallery parter n k

B p p B B k gallery lehmer n k

F p p F F ones n n k







  

  

  













5

1

5

1

5

1

1 5

1 5

1 5

  

ایم. نتایج حل کرده و  nهاي مختلف و به ازاي مقادیر مختلف ن معادله پارامتري را با روشای

توانید به ترتیب در جداول دست آمده را میهاي بههاي اجرایی و کیفیت پوششحاصل براي زمان

  ملاحظه کنید. 2و  1

اجراي دو  بالايسرعت دهندهنشان، 1بینید، اعداد به نمایش در آمده در جدول طور که میهمان

. در واقع است 7هاست که خود مؤید قضیه در مقایسه با دیگر روش ITR2و  ITR1روش 

)نیازمند  ITR2و  ITR1هاي روش )n که این مقدار باشند حال آنعملگر محاسباتی می 3

)ها براي مابقی روش )n به بعد به دلیل کمبود حافظه براي  30از بعد  KRWاست. روش  6

 و BSهاي شود. این شکست براي روشاجرا (سنگین بودن محاسباتش) با شکست مواجه می

HBR  بیانگر کیفیت بهتر حصارهاي  2افتد. نتایج حاصله در جدول به بعد اتفاق می 150از بعد

هاست. البته کیفیت نتایج حاصل از روش نسبت به بقیه BSو  KRWدست آمده توسط به

از حیث کیفیت نتایج  ITR2. روش است یقبولقابلنیز در حد بسیار  ITR2و  ITR1هاي روش

 کند.عمل می ITR1که کندتر از روش ، حال آناست 3است که مؤید قضیه  ITR1بهتر از روش 

 

                                                                                                                                                
1- Random data 
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 1هاي اجرایی براي مثال زمان ):1( جدول

n    KRW BS HBR ITR1 ITR2 

5 310   0121/0  0058/0  0125/0  0394/0  0527/0  

10 310  0383/0  0152/0  0456/0  0316/0  0549/0  

15 410  3543/0  0876/0  1484/0  0344/0  0575/0  

20 410  3433/2  3332/0  4460/0  0330/0  0586/0  

25 410  4549/414  3058/1  4557/1  0410/0  0738/0  

30 410  OM 0862/3  2994/3  0384/0  0742/0  

40 410  OM 7275/15  1833/16  0480/0  0917/0  

50 410  OM 1504/65  2308/67  0589/0  1191/0  

60 410  OM 7324/181  6531/177  0757/0  1645/0  

70 410  OM 1416/454  5526/462  1413/0  2087/0  

80 410  OM 0167/1 e+3 0591/1 e+3 1506/0  2507/0  

90 410  OM 4550/2 e+3 3157/2 e+3 1460/0  3437/0  

100 410  OM 3208/6 e+3 6375/5 e+3 1970/0  3979/0  

150 410  OM OM OM 4090/0  0341/1  

200 410  OM OM OM 7993/0  1960/2  

300 410  
OM OM OM 0951/2  0780/6  

400 410  OM OM OM 0589/5  0032/15  

500 410  
OM OM OM 1072/9  1393/26  

600 410  OM OM OM 9906/15  3946/43  

700 410  
OM OM OM 4669/20  4107/64  

800 410  OM OM OM 1369/30  0999/98  

900 410  
OM OM OM 7637/38  4325/132  

1000 410  OM OM OM 8870/54  3901/178  
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 1براي مثال  میانگین هايشعاع ):2( جدول

n    KRW BS HBR ITR1 ITR2 
5 310   1493/3 e-5 1302/3 e-5 5635/1 e-4 9630/4 e-4 6147/9 e-5 

10 310  2060/2 e-5 1754/2 e-5 0866/1 e-4 4286/6 e-4 2406/1 e-4 

15 410  6683/1 e-6 6647/1 e-6 3225/8 e-6 4774/7 e-5 4432/1 e-5 

20 410  3609/1 e-6 3570/1 e-6 7844/6 e-6 2272/8 e-5 5880/1 e-5 

25 410  1554/1 e-6 1513/1 e-6 7559/5 e-6 9519/8 e-5 7279/1 e-5 

30 410  ---- 0036/1 e-6 0177/5 e-6 5173/9 e-5 8368/1 e-5 

40 410  ---- 0521/8 e-7 0256/4 e-6 0540/1 e-4 0336/2 e-5 

50 410  ---- 7655/6 e-7 3824/3 e-6 1401/1 e-4 1996/2 e-5 

60 410  ---- 8579/5 e-7 9287/2 e-6 2161/1 e-4 3459/2 e-5 

70 410  ---- 1797/5 e-7 5896/2 e-6 2851/1 e-4 4788/2 e-5 

80 410  ---- 6520/4 e-7 3258/2 e-6 3469/1 e-4 5977/2 e-5 

90 410  
---- 2288/4 e-7 1142/2 e-6 4041/1 e-4 7080/2 e-5 

100 410  ---- 8811/3 e-7 9403/1 e-6 4591/1 e-4 8140/2 e-5 

150 410  ---- ---- ---- 6883/1 e-4 2555/3 e-5 

200 410  ---- ---- ---- 8735/1 e-4 6125/3 e-5 

300 410  
---- ---- ---- 2,1745e-4 1928/4 e-5 

400 410  ---- ---- ---- 2,4192e-4 6644/4 e-5 

500 410  
---- ---- ---- 6298/2 e-4 0706/5 e-5 

600 410  ---- ---- ---- 8163/2 e-4 4301/5 e-5 

700 410  
---- ---- ---- 9855/2 e-4 7564/5 e-5 

800 410  ---- ---- ---- 1404/3 e-4 0552/6 e-5 

900 410  
---- ---- ---- 2849/3 e-4 3338/6 e-5 

1000 410  ---- ---- ---- 4198/3 e-4 5940/6 e-5 

   معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري .2مثال 

( ) ( ) ( ),A p X XB p F p p ,   p  

  را در نظر بگیرید. در این معادله
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( ) , (' ', ), , , ,

( ) , ( , ), , , ,

( ) , ( , ), , , ,

k k
k

k

k k
k

k

k k
k

k

A p p A A gallery lehmer n k

B p p B B rand n n k

F p p F F ones n n k
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]متعلق به بازه  kpپارامترهاي و  , ]k    p 1 هستند. نتایج حاصل از اجراي چند روش  1

  ملاحظه کنید. 4و  3توانید به ترتیب در جداول می و  nمختلف را به ازاي مقادیر مختلفی از 

 2هاي اجرایی براي مثال زمان ):3( جدول

n    KRW BS HBR ITR1 ITR2 
5 410   0116/0  0298/0  0253/0  0253/0  0583/0  

10 510  0421/0  0243/0  0503/0  0383/0  0869/0  

15 610  3336/0  1176/0  1766/0  0586/0  0918/0  

20 610  5060/2  4916/0  6367/0  0424/0  1337/0  

25 610  1670/300  9011/1  0129/2  0463/0  1305/0  

30 610  OM 7262/4  9258/4  0489/0  1668/0  

40 610  OM 3548/22  3781/22  0630/0  1570/0  

50 610  OM 0456/81  6883/85  0859/0  2441/0  

60 610  OM 3371/253  0671/250  0969/0  2702/0  

70 610  OM 2217/602  1548/615  1222/0  3455/0  

80 610  OM 2104/2 e+3 9207/1 e+3 1501/0  4416/0  

90 610  OM 8377/3 e+3 2506/3 e+3 1815/0  5608/0  

100 610  OM OM OM 2185/0  7008/0  

150 210  OM OM OM 5045/0  8307/1  

200 610  OM OM OM 1903/1  7923/3  

300 610  OM OM OM 1689/3  7573/11  

400 610  OM OM OM 7778/6  6355/26  

500 610  OM OM OM 3534/11  3948/47  

600 610  OM OM OM 8285/18  2201/82  

700 610  OM OM OM 7547/30  8863/125  

800 610  OM OM OM 7589/39  7576/180  

900 610  OM OM OM 7625/57  3911/255  

1000 610  OM OM OM 9744/72  0745/335  
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 2هاي میانگین براي مثال شعاع ):4( جدول

n    KRW BS HBR ITR1 ITR2 

5 410   8868/1 e5 8421/1 e-5 6673/3 e-4 1068/1 e-4 6244/3 e-5 

10 510  7848/5 e-7 7549/5 e-7 9364/3 e-5 7680/1 e-5 7879/4 e-6 

15 610  2525/1 e-6 2461/1 e-6 5241/1 e-5 7212/6 e-6 4801/2 e-6 

20 610  6207/2 e-7 6075/2 e-7 2543/1 e-5 9111/5 e-6 4535/1 e-6 

25 610  3036/3 e-8 2956/3 e-8 6146/4 e-6 3725/5 e-6 2249/1 e-6 

30 610  ---- 7351/1 e-7 7911/9 e-6 7968/7 e-6 9546/1 e-6 

40 610  ---- 7247/5 e-8 7413/7 e-6 8743/1 e-5 0997/2 e-6 

50 610  ---- 5470/2 e-5 4524/1 e-4 0804/5 e-5 0965/3 e-5 

60 610  ---- 3325/1 e-7 2597/1 e-5 2902/1 e-5 6909/1 e-6 

70 610  ---- 9676/1 e-7 9688/1 e-5 5601/2 e-5 9533/2 e-6 

80 610  ---- 2754/2 e-4 0020/0  5787/3 e-4 7956/2 e-4 

90 610  ---- 2878/4 e-5 4044/3 e-4 6824/9 e-5 4846/5 e-5 

100 610  ---- ---- ---- 2925/1 e-4 3849/3 e-5 

150 610  ---- ---- ---- 8537/3 e-4 4571/2 e-4 

200 610  ---- ---- ---- 9325/4 e-4 6212/2 e-4 

300 610  ---- ---- ---- 8313/6 e-4 4779/4 e-4 

400 610  ---- ---- ---- 2529/4 e-4 7263/5 e-5 

500 710  ---- ---- ---- 3490/1 e-4 7427/5 e-5 

600 710  ---- ---- ---- 4597/4 e-5 5084/3 e-6 

700 710  ---- ---- ---- 0308/1 e-4 8507/1 e-5 

800 710  ---- ---- ---- 0414/1 e-4 5267/2 e-5 

900 710  ---- ---- ---- 5974/8 e-5 0466/9 e-6 

1000 710  ---- ---- ---- 000/14 e-4 000/13 e-4 

و  ITR1هاي حاکی از زمان اجرایی بسیار پایین در روش 3در جدول نتایج به نمایش در آمده 

ITR2 هاي. روشاستها نسبت به بقیه روش KRW ،BS و HBR  به دلیل کمبود حافظه

اند. همچنین با توجه به به بعد با شکست مواجه شده 100و  100،  30اجرایی به ترتیب از بعد 

داراي میانگین شعاعی  ITR2و  KRW ،BSهاي دست آمده توسط روشحصارهاي به 4جدول 

اجراي  بالايسرعتها هستند. در مجموع میانگین شعاعی خوب و بهتري نسبت به سایر روش
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 دست آمدهسازد. کیفیت حصارهاي بهمی قبولقابلها را در این مقاله، آن پیشنهادشدههاي روش

 یازمندنکه حال آن است 3بر قضیه  تأییديبهتر است که خود  ITR1نسبت به  ITR2از روش 

بینید به دلیل تعداد بیشتر طور که میاست. همان ITR1زمان اجراي بیشتري نسبت به 

نسبت به مثال قبل نیازمند زمان  ITR2و  ITR1هاي روشپارامترهاي درگیر در این مثال، 

  اجرایی بیشتري هستند.

  يریگجهینت -4

هاي مینهز دردر این مقاله معادله ماتریسی سیلوستر پارامتري را به دلیل کاربرد بسیار وسیع آن 

لات نظیر معادلات دقرار دادیم. این نوع معادله بسیاري دیگر از معا موردبررسیمختلف علوم 

ما  حالات خاص خود در بردارد. عنوانبهاي و دستگاه معادلات خطی پارامتري را ماتریسی بازه

ابتدا مفهوم مجموعه جواب را براي آن تعریف کرده و سپس چند ویژگی از این مجموعه ارائه 

هاي معمول براي هاي محاسباتی بسیار بالایی که اجراي روشکردیم. پس از آن به دلیل هزینه

دست آمده از شکل کرونکري معادل آن دارند، دو روش حل دستگاه معادلات خطی پارامتري به

هاي محاسباتی را کاهش دادند. در انتها چند هزینه توجهیقابلطور ي پیشنهاد کردیم که بهتکرار

با چند روش دیگر، مؤید کارایی  شدهانجامهاي وسیله قیاسمثال عددي مطرح کردیم که به

 بودند. پیشنهادشدههاي روش
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Iterative methods for enclosing the solutions set of the parametric 
Sylvester matrix equation 
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Iran 

Abstract 

In this paper, we study the parametric Sylvester matrix equation whose 
elements are linear functions of some parameters varying within intervals. We 
first present some characterizations of its solution set, then using these 
characterizations, we give some sufficient conditions for boundedness of the 
solution set. We also propose two efficient iterative methods to find some 
enclosures to the solution set. The introduced iterative methods reduce the 
computational costs of enclosing the solution set of our problem with respect 
to the other methods, considerably. Finally, by some numerical methods we 
show the effectiveness of the proposed methods. 
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