
 1398، 2، شماره، 9 ، دوره سازي پیشرفته ریاضیمجله مدل

بهبود برآورد، آزمون فرضیه و فاصله اطمینان براي ضرایب فازي 
 مدل رگرسیون خطی ساده با ورودي دقیق و خروجی فازي

  حسامیان غلامرضا ،1اکبري قاسم محمد
 بیرجند گروه آمار، دانشگاه*

 دانشگاه پیام نور، تهرانگروه آمار، **

 11/5/1398 رش:یخ پذیتار  14/8/1396افت: یخ دریتار

در این مقاله، ابتدا یک روش موجود براي برآورد، انجام آزمون فرضیه فازي و فاصله  چکیده:
هاي دقیق و اطمینان فازي براي ضرایب فازي یک مدل رگرسیون خطی ساده با ورودي

. سپس، معایب و نقایص این روش با تحلیل چند مثال عددي شودهاي فازي معرفی میخروجی
گیرد. با معرفی یک رویکرد جایگزین مناسب در برآورد ضرایب و مورد بررسی و نقد قرار می

کنیم روش مذکور در ساختار و هاي فازي متعارف در محیط فازي، سعی میکارگیري فرضیهبه
اي فازي را بهبود ببخشیم. براي این منظور، به هگیري براي پذیرش یا رد فرضیهاتخاذ تصمیم

هاي صورت معیارهاي آزمون موردنیاز بهاسترپ، آماره کمک یک متر فازي متداول و تکنیک بوت
 داري داده شده، همانندي مقدار احتمال و سطح معنیشوند. سپس، با مقایسهغیر فازي تعریف می

شود. همچنین با ارائه چند مثال کاربردي، تأثیر روش کلاسیک، فرض صفر فازي قبول یا رد می
و ارجحیت رویکرد پیشنهادي در آزمون فرضیه و فاصله اطمینان براي ضرایب فازي مدل 

  دهیم.رگرسیون خطی در مقایسه با روش موجود را مورد بررسی و تحلیل قرار می
استرپ، متر بین دو مشاهدات فازي، فرضیه فازي، ناحیه اطمینان فازي، بوت  هاي کلیدي:واژه

  عدد فازي.
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  نیازهامقدمه و پیش -1
  نی به کار بیهاي رگرسیونی براي بررسی ارتباط بین یک متغیر پاسخ و تعدادي متغیر پیشمدل
ها دقیق شود که متغیرها و مشاهدات مربوط به آنروند. در رگرسیون کلاسیک فرض میمی

شود. براي این خطاي هایی در نظر گرفته میهستند. همچنین یک خطاي تصادفی در چنین مدل
احتمالی آن، مفروضاتی مانند نرمال بودن، ناهمبسته بودن، ثبات واریانس و ... تصادفی و توزیع 
ه در هایی کشود؛ اما در بسیاري اوقات ممکن است یک یا چند فرضیه از فرضیهدر نظر گرفته می

ر ها نیز مقدوگیریم برقرار نبوده و حتی بررسی صحت آنمورد رگرسیون کلاسیک در نظر می
کن است متغیرهاي تحت مطالعه داراي ارتباطی نادقیق باشند. در چنین نباشد. همچنین مم

  ها ارائه دهند.سازي دادهتوانند معیارهاي مناسبی را براي مدلشرایطی ابزارهاي کلاسیک نمی
ها در چنین سازي دادههاي فازي براي مدلي مجموعههاي ممکن، استفاده از نظریهیکی از راه

آماري در محیط فازي توسط محققین مختلفی مورد بررسی قرارگرفته شرایطی است. رگرسیون 
] با معرفی متري در فضاي اعداد فازي و با کمک روش کمترین مربعات 1است. دیاموند و کرنر [

فازي، به برازش مدل رگرسیون خطی با ورودي دقیق و خروجی فازي پرداختند. محمدي و 
ش یک مدل رگرسیون خطی فازي را در یک کاربرد ] روش کمترین مربعات براي براز2طاهري [

] روش کمترین مربعات را براي رگرسیون فازي با ورودي دقیق 3عملی به کاربردند. کائو و چیو [
اي براي برآورد ] یک روش دومرحله4(و فازي) و خروجی فازي ارائه کردند. همچنین کائو و چیو [

هاي . در مرحله اول، با استفاده از روشضرایب مدل رگرسیون خطی فازي پیشنهاد نمودند
غیرفازي ساز، ابتدا مشاهدات فازي را به اعداد معمولی تبدیل و سپس به کمک روش کمترین 

منظور افزایش قدرت توضیح مربعات، ضرایب غیر فازي مدل را برآورد کردند. در مرحله دوم، به
رد شده اضافه و سپس عبارت خطا هاي فازي، یک عبارت خطاي فازي به مدل برآودهندگی داده

] دو شیوه مختلف 5ریزي خطی برآورد نمودند. چوي و باکلی [ي یک مسئله برنامهوسیلهرا به
هاي غیر فازي و ضرایب فازي، قدر انجام رگرسیون خطی فازي ارائه نمودند. در مدل با ورودي

ه شده را مینیمم کردند. براي هاي اعداد فازي مشاهدهاي پایین (و بالاي) آلفاـبرشمطلق کران
هاي فازي، رگرسیون کمترین مدل با ورودي فازي و ضرایب دقیق، ابتدا با غیرفازي سازي داده

صورت یک عدد فازي، قدر قدر مطلق خطا را اجرا کردند. سپس با تعریف یک عبارت خطا به
برآورد شده را مینیمم هاي پایین (و بالاي) اعداد فازي مشاهده شده و مطلق تفاضل میان کران
] یک مدل رگرسیون خطی با ورودي و خروجی فازي پیشنهاد کردند 6کردند. فرارو و همکاران [

] ابتدا با استفاده از متر هاسدوف 7که مبتنی بر روش کمترین مربعات است. چاچی و طاهري [
ازي را براي شود، مجموع قدر مطلق خطاي فهاي اعداد فازي تعریف میکه بر اساس آلفاـبرش

مدل رگرسیون خطی با متغیر ورودي غیر فازي، متغیر خروجی فازي و ضرایب فازي به دست 
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ریزي غیرخطی، پارامترها را برآورد کردند. لی و همکاران آوردند و سپس به کمک روش برنامه
] براي مدل رگرسیون خطی با ورودي غیر فازي، خروجی فازي و ضرایب رگرسیونی فازي 8[

ها روشی را براي مترین مربعات را براي برآورد ضرایب فازي به کاربردند. همچنین آنروش ک
انجام آزمون فرضیه و تعیین فاصله اطمینان براي ضرایب رگرسیونی فازي با استفاده از روش بوت 

  استرپ پیشنهاد نمودند.
خطی با ورودي ] در برآورد ضرایب فازي مدل رگرسیون 8در این مقاله، روش لی و همکاران [

ها را در مسئله آزمون فرضیه شود. همچنین روش آنغیرفازي و خروجی فازي مرور و بررسی می
دهیم. سپس با ذکر و فاصله اطمینان براي ضرایب رگرسیون فازي، مورد بررسی و نقد قرار می
 وشهاي آن نسبت به رمعایب روش لی و همکاران، یک رویکرد جایگزین مناسب معرفی و مزیت

اي از مطالب هر بخش کنیم. این مقاله شامل سه بخش است که در زیر خلاصهایشان را بیان می
  آمده است.

هاي و آزمون فرضیه cdهاي فازي، آلفاـبرش، متر در بخش یک شرح مختصري از نظریه مجموعه
یب فازي مدل رگرسیون خطی شود. در بخش دو روش لی و همکاران در برآورد ضرافازي ذکر می

فازي (متغیرهاي ورودي غیرفازي و خروجی فازي) با استفاده از روش کمترین مربعات خطا بیان 
صیل تفگردد. همچنین رویکرد ایشان در آزمون فرضیه و فاصله اطمینان براي ضرایب مدل بهمی

اط ضعف این روش دهیم. سپس در هر مثال به بیان نقمرور و با چند مثال عددي توضیح می
استرپ در محیط فازي روش لی و همکاران بهبود بخشیده پردازیم. در بخش سه با کمک بوتمی
  دهیم.شود و با ذکر چند مثال عددي عملکرد رویکرد پیشنهادي را مورد بررسی قرار میمی

  اعداد فازي -1-1
 بنديشکل ریاضی صورتهاي فازي، بسیاري از مفاهیم و متغیرهاي مبهم را به نظریه مجموعه

آورد. مجموعه فازي کند و زمینه را براي استدلال و استنتاج در شرایط عدم اطمینان فراهم میمی
A~ ] از مجموعه مرجع 9(لطفی عسگر زاده ([X صورت به{( , ( )) : }Ax x x Xµ تعریف  %∋
)شود که می ) : [ , ]A x Xµ →% o را  Xي همه اعضایی از است. مجموعه~Aدر  xتابع عضویت 1

 ~Aبرش-باشد، الفا α، حداقل به بزرگی ~Aي فازيها در مجموعهي عضویت آنکه درجه
]) نامیده و با نماد~Aامα(مجموعه تراز  ] { : ( ) }a AA x X xµ α= ∈ ≥%

شود. نشان داده می %
  را یک عدد فازي گوییم، اگر: ¡از  ~Aي فازي مجموعه

1 (A~تک نمائی باشد؛ یعنی دقیقاً یکx ∈o )وجود داشته باشد که ¡ )A xµ =% 0 1.  
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)دار و محدب به ازاي هر هاي بسته، کرانبازه~Aهايبرش-) الفا2 , ]a ∈ 0 باشند. مجموعه همه  1
)اعداد فازي را با  )F  دهیم.نشان می ¡

باشند که علاوه بر ساختار ویژه، برخی اعمال می LRنوع خاصی از اعداد فازي، اعداد فازي  
یک عدد فازي روي مجموعه ~Aکنند. فرض کنیدتري پیروي میها از قواعد سادهحسابی براي آن

  صورت زیر باشد:گوییم اگر تابع عضویت آن به LRرا یک عدد فازي  ~Aباشد، آنگاه Xمرجع 













>
−

≤
−

=

,)(

,)(

)(~

ax
r

axR

ax
l

xaL

x

a

a
Aµ  

]به  ¡+توابعی غیر صعودي از  Rو  Lکه در آن  , ]0 )هستند و 1 ) ( )L R= =0 0 . یک عدد 1
)را با نماد  LRفازي  ; , )a a LRA a l r=% دهیم. عدد نشان میa  را مقدار نمایی (میانه) و اعداد

نامیم. در حالت خاص عدد فازي می~Aرا به ترتیب پهناي چپ و پهناي راست  arو  alمثبت 
Taaرا با نماد  ~Aمثلثی  rlaA ),,(~

  دهیم، اگرنشان می =
( ) ( ) max{ , }.R x L x x= = −01  

گیرند اعداد فازي که در طول مقاله مورد استفاده قرار میدر اینجا برخی از روابط مهم در حساب 
  شوند.اختصار بیان میبه
LRaaبراي دو عدد فازي   rlaA ),;(~

LRbbو  = rlbB ),;(~
λو عدد حقیقی  = ∈ ، جمع و ¡

  شوند:صورت زیر تعریف میضرب عدد ثابت بر اساس اصل گسترش به

,),;(),;(),;(~~
LRbabaLRbbLRaa rrllbarlbrlaBA +++=⊕=⊕  

( , , ) ,
( , , ) .

a a a LR

a a a RL

l r
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r l
λ λ λ λ

λ
λ λ λ λ

>
⊕ =  − − <
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ها نیز انجام داد. فرض هاي آنبرش-توان برحسب الفاهمچنین، اعمال جبري اعداد فازي را می
  صورت زیر باشند:به ~Bو  ~Aهاي دو عدد فازي کنید آلفاـبرش

],[~,],[~
][][

ULUL bbBaaA αααααα ==  
 داریم:آنگاه 
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}],,,,max{},,,,[min{ UULUULLLUULUULLL babababababababa αααααααααααααααα=  

LUکه  aa αα LUو  )( bb αα ]هاي برش-هاي پایین و بالاي الفاکران )( ] [ ]( )B Aα α
  هستند.%%

فازي با یابی به یک عدد ي فازي سرکار داریم، براي دستدر مواردي که با تفاضل دو مجموعه
عنوان تفاضل عمومی هاکوهارا به ]10ي زیر که در استفانی [توان از رابطهمیزان ابهام کمتر می

~],[بیان شده است، استفاده نمود. اگر 
][

UL AAA ααα ~],[و =
][

UL BBB ααα  ـ به ترتیب آلفا =
می هاکوهارا برابر است ها بر اساس تفاضل عموبرش دو اعداد فازي باشند، آنگاه تفاضل بین آن

  با:

)1                      (],,[],[*],[~*~
][][

+−== αααααααα CCBBAABA UL
G

UL
G  

}min,{که در آن   UULL BABAC ααααα }max,{و −=−− UULL BABAC ααααα  است. +=−−

فاصله مناسب براي اعداد فازي هاي فازي، استفاده از یکهاي تحلیل دادهترین جنبهیکی از مهم
هاي گوناگونی توسط نویسندگان مختلف مورد استفاده قرار فاصلهاست. براي این منظور، مترها و 

. ازآنجاکه هدف این مقاله پیشنهاد یک )]1[(براي مثال، رجوع شود به دیاموند و کرنر اند گرفته
ي ضرایب یک مدل رگرسیون ] در آزمون فرضیه8رویکرد اصلاحی براي روش لی و همکاران [

ها را بیان و بررسی نماییم. با تعمیم متر ر پیشنهادي آنخطی فازي است، ابتدا لازم است مت
، متر زیر را ~Bو  ~Aهاي دو عدد فازي برش-اقلیدسی، لی و همکاران براي هر سطح از آلفا

  پیشنهاد کردند.

~],,[~],[فرض کنید : 1تعریف 
][][

ULUL BBBAAA αααααα  هاي دونمایانگر آلفاـبرش ==
شود (هیلپرن صورت زیر تعریف میبه ~B~،Aهايباشند. فاصله بین آلفاـبرش ~Bو ~Aعدد فازي

]11:[  

)2                          (,)()()~,~( ][][
22 WWCC

c BABABAd αααααα −+−=  
  که در آن
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.)( ULC AAA ααα += 2
1 ،)( ULC BBB ααα += 2

1 ،)( LUW AAA ααα −= 2
و  1

)( LUW BBB ααα −= 2
1.  

:تابع: 1قضیه  [ , ]cd × → ∞¡ ¡ کند؛ به عبارت دیگر براي هر در شرایط متر صدق می 0
Rzyx   :داریم، ,,∋
1(  ( , )cd x y yxاگر و تنها اگر0= =.  
2( ),(),( xydyxd cc =. 

3( ),(),(),( zydyxdzxd ccc +≤.  
  ، ابتدا توجه کنید که:3اند. براي اثبات شرط سادگی قابل اثباتبه 2و  1شرایط اثبات: 
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  شوارتز داریم:-اما طبق نامساوي کشی
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  در نتیجه
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  شود.نیز اثبات می 3بنابراین، شرط 
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د هاي دو عدي لی و همکاران وابسته به سطوح مختلف آلفاـبرشگونه که بیان شد، فاصلههمان
ین دو بکند که فاصله فازي است؛ بنابراین، متر لی و همکاران براي کاربر درنهایت مشخص نمی

رد. براي رفع چنین نقصی، متوسط بایست تفسیر کعدد فازي را در کدام سطح از آلفاـبرش می
  دهیم.صورت زیر تعمیم میهاي دو عدد فازي در روش لی و همکاران را بهفواصل آلفاـبرش

]فرض کنید : 2تعریف  ] [ , ]L UA A Aα α α=%  و[ ] [ , ]L UB B Bα α α=%هاي دو عدد نشانگر آلفاـبرش
  شود:صورت زیر تعریف میبه ~Bو  ~Aباشند. فاصله بین دو عدد فازي  ~Bو  ~Aفازي 

)3                                          (∫=
1 2
o

.)~,~()~,~( ][][ ααα dBAdBAd c                    

 کند.در شرایط یک متر در محیط فازي صدق می �توان نشان داد که می 1همانند قضیه 

:تابع : 2قضیه  ( ) ( ) ( , )d F F F× → ∞¡ ¡ ,در شرایط زیر براي هر  0 , ( )A B C F∈% %% ¡ 
  کند:صدق می

1 (( , )d A B =% % BAاگر و تنها اگر  0 ~~
=.  

2 ()~,~()~,~( BAdABd =. 

3 ()~,~()~,~()~,~( BCdCABAd +≤.  
A، ابتدا فرض کنید 1ي براي اثبات رابطهاثبات.  B=% از  1ي . در این صورت طبق رابطه%
],[، براي هر1قضیه  1o∈α داریم[ ] [ ]( , )cd A Aα α =% %2 )و لذا 0 , )d A A =% % حال از  0

( , )d A B =% % ]شود که سادگی نتیجه میبه0 ] [ ]( , )cd A Bα α =% %2 ]براي  0 , ]α ∈ 0 ؛ بنابراین 1
BAداریم  1از قضیه  1ي طبق رابطه ~~

سادگی حاصل به 1قضیه  2ي نیز از رابطه 2ي . رابطه=
,، سه عدد فازي 3ي شود. براي اثبات رابطهمی , ( )A B C F∈% %% را در نظر بگیرید. با توجه  ¡

 قضیه داریم: 3يبه اثبات رابطه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) .c c cd A B d A B d d A C d C B dα α α α α αα α= ≤ +∫ ∫o
% % % % %% % %1 12 2 2

0
  

  ي برقرار است:]) رابطه12از طرفی بنا بر نامساوي مینکوفسکی (هاردي و همکاران [

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

( ( , ) ( , ))

( , ) ( , ) .

c c

c c

d A C d C B d

d A C d d A C d

α α α α

α α α α

α

α α

+

≤ +

∫

∫ ∫

o

o

% % % %

% % % %

1 2

1 12 2
0
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)~,~()~,~()~,~(شود که بنابراین از روابط فوق نتیجه می BCdCAdBAd +≤.  
ي بین دو عدد فازي، مترهاي متعددي در متون فازي توجه داشته باشید که براي بررسی فاصله

هاي روش لی و همکاران اند. ازآنجاکه هدف مقاله حاضر، رفع نقطه ضعفمعرفی و بررسی شده
اصلاحی بدیهی و عنوان یک رویکرد است، لذا تمرکز ما در این مقاله بر متر اصلاحی فوق به

  منطقی است.
TT. دو عدد فازي مثلثی 1 مثال AB ),;(~,),;(~  1را در نظر بگیرید. ابتدا بنا بر تعریف  =212125
  داریم:

( ), ( ),
( ), ( ),

( ) ( ), ,

( ), ( ).

L L

U U

C C

W W

A B
A B

A B

A B

α α

α α

α α

α α

α α

α α

α α

α α

 = − − = − − 
 

= + − = + −  
− − = + = −  

 
 = − = −
  

2 1 5 2 1
2 2 1 5 1

1 12 52 2
3 31 12 2

  

ABي بین دو عدد فازي ، فاصله2ي از رابطه بنابراین   شود:صورت زیر حاصل میبه ~,~

[ ] [ ]( , ) ( , ) ( ( )) / .cd A B d A B d dα α α α α= = − + − =∫ ∫
1 12 2

0 0
3 1 2 517  

  هاي فازيفرضیه -1-2
د ها است. این دیدگاه باعث ایجاهاي کلاسیک در آزمون فرضیه، مبتنی بر دقیق بودن فرضیهروش

پارامتري باشد که فرضیه  θشود. براي مثال فرض کنیدگیري میهایی در تصمیممحدودیت
:H θ θ=0  θ0با  θطور دقیق برابريخواهیم بررسی کنیم. در این فرضیه بهرا براي آن می 0
کمی کمتر یا بیشتر در نظر گرفته شود ممکن است نتایج متفاوتی به  θ0شود. اگر آزمون می

شود؛ اما در بسیاري موارد، فردي که آزمون دست آید و لذا دقیق بودن فرضیه با مشکل مواجه می
است یا  θ0تقریباً برابر  θخواهد بداند ندارد و می θ0دهد حساسیتی در مورد مقدار را انجام می

ابر تقریباً بر«هایی همچون نه. در اینجا است که آزمون فرضیه فازي، ما را قادر به بررسی فرضیه
سازد. لذا با چنین دیدگاهی دیگر شاهد و ... می» خیلی بزرگ بودن«، »کوچک بودن«، »بودن

  لاسیک داشتیم، نیستیم.هاي کهایی که براي فرضیهمحدودیت
H:صورت ها بهدر حالت غیر فازي، فرضیه θ θ=0 H:در مقابل  0 θ θ≠1 0 ،:H θ θ≥1 در 0

H:مقابل  θ θ<1 H:و 0 θ θ≤1 H:در مقابل  0 θ θ>1 هاي باشند؛ اما بر اساس فرضیهمی 0
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تقریباً  θ"و  θ0"تر از تقریباً بزرگθ0 ،"θ"تقریباً برابر با θ"توان را می H0فازي، فرضیه 
طرفه را هاي دوطرفه و یکتوان آزمون فرضیهدر نظر گرفت. بر این اساس می θ0"تر از کوچک

  صورت زیر بیان کرد:به
)الف)  )θ θ θ≈ )در مقابل  H0است:  θ0تقریباً برابر  0 )θ θ θ≠   .1Hنیست:  θ0تقریباً برابر  0
)ب)  )θ θ θ≥ )در مقابل  oHاست:  θ0تر از تقریباً بزرگ 0 )θ θ θ≥  θ0تر از تقریباً بزرگ 0

  .1Hنیست: 
)ج)  )θ θ θ≤ )در مقابل  H0است:  θ0تر از تقریباً کوچک 0 )θ θ θ≤  θ0تر از تقریباً کوچک 0

  .1Hنیست: 

θµتر اگر صورت مشخصهاي فازي بالا بهبراي بیان فرضیه %
0

باشد،  θ%0نمایانگر تابع عضویت  
  شود:صورت زیر بیان میبه 1Hدر مقابل  H0آنگاه 

θ
)داراي عضویت  ~ )θµ θ%

0
  H0است:  

  در مقابل
θ
~)(داراي تابع عضویت  ~ θµθ  :1استH.  

ت؛ هاي معمولی فازي اسي الف مانند تابع عضویتتابع عضویت در نظر گرفته شده براي فرضیه
این توابع  1هاي ب و ج توابع عضویت به ترتیب صعودي و نزولی است که در شکل اما در حالت

  عضویت نشان داده شده است.

  
 هاي فازي الف، ب، جهاي فرضیهنمودارهاي مربوط به تابع عضویت ):1( شکل

  روش لی و همکارانمدل رگرسیون خطی فازي بر اساس  - 2
  صورت زیر است:مدل رگرسیون خطی فازي در روش لی و همکاران به

(ب  (الف(ج
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)3                                             (,y xβ β ε= ⊕ ⊕% % %% 0 1  

xمتغیر خروجی فازي،  %yکه در آن ≥ β,متغیر ورودي غیر فازي،  0 β% %
1 عرض از مبدأ،  0

خطاي فازي هستند. توجه شود که مدل رگرسیون خطی بالا ~εشیب فازي خط رگرسیون و 
  شود:صورت زیر تبدیل میاي بهبرحسب حساب بازه

)4                        ([ ] [ ] [ ] [ ] , [ , ],y xα α α αβ β ε α= + + ∈% %% 0 1 01  

]که  ] [ , ]L Uy y yα α α=%  ،آلفاـبرش متغیر خروجی[ ] [ ][ , ] , [ , ]L U L L
α α α α α αβ β β β β β= =% %

1 1 1 0 0 0

~],[آلفاـبرش ضرایب رگرسیونی و 
][

UL
ααα εεε آلفاـبرش خطا است. ضرایب رگرسیونی مدل  =

) به 2توان با استفاده از تعمیم روش کمترین مربعات اعداد فازي و با استفاده از متر () را می4(
 دهیم:قرار می دست آورد. براي این منظور،

ˆ ˆ ˆ( , , , ) ( , ) [( ) ( ) ]

( )

( ) .

n n
L L L U C W C W

c i i i i i i
i i

L U L L U Un
i i i i

i

L U L L U U
i i i i

Q d y y y y y y

y y x x

y y x x

α α α α α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

β β β β

β β β β

β β β β

= =

=

= = − + − =

 + − − − −
+


− − − + −

∑ ∑

∑

o o

o o

% %2 2 2
1 1

1 1

20 1 0 1

1

21 1

2

2

 

  نسبت به پارامترهاي ضرایب رگرسیونی فازي:  �گیري از بنابراین، با مشتق

, , , .L U
j j

Q Q j
α αβ β

∂ ∂
= = =0 0 0 1  

Lضرایب 
aβ0  وL

a1β شوند:صورت زیر حاصل میبه  

)5            (( ( ))( )ˆ ˆ ˆ, ( ) .
( )

n L L
i iL L L Li

n
ii

y y x x
y x

x x
α α

α α α αβ β β=

=

− −
= = −

−
∑

∑
% %1
1 0 12

1

  

Uهمچنین،
aβ0  وU

aβ0 شوند:صورت زیر محاسبه میبه 

)6       (   ( ( ))( )ˆ ˆ ˆ, ( ) .
( )

n U U
i iL U U Ui

n
ii

y y x x
y x

x x
α α

α α α αβ β β=

=

− −
= = −

−
∑

∑
% %1
1 0 12

1
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صورت آلفاـبرش هستند، بر اساس تفاضل هاکوهارا که در ) به4ازآنجاکه ضرایب رگرسیون مدل (
 آیند:صورت زیر به دست میشد، برآورد ضرایب فازي به ) تعریف1رابطه (

)7                           ([ ] [ ]
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ , ], [ , ],α α α α α αβ β β β β β− + − += =% %
0 0 0 1 1 1  

}minˆ,ˆ{که  U
j

L
jj ααα βββ ˆو−= ˆ ˆmax{ , }L U

j j jα α αβ β β+ درنهایت، برآورد ضرایب مدل  =
استفاده از اتحاد تجزیه هاي این ضرایب با توان بر اساس برآورد آلفاـبرش) را می3رگرسیونی (

 صورت زیر به دست آورد:به

)8                             (ˆ ˆ ˆ[ , ], , .
[ , ]j j j jα αβ α β β

α
− +∪

= =
∈

0 1
0 1

%  

+−اما ایراد این روش این است که تضمینی وجود ندارد که 
αα ββ jj

هاي به ترتیب دنباله ˆ,ˆ
  عدد فازي است. صعودي و نزولی از اعداد باشند که شرط اساسی براي تشکیل یک

آزمون فرضیه و فاصله اطمینان براي ضرایب رگرسیون خطی فازي بر اساس روش  -2-1
  لی و همکاران

در این بخش، روش لی و همکاران در آزمون فرضیه و فاصله اطمینان براي ضرایب رگرسیون 
استرپ  بوتگیرد. این روش اساساً مبتنی بر تکنیک خطی فازي ساده موردبحث و کنکاش قرار می

است. توجه نمایید که تحلیل رگرسیون با استفاده از روش بوت استرپ معمولاً به دو روش انجام 
گیري از گیري از مشاهدات و روش دوم بر اساس بازنمونهپذیرد. روش اول بر پایه بازنمونهمی

تر سب(متغیر ورودي) غیر تصادفی (قطعی) باشد، روش دوم منا Xخطاهاست. براي حالتی که 
تصادفی باشد، روش بوت بر اساس نمونه تصادفی مشاهدات زوجی کاربرد  Xاست و در حالتی که 

توان به کاربرد. غیر تصادفی هم باشد نیز می Xکه بیشتري دارد. هرچند که این روش را وقتی
  ] مراجعه گردد.13براي دانستن مطالب بیشتر در این زمینه به افرون [

گیري از )، از روش بازنمونه4اي آزمون ضرایب مدل رگرسیون خطی فازي (اما لی و همکاران بر
  صورت زیر در نظر گرفتند:ها را بهخطاها استفاده کردند و فرضیه

[ ] [ ]: j jH α αβ β= o
% ]در مقابل % ] [ ]: j jH α αβ β≠% %

1 0  
]که  ]j αβ o  یک بازه یا عدد مشخص است. آمار آزمونی که لی و همکاران براي انجام آزمون فوق

ر صورت زییافته از آماره آزمون در حالت کلاسیک است که بهدر نظر گرفتند، یک مدل تعمیم
 شود:تعریف می
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jبراي حالت =0:  

)9       ([ ] [ ][ ] [ ]
ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ( , )*
,{ } , .

( ) ( )

n
c i iG i

c n
ii

d y y
T d s

s n x xα

α

α αα α
α β

β

β β
=

=

 
 = =
  − − 

∑
∑

% % % %
1

1

2
1 12 2 1

1 2
1

0
2

 

 :j=1براي حالت 

)10                                     ([ ] [ ]

ˆ

ˆ ˆ*
,{ } ,G

cT d
s

α

α α
α

β

β β 
 =
 
 

% %

1

0 02
0 0  

[ ] [ ]
ˆ

ˆ( , )
( ),

( ) ( )

n n
c i i ii i

n
ii

d y y x
s

n n x xα

α α

β
= =

=

=
− −

∑ ∑
∑

% %
0

2 2
2 1 1

2
1

2
 

) و 9هاي آزمون (کنیم، آمارهطور که مشاهده میتفاضل هاکوهارا است. همان *Gکه در آن 
)ˆ(2فقط بجاي عبارات) تعمیمی از حالت کلاسیک بوده و 10( iii yye .و =−

ˆ ˆ
j jβ β− در  0

)~,̂~(حالت کلاسیک، به ترتیب از عبارات  ][][ αα iic yyd و 2
 [ ] [ ]

ˆ ˆ( * ,{ }) ,c j G jd jα αβ β =% %2
0 0 0 شود. همچنین توجه کنید که در حالت فازي استفاده می 1

شود. فرض کنیدمی استفاده استرپ در تخمین یک پارامتر، از روش معمول زیردر روش بوت
)(Fθθ جاي پارامتر موردنظر باشد. آنگاه برآوردي که از جایگزین کردن تابع توزیع تجربی به =

ˆ)ˆ(شود، برآوردگري است مانند توزیع جامعه حاصل می Ft=θ جایگزین نامیده  که برآورد
))((شود. براي مثال، امید ریاضیمی XE تابعی از تابع توزیع تجمعی ))(( xF صورت به

∫== )()( xxdFXEθ است و xx
n

xFxd
n

i
i ==∫ ∑

=1

برآوردگر جایگزین  X=θ̂ . پسˆ)(1

)(XE=θ براي توضیح بیشتر در مورد بوت استرپ ناپارامتري، فرض کنید است .
),...,,( nxxxx   باشد. از طرفی فرض کنید Fاي تصادفی از توزیع نامعلوم نمونه =21

( )xθθ مند به آگاهی از رفتارهاي آن هستیم. ساختار کلی روش آماره موردنظر بوده که علاقه =
  صورت زیر است:امتري براي بررسی رفتار آماره بهاسترپ ناپاربوت

ــلیاز داده nگیري با جایگذاري به حجم بار نمونهBام انج .1 ),,...,( هاي اص nxxxx 21= .
  دهیم:صورت زیر نشان میها را بهاین نمونه

* * * *( , ,..., ), , , ,b b b b
nx x x x b B= = …1 1 1  
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 گویند.استرپ میهاي بوتهاي فوق، نمونهبه نمونه

  یعنی: 1گیري انجام شده در بند . محاسبه آماره موردنظر در هر بار نمونه2
* *( ), , , ,b bx b Bθ θ= = …1 

 ها.θ̂*بر اساس تابع توزیع تجربی θدست آوردن خاصیت موردنظر براي . به3

]var)[(عنوان مثال، اگر بخواهیم به xθ توان نوشت:استرپ برآورد کنیم، میرا به روش بوت 

* *var( ( )) ( ) ,
B

b

b
x

B
θ θ θ

=

= −∑ 2

1

1  

∑که در آن 
=

=
B

b

b

B 1

1 ** θθــتر و دقیق ــترپ، افرن تر مفاهیم در روش بوت. براي درك بیش اس

ضاي بوت سم نمود که در آن ف ضاي موجود و ارتباط دیاگرام زیر را ر سترپ، ف ها به نمایش آنا
  گذاشته شده است.

  فضاي حقیقی  استرپفضاي بوت 




























=

↓

=→=

bb

b
n

bbb xxxFP

**

****

ˆ

),,,(ˆˆ

x

x

θθ

…21

  

 استرپهاي بوتمقدار آماره موردنظر با داده

( ) 

















=

↓

=→=

x

xxxFP n

θθ̂

),,,( …21x

  

  هاي اصلیمقدار آماره موردنظر با داده

اند. لذا تولید شده Fها توسط توزیع نامعلوم شود در فضاي موجود، دادهطور که دیده میهمان
اســترپ، گردند. از طرفی در روش بوت هاي همین توزیع حاصــل میآماره موردنظر نیز از داده

سپس نمونهها توسط تابع توزیع تجربی برآورد میتوزیع داده سب با هاي بوتشود.  سترپ متنا ا
هاي پارامتر متناظر توســـط جایگذاري داده گردند. درنهایتها تولید میاین توزیع از دل داده

xθθ)(استرپ در تابع بوت شود. حال با در نظر گرفتن تابع توزیع براي هر نمونه حاصل می =
صل جایگزینی می سمت قبل تجربی و ا سی کرد. براي مثال در ق توان رفتار دلخواه آماره را برر

ب ماره بود،  یانس آ هدف برآورد وار به که  جایگزینی  تابع توزیع تجربی و عمل  ا در نظر گرفتن 
  رسیم.نتیجه مطلوب زیر می
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ˆ * *ˆvar( ) ( ( )) var( ) ( ) .
B

F F b
F F

b
E E

n
θ θ θ θ θ θ→

=

= − → = = −∑2 2

1

1  

هاي موجود به عبارت دیگر، با انتخاب یک الگو یا یک توزیع احتمال، دقت برآورد توسط داده
  شود.افزایش داده می

  کنیم:صورت زیر عمل میموردنیاز، بههاي با توجه به مطالب فوق، براي انجام آزمون فرضیه
  گام اول:

) را با استفاده از روش کمترین مربعات که در قبل بیان 4ابتدا ضرایب مدل رگرسیون خطی (
  شوند:صورت زیر محاسبه میها بهماندهکنیم. سپس مقدار باقیشد، محاسبه می

,,...,],ˆ,ˆ[
~̂

][][][ niiii 1== +−
ααα εεε  

 که

[ ]

[ ]

ˆ ˆ ˆ ˆˆ min{ , },
ˆ ˆ ˆ ˆˆ max{ , }.

L U
i i i i i

L U
i i i i i

y x y x

y x y x
α α α α α α α

α α α α α α α

ε β β β β

ε β β β β

− − − + +

+ − − + +

= − − − −

= − − − −

0 1 0 1

0 1 0 1

 

  دوم:گام 
  آوریم:صورت زیر به دست میهاي برآورد شده را بهمانده

}.ˆˆ,ˆˆmax{},ˆˆ,ˆˆmin{

,,...,],,[~
][

++−−+++−−−

+−

−−=−−=

==

αααααααααα

ααα

εεεεεεεε iiiiiiiiii

iii

ee

nieee 1
 

 گام سوم:

)~,,...,(نمونه  )(
][ nje j 11 =α  با جایگذاري از مقادیر][

~
αje کنیم؛ بنابراین، مقادیر را انتخاب می

)(نمونه بوت استرپی 
][

~ 1
αjy صورت زیر است:به  

.,...,~~~ )(
],[][

)(
][ njeyy jjj 111 =+= ααα  

  گام چهارم:
 يي برآورد آلفاـبرش ضرایب فازي مدل به روش کمترین مربعات با استفاده از نمونهمحاسبه

  بوت استرپی در گام قبل:
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] [ ] [ ] [ ]

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,α α α α α αβ β β β β β− + − +   = =   o o
% 0 0 0 1 1 1

1 1 1
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] [ ]

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆmin{ , }, max{ , }, , .L U L U
k k k k k k kα α α α α αβ β β β β β+= = =1 1 1 1 1 1 01  

  گام پنجم:
مرتبه و به دست آوردن نمونه بوت استرپی براي برآورد  Bتکرار گام سوم و چهارم براي 

  صورت:هاي ضرایب فازي مدل رگرسیون خطی بهآلفاـبرش
( ) ( ) ( )
[ ] [ ] [ ]

ˆ ˆ ˆ, ,..., , , , [ , ].B
j j j jα α αβ β β α= ∈% % %1 2 01 01  

ي بوت استرپی متناسب با آزمون فرضیه را همانند )، آماره10) و (9سپس با توجه به روابط (
( ) ( ) ( )( , ,..., ), , .B
j j jT T T jα α α =1 2   آوریم:به دست می 01

 صورت احتمال را به-درنهایت با استفاده از نمونه بوت استرپی آماره آزمون موردنظر، مقدار

( )( )
, , ,..., ,

B b
j jb

I T T
p value j b B

B
α α=

≥
− = = =∑ 1 01 1  

 کهکنیم، محاسبه می

( )
( )

( )

,
( )

.

b
j jb

j j b
j j

T T
I T T

T T
α α

α α

α α

 ≥≥ = 
≥

1
0

 

)~(بر اساس آلفاـبرش متغیر خروجی فازي مشاهده شده  αjTتوجه کنید که مقدار  ][αiy  و
][مقادیر برازش داده شده 

~̂
αiy احتمال به دست آمده از -آید. اگر مقداربه دست میλ  کمتر

)(باشد  λ<− valuep  آنگاه فرضیه صفر براي آزمون موردنظر را در سطحλ کنیم و رد می
 پذیریم.در غیر این صورت، فرضیه صفر را می

b)(در ادامه با استفاده از توزیع تجربی نمونه بوت استرپی آماره آزمون 
jT α  براي ضرایب مدل

)، روش لی و همکاران در تعیین فاصله اطمینان براي ضرایب مدل در سطح اطمینان 4رگرسیونی (
λ−1 کنیم.را مرور می  

هاي )، نمونه بوت اســـترپی آماره آزمون فرضـــیه10) و (9در گام اول با اســـتفاده از روابط (
[ ]: [ , ]jH αβ =o

% ] در مقابل 00 ]: [ , ]jH αβ ≠%
1   کنیم:صورت زیر محاسبه میرا به 00
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( ) ( ) ( )( , ,..., ), , .B
j j jT T T jα α α =1 2 01  
کنیم که را طوري محاسبه می λjtدر گام دوم با استفاده از توزیع تجربی آماره آزمون، چندك 

)(.ي در رابطه λλα −=< 1jj tTp .صدق کند  
ي بوت استرپی آماره آزمون، لازم است تا براي به دست آوردن چندك بالاي نمونه

),...,,( )()()( B
jjj TTT ααα

برابر  λjtصورت مقدار چندك صورت صعودي مرتب کنیم. در اینرا به 21
11با عضو  +− ])[( Bλ در اینجا جزء  [ ]ام نمونه مرتب شده آماره آزمون است. (منظور از علامت

)]([آید را با به دست می λjtصحیح است.) مقدار چندکی که از نمونه بوت استرپی براي  Bjt λ−1 
][دهیم. سرانجام، فاصله اطمینان براي ضریب رگرسیونی نشان می

~
αβ1 صورت زیر به دست به

  آید:می
⇒<⇒−=< − ])[()( BtTtTp λαλα λ 11111 1  

)11  (    [ ] [ ]
[( ) ]

ˆ( , )ˆ ˆ( ) ( ) . .
( ) ( )

n
c i iC C W W i

B n
ii

d y y
t

n x x
α α

α α α α λβ β β β =
−

=

− + − <
− −

∑
∑

2
2 2 2 1

1 1 1 1 1 1 2
12
% %

 

]طور مشابه، فاصله اطمینان براي ضریب رگرسیون به ]αβ%0 شود:صورت زیر حاصل میبه  

  2هاي مثال داده ):1جدول (

)  ix  ردیف ; , )
i ii i y y Ty y l r=% ردیف ix  ( ; , )

i ii i y y Ty y l r=%  
1  1  ( / ; , / )6 2 00 6  9  9  ( ; / , / )6 0 3 1 1  
2  2  ( / ; / , / )6 10 3 0 6  o1  10  ( / ; / , / )6 4 0 4 0 6  
3  3  ( / ; / , / )5 7 0 10 6  11  11  ( / ; / , / )6 6 0 3 0 6  
4  4  ( / ; / , / )6 7 0 10 3  12  12  ( / ; / , / )6 7 0 3 0 6  
5  5  ( / ; / , / )5 5 0 4 0 7  13  13  ( / ; / , / )6 3 0 2 0 6  
6  6  ( / ; / , / )5 9 0 3 0 6  14  14  ( / ; / , / )6 5 0 3 0 8  
7  7  ( / ; / , / )6 10 3 0 6  15  15  ( / ; / , / )6 10 2 1 3  
8  8  ( ; / , / )600 6 0 9        
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) 4هاي زیر را براي ضرایب مدل رگرسیون خطی (، آزمون فرضیه1هاي جدول براي داده: 2مثال 
  در نظر بگیرید:

[ ] [ ]: { }, : { }, , [ , ].j jH I H I jα αβ β α= ≠ = ∈% %
0 10 0 01 01  

به دست آمده براي آزمون فرض در مورد عرض از  value-pو  (CP)، نقطه بحرانی αoT ):2جدول (
  2مبدأ مدل رگرسیون خطی فازي در مثال 

5/0  4/0  3/0  2/0  1/0  0  α  
745/38  981/38  /39 037  912/38  611/38  148/38  αoT  
118/33  694/33  846/33  946/33  037/34  823/33  CP  

0080/0 0113/0  0130/0  0138/0  0156/0  0154/0  p-value  
 1  9/0  8/0  7/0  6/0  α  
  364/35  264/36  /37 076  775/37  338/38  αoT  
 008/28  29/412  702/30  765/31  490/32  CP  
  0027/0  0027/0  0044/0  0070/0  0069/0  p-value  

در مورد شیب مدل رگرسیون خطی فازي در  براي آزمون فرض value-pو  Tα0 ،CP): 3جدول (
 2مثال 

5/0  4/0  3/0  2/0  1/0  0  α  
4980/2  5474/2  5872/2  6168/2  6359/2  6447/2  α1T  

5688/2 6355/2  6995/2  0718/2  7564/2  7721/2  CP  
1208/0  1280/0  1327/0  1324/0  1379/0  1421/0  p-value  
 1  9/0  8/0  7/0  6/0  α  
  1538/2  2303/2  3045/2  3750/2  4401/2  α1T  
 0946/2  2231/2  3314/2  4147/2  5018/2  CP  
 0820/0  0978/0  1083/0  1115/0  1186/0  p-value  

λ/هاي بالا، با در نظر گرفتن ابتدا براي هر یک از آزمون = 0 و حجم نمونه بوت استرپی  1
B آلفاي مشخص به دست  11را براي  value-pو  (CP)، نقطه بحرانی αjTمقدار  10000=

ي این مقادیر، به کنید. با مقایسهمشاهده می 3و  2آوریم. مقادیر به دست آمده را در جداول می
 ي مقادیر موجود درتوان براي رد یا پذیرش فرضیه صفر تصمیم گرفت. مقایسهازاي هر آلفا می
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شود. آنچه از جدول ضیه صفر کاملاً رد میدهد که به ازاي تمام مقادیر آلفا، فرنتیجه می 2جدول 
0/گیریم این است که به جزء براي آلفاهاي نتیجه می 3 ، دلیلی براي رد فرضیه صفر در 1و  9

0/وجود ندارد؛ یعنی با کم شدن ابهام متغیر خروجی فازي تا آلفا  λسطح  ، فرض اینکه 1و  9
شود. همچنین شیب مدل رگرسیون خطی فازي صفر است، توسط روش لی و همکاران رد نمی

به 90%) در سطح 4فواصل اطمینان براي عرض از مبدأ فازي و شیب فازي خط رگرسیونی (
  ترسیم شدند. 3و  2هاي ترتیب در نمودار

) به سطح 4مورد بررسی قرار گرفت، ازآنجاکه مدل ( 1ي که در مثال : در آزمون فرضیه1 تذکر
ازي هاي دو عدد فآلفاـبرش بستگی دارد، بهتر است فرضیه صفر معادل با برابري با آلفاـبرش

توان از نتایج ) می3ي دوطرفه براي ضرایب مدل (باشد. در این صورت، براي تحلیل آزمون فرضیه
دهند که اگر در آزمون همانند روش کلاسیک، این نواحی نشان می به دست آمده استفاده کرد.

ي دوطرفه براي آلفاـبرش، ضرایب فازي موردنظر فرض صفر طوري اختیار شود که در این فرضیه
0/ ناحیه قرار نگیرد، آنگاه در سطح کنیم و در غیر این صورت دلیلی فرضیه صفر را رد می 9

  فرض صفر نداریم.براي رد 

  
]بعدي فاصله اطمینان براي عرض از مبدأ ) نمودار سه1( ):2( شکل ]( )αβ%0 ) برحسب 4مدل رگرسیونی (

α  و نقطه میانی( )C
αβ0  و پهناي( )W

αβ0 عرض از  ) نمودارهاي فاصله اطمینان براي2( .این ضریب
]مبدأ  ]( )αβ%0 ) براي برخی از 4مدل رگرسیونی (α 2هاي مشخص در مثال  
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] بعدي فاصله اطمینان براي شیب) نمودار سه1( ):3( شکل ]( )αβ1

و  α) برحسب 4مدل رگرسیونی ( %
)(نقطه میانی  C

αβ1 و پهناي )( W
αβ1 نمودارهاي فاصله اطمینان براي شیب 2( .این ضریب ()~( ][αβ1 

  2در مثال  هاي مشخصα) براي برخی از 4مدل رگرسیونی (

ند؛ اتوجه داشته باشید که نواحی اطمینان، بر اساس روش بوت استرپی به دست آمده :2 تذکر
که آلفا ـ برش ضریب فازي با آلفاـبرش فازي مشخصی برابر است، مطابق با بنابراین هنگامی

مرتبه آلفاـبرش  900گیري کنیم در مرتبه نمونه 1000تعبیر فاصله اطمینان کلاسیک، اگر 
مرتبه، برابر آلفاـبرش ضریب  100شود و در ضریب فازي مدل برابر با این مقدار مشخص می

هایی، روش لی و همکاران شود که براي چنین آلفاـبرششود. ملاحظه میفازي مدل برابر آن نمی
عنوان فاصله اطمینان به دست آورده که اي بهکرده است؛ زیرا محدودهنخوبی عملدر این مثال به

  دور از واقعیت است.

  3هاي مثال داده ):4( جدول

)  ix  ردیف ; , )
i ii i y y Ty y l r=% ردیف  ix  ( ; , )

i ii i y y Ty y l r=%  
1  5  )8,7;11(  5  17  )2,2;25(  
2  8  )4,5;16(  6  19  ( ; , )30 4 4  
3  11  )3,3;18(  7  22  )8,4;31(  
4  14  )2,3;24(  8  24  )11,9;37(  
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) را بر اساس روش ارائه شده 3ضرایب مدل رگرسیون خطی ( 4هاي جدول براي داده: 3مثال 
مدل ها را براي ضرایب آزمون فرضیه 2آوریم و مانند مثال توسط لی و همکارانش به دست می

)، برآورد ضرایب فازي 8ي (و رابطه 5دهیم. با استفاده از مقادیر جدول ) انجام می4رگرسیونی (
  شوند:صورت زیر حاصل می) به3مدل رگرسیونی (

ˆ ˆ( / ; / , / ) , ( / ; / , / ) .T Tβ β= =o
% %
1 1 272 1 244 1 440 4 918 0 720 7 652  

  3برآورد آلفا ـ برش ضرایب رگرسیونی به دست آمده براي مثال  ):5( جدول

5/0  4/0  3/0  2/0  1/0  0  α  
819/2  399/2  979/1  559/1  140/1  720/0  ˆ

αβ −
0  

285/6  558/6  832/6  105/7  378/7  652/7  ˆ
αβ +

0  
258/1  255/1  252/1  249/1  247/1  244/1  −

αβ1̂  
356/1  373/1  390/1  406/1  423/1  440/1  +

αβ1̂  
  1  9/0  8/0  7/0  6/0  α  
  918/4  498/4  078/4  658/3  239/3  ˆ

αβ −
0  

  918/4  191/5  468/5  738/5  011/6  ˆ
αβ +

0  
  272/1  269/1  266/1  264/1  261/1  −

αβ1̂  
  272/1  289/1  306/1  322/1  339/1  +

αβ1̂  

ي عرض از مبدأ مدل رگرسیون خطی فازي نقطه بحرانی به دست آمده براي آزمون فرضیه ):6( جدول
  3هاي مثال براي داده

5/0  4/0  3/0  2/0  1/0  0  α  
756/2  520/2  318/2  150/2  /2 012  899/1  αoT  
227/3 075/3  935/2  808/2  680/2  591/2  CP  
3061/0  3832/0  4792/0  5538/0  6102/0  6772/0  p-value  
 1  9/0  8/0  7/0  6/0  α  
  710/3  689/3  536/3  295/3  022/3  αoT  
  230/3  546/3  608/3  542/3  404/3  CP  
 0393/0  0770/0  1136/0  1624/0  2291/0  p-value  
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توان نتیجه گرفت که فرض صفر بودن عرض از مبدأ می 7و  6همچنین با توجه به مقادیر جداول 
/)، براي 4مدل رگرسیونی خطی فازي ( ,α =0 9 λ/در سطح  1 = 0 شود اما براي سایر رد می 1

λ/، دلیلی براي رد فرضیه صفر در سطح مقادیر آلفا = 0 وجود ندارد. همچنین فرضیه صفر،  1
/)، براي 4به عبارت دیگر صفر بودن شیب مدل رگرسیونی خطی ( , / , / ,α =0 7 0 8 0 9 در سطح  1

/λ = 0 یه صفر وجود ندارد. این نتیجه شود و براي سایر مقادیر آلفا دلیلی براي رد فرضرد می 1
ذا این روش عملکرد شود، هم خوانی ندارد. لمشاهده می 4ها در شکل با آنچه از پراکنش داده

  انجام آزمون فرضیه در این مثال دارد. ضعیفی در

  
  3هاي مثال ) بر اساس روش لی و همکاران به داده3نمودار برازش مدل رگرسیون خطی ( ):4( شکل

به دست آمده براي آزمون فرضیه شیب مدل رگرسیون  value-p) و CP، نقطه بحرانی (α1T ):7( جدول
 3هاي مثال خطی فازي براي داده

5/0 4/0  3/0  2/0  1/0  0  α  
/12 0364  /10 9147  9153/9  /9 0446  2925/8  6438/7  α1T  
7266/12 7122/11  7209/10  8356/9  0910/9  4018/8  CP 
  1967/0  2308/0  2555/0  2717/0  2835/0  p-value  
 1  9/0  8/0  7/0  6/0  α  
  6085/15  7990/15  3430/15  4059/14  2371/13  α1T  
  6707/12  1263/14  6879/14  3097/14  7360/13  CP 
  0172/0  0396/0  0679/0  0947/0  1359/0  p-value  

  اند از:درنهایت برخی از نقاط ضعف روش لی و همکاران عبارت
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لی و همکاران از تفاضل هاکوها استفاده کردند که این تفاضل داراي یک شرط وجودي  )1
 .بوده و در صورت عدم وجود آن، وجود نخواهد داشت

از دیگر نقاط ضعف این روش، تحلیل گنگ روش لی و همکاران در بررسی آزمون  )2
طور ها براي ضرایب فازي مدل رگرسیون خطی فازي است؛ زیرا این روش بهفرضیه

شود. در این روش رد یا قبول کند که فرضیه صفر رد یا قبول میمشخص تعیین نمی
  به مقدار آلفا بستگی دارد. oHفرضیه 

  فواصل اطمینان نیز منوط به مقدار آلفا است. )3
  از محاسبات و مراحل زیاد براي رسیدن به برآورد ضرایب فازي استفاده شده است. )4
برآورد ضرایب رگرسیونی بستگی به سطوح مختلف آلفا دارد. اما لی و همکاران به این  )5

 د.دهناعداد، چگونه تشکیل یک عدد فازي می اند که این دنباله ازنکته اشاره نکرده

بهبود روش لی و همکاران در برآورد، مسئله آزمون فرضیه و فاصله اطمینان براي  -3
  ضرایب رگرسیون خطی فازي
  صورت زیر را در نظر بگیرید:مدل رگرسیون خطی فازي به

,i i iY xβ β ε= ⊕ ⊕% %% %0 1  
 که

( ; , ) , ( ; , ) , , , ,..., .
i i j ji i Y Y T j j TY Y l r l r j i nβ ββ β= = = =%% 01 1  

رت صوبرآورد ضرایب فازي مدل رگرسیون فوق، از روش کمترین میانگین مربعات خطا بهبراي 
 کنیم:می زیر استفاده

),~,~( ii
n

i
YYd

n
MSE 2

1

1
∑
=

=  

توجه معرفی کردیم.  2ي است که در قضیه ~Bو  ~Aمربع فاصله بین دو عدد فازي  2dکه 
  صورت مدل خطی زیر نوشت:توان بهرا میMSEشود که معیار 
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{ Y Y s s s s

MSE Y X Y X Y X

R L X R X L X l X Rβ β β β

β β β

− −

′= − − + −

− − − − +1 1

1( ) ( ) ( )
2

( ) ( )

Y s s Y s sL X R X L L X R X Lβ β β β− − ′+ − + − + 1 1
1 ( ( ( ) ( ( ( )
6

 

,Y s s Y s sR X R X L R X R X Lβ β β β− −
′+ − + − + 


1 1
1 (( ( ( ) ( ( ( )
6

 

TLکه  Rβ ββ β;= ( ,  و %(

1 1 1 11 1

β= , = , = , = , = , = ,

Y Y

Y Y
Y Yn kn n k k

l r l rY

Y L R L R
l r l rY

β β

β
β β

β

β
β

          
          
          
          
                           

M M M MM M  

k k k

s li li
n kn n n kn kn

x x s x s x

X X s I x
x x s x s x

   
   
   = = = ≥
   
   
   

… …
M O M M O M

… …

11 1 11 11 1 1

1 1 1
, , ( 0).  

TRLبنابراین پارامتر مجهول  ),;(= ββββ
 شود:از حل دستگاه معادلات زیر حاصل می ~

Y Y

s s s s

MSE XX XY X R L

X R X L X l X Rβ β β β

β
β

− −

∂ ′ ′ ′= = − + −
∂

− − − +1 1

10 2 2 [( )
2

( )],
 

 ),(((2)( 11 βββ LXRXRsXRX ssYs −− +−′+  

s s s h Y sMSE I X X Y X X W L X L
R β

β

β− −

∂ ′ ′ ′ ′= = − + − − − +
∂ 1 1

10 ( )( ) 2 ( (
2  

.β )(((2) 1 LXRXRsXRX ssYs −+−′+ ββ  

صورتدرنهایت دستگاه معادلات فوق منجر به یک جواب یکتا با پهناهاي مثبت به
ˆ ˆ

ˆ ˆ max{ , } max{ , } TL R
β β

β β=% ;( 0 , 0   است که: (
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,

,

,

A B CD CE R L

L A A A A A A B B A A B B

R A A B B A A B B

β β

β

β

β −

− − − − −

− − −

= − + −

= − − −

= − −

) )

)

)

) 1

1 1 1 1 1
2 3 2 1 1 2 2 1 3 2 2 3

1 1 1
1 2 2 1 3 2 2 3

( ( ))
( ( ) ) ( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) )
 

  و

,)(2
1, )(2

1,2, 2 21 XIEKYIEKYXBXXA −=−=′=′=  

,, , 2
1

1 ssYY XXERRDXC −−=−==  

,)(2
1=, )(2

1= 21 XIEKYIEK −−  

,, 44 11413 ssssYsYs AAKRCLCK −−− +=+−=  

,2= = 115 βααβ XXAAAK ssss ′+ −− ,  

),(, 41225121 KCEAKAKCEAKA −−=−= −−  

),)(( 31213 KCDBAKKA +−+−= −  

),(, 51224121 KCEAKBKCEAKB −−=−= −−  

).)(( 41213 KCDBAKKB +−+−= −  

هاي فازي براي مدل حال پس از تخمین ضرایب رگرسیونی فازي به روش فوق، آزمون فرضیه
 کنیم:صورت زیر اصلاح میهاي دقیق و خروجی فازي را بهرگرسیون خطی با ورودي

: : , .j j j jH H jβ β β β= ≠ =% % % %
0 0 0 0 01  

مقدار آلفا بستگی ندارند. براي ها فوق به ملاحظه کنید که برخلاف روش لی و همکاران، فرضیه
احتمال، به روش بوت استرپ کلاسیک و -ي فازي فوق، آماره آزمون و مقدارانجام آزمون فرضیه

  شوند:هاي زیر به محیط فازي تعمیم داده میطبق گام
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  گام اول
)()(نمونه  ~, 11

ii yx  به حجمn  از بین متغیرهاي خروجی فازيiY~  و متغیرهاي ورودي غیر فازي

iX  را با جایگذاري انتخاب کرده و برآورد)(~̂ 1
jβ  را با استفاده از روش کمترین مربعات به دست

)صورت آوریم. در این صورت برآورد متغیر خروجی فازي بهمی ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ
i iy xβ β= ⊕ ⊗% %% 1 1 1 1

0 1 
  شود.محاسبه می

  ومگام د
صورت هایی که از گام قبلی در اختیار داریم بههاي آزمون را به کمک مقادیر و نمونهمقدار آماره

  آوریم.:زیر به دست می
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01
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  که

( )

( )
( )

( ) ( )

( )ˆ( , )( ).
( ) ( )

n
n ii

i i ni
in

x
S d y y

n n x xβ
=

=
=

− −
∑∑
∑

% % %1
0

1 2
2 2 1 1

1 1 1 22
  

کلاسیک هاي آزمون در حالت هاي فوق در واقع تعمیم آمارهشود، آمارهطور که مشاهده میهمان
  براي آزمون ضرایب رگرسیونی بر اساس مشاهدات و ضرایب فازي هستند.

  گام سوم
هاي آزمون معرفی شده در گام تایی از آماره Bي بار تکرار کرده و یک نمونه Bرا  2تا  1هاي گام

)()()(صورت را به 2 ,...,, B
jjj TTT   آوریم.به دست می 21

  گام چهارم
  دهیم:قرار می

)13                                 (
( )( )

, , .
B b

j jb
I T t

p value j
B

=
>

− = =∑ 1 01  
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 که در آن
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jβ̂و ~iŷدر روابط فوق، 
-اند. در این صورت، مقدار) حاصل شده1برآوردهایی است که از گام ( ~

−>λکنیم. درنهایت اگر ) محاسبه می13احتمال را با استفاده از رابطه ( valuep  آنگاه فرضیه
نداریم. روش  λکنیم و در غیر این صورت دلیلی براي رد فرضیه صفر در سطح صفر را رد می
با نقطه بحرانی  αjTها استفاده کرد مقایسه توان از آن براي انجام این آزموندیگري که می

(CP) ي بحرانی است. نقطه(CP)  11برابر با +− )]([ λB  امین عضو نمونه بوت استرپی مرتب
b)(ي شده

jT α  ها است. اگرαjT  بیشتر از نقطه بحرانی باشد، فرضیه صفر را در سطحλ  رد
  پذیریم.کنیم و در غیر این صورت آنرا میمی
ي با استفاده از روش پیشنهادي، آزمون فرضیه 3در مثال  1هاي جدول : براي داده4 مثال

توان می 9و  8ایم. از جداول فازي انجام دادهدوطرفه را براي ضرایب فازي مدل رگرسیون خطی 
  حدود تغییرات این ضرایب فازي را حدس بزنیم.

b)(در ادامه این بخش، با استفاده از آماره آزمون بوت استرپی
jT  براي ضرایب مدل رگرسیونی

 3تا  1شود. ابتدا گام پیشنهاد میبراي این ضرایب  λ−1)، یک ناحیه اطمینانی در سطح 12(
معرفی شده را براي انجام آزمون فرضیه زیر انجام داده و نمونه بوت استرپی آماره آزمون موردنظر 

),....,,( )()()( B
jjj TTT   آوریم.را به دست می21

: ( ; , ) , : ( ; , ) , , .j T j TH H jβ β= ≠ =% %
0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 1  

jtسپس با استفاده از توزیع تجربی آماره آزمون، مقدار چندك  λ صورتاین آماره آزمون را به  
( ) , , .j jp T t jλ λ< = − =1 01  

ت صعودي صورکنیم. براي تعیین چندك بالا، ابتدا نمونه بوت استرپی آماره آزمون را بهتعیین می
11برابر با عضو  λjtکنیم. در این صورت، چندك مرتب می +− ])[( Bλ  ام نمونه مرتب شده
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آید را با به دست می λjtآماره آزمون است. مقدار چندکی که از نمونه بوت استرپی براي 
])[ Bjt λ−1 ي بالا و برآورد چندك دهیم. با توجه به رابطهنشان میλjt فاصله اطمینان براي ،

jβضرایب رگرسیونی 
  ي زیر به دست آورد:توان از رابطهرا می ~

[( ) ] [( ) ]
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)(توجه کنید که این ناحیه برحسب میانه  jβپهناي چپ ،( )
j

lβ پهناي راست ،( )
j

rβ و ضرایب
jβ̂) است که در آن 21فازي مدل رگرسیون خطی فازي (

برآورد ضرایب رگرسیونی با استفاده  ~
2است و dاز روش کمترین مربعات خطا با متر 

j
S

β
  شود:صورت زیر تعریف میبه ~
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ˆ( , ) ˆ, ( , )( .
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n n
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  4هاي مثال آزمون فرضیه براي ضرایب رگرسیون خطی فازي براي داده ):8( جدول

β00  ( , , )T0 0 0  ( / ; / , / )T5 5 0 2 0 3  ( / ; / , / )T5 5 0 2 0 3  ( ; , )T6 0 0  ( ; / , / )T6 0 2 0 3  
p – value  0243/0 1252/0  1355/0  2996/0  4101/0  
  قبول  قبول  قبول  قبول  رد  نتیجه
β00  ( / ; , )T6 5 0 0( / ; / , / )T6 5 0 2 0 3  ( ; , )T7 0 0  ( : / , / )T7 0 2 0 3    

p – value  1195/0 1256/0  0210/0  0185/0    
    رد  رد  قبول  قبول  نتیجه
β00  ( ; , )T1 0 0  ( ; , )T0 0 0  ( / , / , / )T0 0 0 010 02  ( / ; , )T0 05 0 0  ( / ; / , / )T0 05 0 0 0 02  

p – value  0088/0  0623/0  0823/0  5226/0  5296/0  
  قبول  قبول  رد  رد  رد  نتیجه
β00  ( / ; , )T0 07 0 0( / ; / , / )T0 07 0 01 0 02  ( / ; , )T0 15 00  ( / ; / , / )T0 15 0 1 0 2    

p – value  2689/0  2684/0  0703/0  0683/0    
    رد  رد  قبول  قبول  نتیجه
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  4هاي مثال آزمون فرضیه براي ضریب رگرسیون خطی فازي براي داده ):9( جدول

β00  ( ; , )T0 0 0  ( ; , )T4 0 0  T),;( 344  ( ; , )T5 0 0  T),;( 345  
p – 

value  0 0  0052/0  0  5479/0  
  قبول  رد  رد  رد  رد  نتیجه
β00  ( / ; , )T5 5 0 0  T),;/( 3455  ( ; , )T7 0 0  T),;( 347    
p – 

value  
0004/0  0168/0  0  0027/0    

    رد  رد  رد  رد  نتیجه
β00  ( ; , )T0 0 0  ( / ; , )T1 25 0 0  ( / ; / , / )T1 25 0 05 0 2( / ; , )T1 27 0 0  ( / ; / , / )T1 27 0 05 0 2  
p – 

value  
0  0007/0  2337/0  0011/0  4957/0  

  قبول  رد  قبول  رد  رد  نتیجه
β01  ( / ; , )T1 3 0 0( / ; / ; / )T1 3 0 05 0 2  ( / ; , )T1 5 0 0  ( / ; / , / )T1 5 0 05 0 2    
p – 

value  0038/0  0887/0  0  0    
    رد  رد  رد  رد  نتیجه

) اعداد فازي مثلثی 12: در حالت خاص که ضرایب و متغیر خروجی مدل رگرسیونی (3 تذکر
  شود:صورت زیر تبدیل میمتقارن باشند، فاصله اطمینان براي ضرایب فازي به

)14                         ([( ) ]
ˆ( ) ( ) , , .

j jjj j j Br r t S jβ λ βββ β −− + − < =)2 2 2 2
1

1 01
3

  

  5هاي مثال داده ):10( جدول

  %ix  iy  ردیف  %ix  iy  ردیف
1  49/1  ( )/ ; / T78 1 44 11  7  62/3  ( )/ ; / T81 2 5 23   
2  67/1  ;( / / )T38 2 14  9  62/3  ( )/ ; / T84 2 34 23  
3  99/1  (/ ); / T2 28 15  9  72/3  ;( / / )T87 2 23  
4  03/2  ( / ; / )T13 07 2 01  10  13/4  ( / ; / )T25 17 3 07  
5  89/2  ( )/ ; / T54 2 78 19  11  16/4  ( )/ ; / T12 3 67 26  
6  01/3  ( / ; / )T20 78 2 51  12  92/4  ( )/ ; / T47 3 83 28  

فاصله اطمینان براي ضرایب فازي مثلثی متقارن مدل  10هاي جدول براي داده: 5مثال 
ي فاصله اطمینان دهندهرسم شده است. نواحی هاشور زده نشان 5) در شکل 12رگرسیونی (
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دهند که اگر در براي ضرایب فازي مدل رگرسیون خطی موردنظر است. این نواحی نشان می
فر داراي میانه و پهنایی باشد که در آزمون فرضیه دوطرفه براي ضرایب فازي موردنظر، فرضیه ص

0/داري این ناحیه قرار نگیرد، آنگاه در سطح معنی کنیم و در غیر این فرضیه صفر را رد می 1
  صورت دلیلی براي رد آن نداریم.

  
ازي در ) فاصله اطمینان براي عرض از مبدأ ف2) فاصله اطمینان براي شیب خط فازي (1( ):5شکل (

−λ/سطح  =1 0   5هاي مثال بر اساس داده 9

  
−λ/بعدي فاصله اطمینان در سطح نمایش سه ):6( شکل =1 0 براي عرض از مبدأ و شیب مدل  9

  6هاي مثال رگرسیون خطی فازي بر اساس میانه، پهناي چپ و راست براي داده

با استفاده از روش پیشنهادي، فاصله اطمینان براي ضرایب فازي  1هاي جدول براي داده :6مثال 
−λ/در سطح اطمینان  =1 0 بعدي براي فاصله نیز نمایش سه 6به دست آوردیم. شکل  9
0/اطمینان در سطح  ) بر اساس میانه، 12براي ضرایب فازي مدل رگرسیون خطی فازي ( 9

بعدي شود، این نمایش سهطور که مشاهده میدهد. همانپهناي چپ و راست این ضرایب ارائه می
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، 8خوبی هماهنگ است. براي مثال بر اساس نتایج جدول به 8با نتایج به دست آمده در جدول 
:دلیلی براي رد فرضیه صفر ( ; , )TH β =%

0 0 6 0 λ/داريدر سطح معنی 0 = 0 وجود ندارد. از  1
شود که مقدار در نظر گرفته براي فرضیه صفر در محدوده این ناحیه همچنین نتیجه می 6شکل 
λ/گیرد؛ بنابراین، نتایج حاکی از عدم رد این فرضیه در سطح بعدي قرار میسه = 0   است. 1

  گیريبحث و نتیجه
آزمون فرضیه و فاصله اطمینان دو موضوع با اهمیت در استنباط آماري هستند. در این مقاله به 

ي برآورد، آزمون فرضیه و فاصله اطمینان در یک مدل متداول رگرسیون خطی فازي با مقوله
لی و همکاران در هاي فازي پرداخته شد. براي این منظور، روش هاي دقیق و خروجیورودي

هاي فازي در محیط فازي مورد بررسی و کنکاش قرار گرفت. لی و همکاران، با تعریف فرضیه
بوت استرپ کلاسیک را براي انجام آزمون فرضیه و فاصله  برش، روش-سطوح مختلف آلفا

ا د یگیري در مورد رها، نتیجهاطمینان در یک رگرسیون خطی فازي به کاربردند؛ اما در روش آن
پذیرش فرض صفر منوط به انتخاب یک سطح آلفا ویژه است. مشکل این روش این است که در 

یرا روش شود؛ زبسیاري موارد براي کاربر مشخص نیست که فرض صفر درنهایت پذیرفته یا رد می
 برش مدنظر کاربر باشد. در این-گیري ایشان بستگی به این دارد که چه سطحی از آلفاتصمیم
اله هاي فازي، این مقبر یک رویکرد اصلاح شده در تعیین ضرایب فازي و فرضیهبا تکیه راستا،

تلاش کرد تا بر معایب روش لی و همکاران چیره شود. براي این منظور با اصلاح متري که لی و 
هاي آزمون همانند روش کلاسیک محاسبه شدند. در محاسبه همکاران پیشنهاد کردند، آماره

هاي بوت استرپ با استفاده از حساب اعداد فازي به کار گرفته شد. درنهایت زمون، روشهاي آآماره
ی سادگداري مشخص، بهاحتمال و یک سطح معنی-ي مقدارهاي کلاسیک، با مقایسههمانند روش

 صفر ابراز نظر نمود. همچنین سادگی در محاسبات، مزیت توان در مورد رد یا قبول فرضمی
هاي رویکرد نهادي ما در مقایسه با روش لی و همکاران است. در کل، مزیتدیگر روش پیش
  صورت زیر بیان کرد:توان بهجایگزین را می

  ها.برش-هاي آزمون به مقدار آلفاعدم وابستگی آماره )1
  ها.برش-عدم وابستگی نواحی اطمینان به مقدار آلفا )2
  سرعت بالا در محاسبات. )3
 صمیم.گیري آسان در تتحلیل و نتیجه )4

شود که روش پیشنهادي در این مقاله یک روش کلی در تحلیل رگرسیونی در خاطرنشان می
هاي رگرسیونی مانند رگرسیون نیمه پارامتري یا توان آن را در سایر مدلمحیط فازي است و می

  رگرسیون ریج به کاربرد.
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Abstract 
In this paper, an existing method to estimate coefficients of a fuzzy regression 
model with non-fuzzy inputs and fuzzy out-puts as well as its method to 
perform a fuzzy hypothesis test and a fuzzy confidence interval are recalled. 
Then, the disadvantages and shortcoming of this method are examined and 
criticized by analyzing several numerical examples. By introducing an 
appropriate alternative approach to estimating coefficients and applying 
conventional fuzzy hypotheses in a fuzzy environment, we try to improve the 
method in the structure and decision making to accept or reject fuzzy 
hypotheses. For this purpose, employing a common distance measure and 
Bootstrap technique, the required test statistics are defined as non-fuzzy 
criteria. Then, by comparing the p-value obtained from the test statistics and 
a given significance, unlike the existing one, one can easily decide to accept 
or reject the null hypothesis. Also, using some applied examples, the possible 
advantageous of the proposed approach in hypothesis testing and confidence 
interval for fuzzy coefficients are compared and discussed. 

Keywords: Fuzzy observation, Fuzzy hypothesis, Confidence interval, 
Bootstrap, Distance measure between two fuzzy numbers. 
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