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هاي فازي تحلیل پوششی داده در SBMابرکارایی بر پایه مدل 
  یافتهتعمیم

 1اشرفیعلی منصوري کلیبر،  مژگان

  دانشگاه سمنان ،روه ریاضیگ
  15/6/1398 تاریخ پذیرش: 16/1/1396 تاریخ دریافت:

 SBMگیرنده کاراي بندي واحدهاي تصمیمبراي رتبه SBM2مدل ابرکارایی بر پایه  چکیده:
، براي ارزیابی واحدهاي داراي ورودي و 3هاي فازيهاي تحلیل پوششی دادهشده است. مدلارائه

برش استفاده شده  -αها اغلب از دستاورد اند که در این روشهاي غیرقطعی معرفی شدهخروجی
توان ارزیابی نمود. این گیرنده نمونه فازي را نمیها واحدهاي تصمیماست. همچنین در این روش

کند که هم هاي فازي را معرفی میبا دادهیافته تعمیم SBMمقاله مدل ابرکارایی بر پایه 
. کندارزیابی میگیرنده نمونه را هاي فازي قدیمی است و هم واحدهاي تصمیمدربرگیرنده مدل

مثال عنوانکند. بههمچنین مقاله حاضر یک روش ارزیابی فازي جدید بر پایه بردار پیشنهاد می
  کاررفته است.بندي واحدهاي کاراي سیستم صنعتی بهعددي، روش پیشنهادي براي رتبه

)، SDMUگیرنده نمونه ()، واحد تصمیمDEA( 4هاتحلیل پوششی دادههاي کلیدي: واژه
  ).FDEA( هاي فازي، تحلیل پوششی دادهSBM برکارایی، مدلا

  70C90 ،90C90): 2010( ریاضی بنديرده

  مقدمه -1
کنند. گیرنده را به دو گروه کارا و ناکارا تقسیم میواحدهاي تصمیم DEA هاي کلاسیکمدل

بندي هستند اما واحدهاي کارا با استفاده از این واحدهاي ناکارا با کسب امتیاز کارایی قابل رتبه

                                                                                                                                          
  a_ashrafi@semnan.ac.ir نویسنده مسئول مقاله: یکیآدرس الکترون -1 

2- Slack-Based Measure 
3- Fuzzy Data Envelopment Analysis 
4- Data Envelopment Analysis 

mailto:a_ashrafi@semnan.ac.ir
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از  بندي کاملیها درصدد رتبهگیرندهباشند. ازآنجاکه اغلب تصمیمبندي نمیها قابل رتبهمدل
است که یکی از بندي واحدها پیشنهاد شده هاي زیادي براي رتبهتاکنون روش واحدها هستند

هاي شعاعی، ابرکارایی با حذف هاي تحلیل پوششی دادهدر مدل. ها روش ابرکارایی استاین روش
توانند مستقیماً براي ها نمی]. ولی این روش1سادگی قابل دستیابی است [واحد مورد ارزیابی به

هاي غیر شعاعی ابتدا باید واحدهاي کارا تعیین شوند کار روند. در مدلرشعاعی بههاي غیمدل
  به دست آید. DEA سپس مدل

نمره کارایی  SBM]. مدل 2را براي ارزیابی کارایی معرفی کرد [ SBMمدل  2001تون در سال 
تون مدل ابرکارایی براي واحدهاي کارا تحت  2002بین صفر و یک دارد. علاوه بر این در سال 

  ].3شوند [بندي میگیرنده کارا رتبهرا گسترش داد که در آن واحدهاي تصمیم SBMمدل 

بعضی باشند. در هاي قطعی میها، دادهها و خروجیدر این مطالعات فرض بر این است که ورودي
ها غیرقطعی هستند. برخی از محققان چند مدل فازي براي ارزیابی کارایی واحدهاي موارد، داده

]. 4فازي را معرفی نمودند [ CBC 1هاي فازي ارائه کردند. کائو و لیو مدلگیرنده با دادهتصمیم
]. 5ردند [فازي را با استفاده از تابع عضویت مثلثی متقارن ارزیابی ک 2CCRگائو و تاناکا مدل

اي تحلیل کردند فازي را با استفاده از اعداد فازي ذوزنقه CCRلِرتوراسیریکول و همکارانش مدل 
]. این روش یک کارایی کامل را 6هاي فازي را مطرح نمودند [عنوان آیتمي ارتباط قیود بهو ایده

شنهاد داد. لئون و تر از یک است، پیهدف برابر یا بزرگ 3DMUمطابق با اینکه مقدار کارایی 
]. جهانشاه لو و 7به دست آوردند [ LRرا با استفاده از عدد فازي  FDEAهمکارانش مدل 

  ].8بررسی کردند [ LRفازي را با استفاده از عدد فازي  DEAهمکارانش نیز مدل 
ده، شوجود هنوز نکات بسیاري جهت توسعه و گسترش وجود دارد مانند نقطه خاص انتخاببااین

ها گیرنده هدف این مدلبعلاوه واحدهاي تصمیم برش و نوع مدل فازي.-αانواع اعداد فازي، روش 
اخیراً  ارزشیابی شود. FDEAتواند براي مدل نمونه نمی DMUاند و به واحدهاي درونی وابسته

) SDMUگیرنده نمونه (هاي فازي را براساس واحدهاي تصمیمروش تحلیل پوششی داده ورنم
  ].9پیشنهاد نمود [

در محیط فازي موردبحث قرار گرفته است و مدل  SBMدر این مقاله، موضوع ابرکارایی بر پایه 
وان تمی یافته معرفی شده است. همچنین با روش پیشنهاديفازي تعمیم SBMابرکارایی بر پایه 

  بندي نمود.واحدهاي کارا را رتبه

                                                                                                                                          
1- Banker, Charnes and Cooper 
2- Charnes,Cooper and Rhodes 
3- Decision making units 
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، مفاهیم فازي و DEAبخش است. در بخش دوم به تعاریف اولیه در مورد  5این مقاله شامل 
 معرفی شده است. SBMفازي پرداخته شده و در بخش سوم مدل ابرکارایی بر پایه  DEAمدل 

موردبحث قرار داده است. در بخش یافته را فازي تعمیم SBMبخش چهارم مدل ابرکارایی بر پایه 
  شود.پنجم مثالی براي نشان دادن روش پیشنهادي بیان می

  مفاهیم و تعاریف مقدماتی: -2
یک روش ارزیابی ریاضی است که کارایی نسبی  )،(DEAها تحلیل پوششی داده: 1 تعریف

نماید متجانس با چند ورودي و چند خروجی را محاسبه می (DMU)گیرنده واحدهاي تصمیم
]10.[  

)صورت گیرنده بهواحد تصمیم nفرض بر این است که  ,..., )jDMU j n=1  داریم که با مصرف
)ورودي  ,..., ) mj n x j= ∈ ≥

≠
¡1 )بردار خروجی  0 ,..., ) m

jj n y
≠

= ∈ ≥1 را تولید  ¡0
  نمایند.می

 تولید مجموعه امکان 2-1

 شود:صورت زیر تعریف می، بهاست DEA) که یکی از تعاریف مهم در PPSمجموعه امکان تولید (

}y xتوسط  0≤ PPSشود تولید می 0≤ {(x, y) |=  
هاي هر تکنولوژي تولید، اصول موضوعه موردنیاز خود را دارد. با توجه به تعریف فوق تکنولوژي

که بر اساس تکنولوژي تولید بازده   PPSکنند. اولینهاي متفاوت تولید میPPSتولید متفاوت 
  ].11معروف است [ CCRشود به مجموعه امکان تولید به مقیاس ثابت تولید می

که به شرح زیر  گردد؛گانه تعریف میبر مبناي اصول موضوعه پنج CCRمجموعه امکان تولید 
  باشند:می

 اصل شمول مشاهدات. .1
 کرانی اشعه (بازده به مقیاس ثابت).اصل بی .2
 اصل تحدب و بسته بودن. .3
 پذیري.اصل امکان .4
ي است اترین مجموعهکوچک PPSکند که یابی: این اصل بیان میاصل کمینه درون .5

 کند.که در اصول فوق و اصول حاکم بر تکنولوژي پذیرفته شده صدق می
  صورت زیر است:فردي به، مجموعه منحصربهPPSدر این صورت 
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متناظر  PPSآید (به دست می BCCبا حذف اصل بازده به مقیاس ثابت از تکنولوژي تولید، مدل 
  معروف است): vTبه 

( , ) | , , ,
n n n

r j j j j jc
j j j

PPS x y λ x x λ y y λ λ
= = =

  = ≤ ≥ = ≥ 
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1 1 1
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هاي گذاري آن است که در مدلهاي شعاعی هستند. دلیل این نامهاي فوق معروف به مدلمدل
گیرنده مورد ارزیابی در امتداد شعاعی ها در جهت کارا شدن واحد تصمیمبا ماهیت ورودي، ورودي
ها در امتداد شعاعی اضافه هاي با ماهیت خروجی، خروجیو در مدل شوندبه یک نسبت کم می

  ].12شوند [می

  SBMمدل  2-2
باشند که از هاي غیرشعاعی میاند که معروف به مدلمطرح شده DEAدر نیز  دیگري هايمدل

  :استصورت زیر است که به SBMها، مدل جمله این مدل
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<xدر اینجا فرض بر این است که  ipxو اگر 0 i، جمله مربوط یعنی 0=
ip

s
x

گردد. حذف می−
rpyاگر  rpyدهیمآنگاه قرار می 0= ε=شود . ثابت میρ∗< ≤0 λ.که با افزودن قید 1 =1 1
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 لیتبدقابلکوپر -) با تبدیلات چارنز1گردد. مدل (با بازده به مقیاس متغیر حاصل می SBMمدل 
  که در زیر آمده است: استبه مدل خطی 
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  مفاهیم فازي 3- 2
وتحلیل مفاهیم و بندي و تجزیههاي فازي یک قالب جدید ریاضی براي صورتنظریه مجموعه

هاي معمولی است که موافق با زبان و هاست. این نظریه توسعه و تعمیم نظریه مجموعهویژگی
هاست. حال فرض کنید براي هر یک از خواص غیرقطعی که براي اعضاي یک فهم طبیعی انسان

مشخص کنیم که این درجه  1و  0شود بتوانیم یک درجه عضویت بین مجموعه مشخص می
توانیم اعضاي این بیانگر میزان دارا بودن آن عضو از خاصیت موردنظر باشد. در این حالت می

مثال: عنوان]. به13[ یمکنمجموعه را همراه با درجه عضویت براي هر عضو مشخص 
A {(a, / ),(b, ),(c, / ),(f , ),(e, / )}=% 0 2 0 0 6 1 0 99. 

 eو  a ،cکه قرار دارد، درحالی %Aطور یقین در به fنیست و  %Aطور یقین دربه b در این صورت
نمایشی از یک مفهوم  %Aهستند. در واقع  %Aعضوي از  99/0 و 6/0 و 2/0 یزانمبه ترتیب به 

  است. Xفازي در مورد عناصر 

 Xاي ناتهی باشد، هر زیرمجموعه فازي از مجموعه X فرض کنید: مجموعه فازي: 2 یفتعر
:توسط یک تابع  [ , ]A Xµ → ) شود.به نام تابع عضویت معین می 01 )A xµدهنده میزان نشان

  .است%A به مجموعه فازي xتعلق داشتن 
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صورت زیر توان بهرا می αهاي برش Xاز  %Aبراي زیرمجموعه فازي  برش: – α: 3 یفتعر
  تعریف کرد:

)برش ضعیف: براي  -αالف)  , ]α ∈ 0  شود:صورت زیر تعریف میبه 1

{ ( ) }AA x X xα µ α= ∈ ≥%  
)برش قوي: براي  -αب)  , ]α ∈ 0   شود:صورت زیر تعریف میبه 1

{ ( ) }AA x X xα µ α= ∈ >% 

[ ] = , { ( ) }l u
ij ij ij Ax = a,b x x , A x X x

α α

α
α µ α  = ∈ ≥  %

%% % %  

Aα
  برش است. – α همان %
 صورت زیر باشد:داراي تابع عضویتی به %Aاگر عدد فازي  :LRي اعداد فاز :4 یفتعر

)3(                                    
( )

( )
( )

A

m xL x m
lx

x mR x m
u

µ

−
=  − >


%

≤
 

]به  ¡+توابع غیر صعودي از  Lو  Rکه در آن  , ]0 )و  1 ) ( )L R=0 را یک عدد فازي  %Aآنگاه  0
LR  نامیده و با نمادA ( , , )LRl m u=% دهند. نشان میm  را مقدار نمایی یا میانه وl  وu  را به

 شوند.توابع مرجع نامیده می Lو  Rنامند. ترتیب پهناي چپ و راست می

Aاگر  :L: عدد فازي 5 یفتعر ( , , )LRl m u=%  وL R=  را یک عدد فازيL  نامیده و با نماد
A ( , , )Ll m u=% دهند.نشان می  

توسط  Xاي ناتهی باشد، هر زیرمجموعه فازي از مجموعه Xفرض کنیم  : تابع عضویت:6 تعریف
)یک تابع  ) : [ , ]A x Xµ →% 0 ) شود.به نام تابع عضویت معین می 1 )A xµ دهنده میزان نشان%

  است. %Aبه مجموعه فازي  xتعلق داشتن 
 )1(صورت شکل توابع خطی به Rو  Lاگر  LRدر اعداد فازي  : عدد فازي مثلثی:7 یفتعر

Nتایی نامند و توسط سهباشند، آن را مثلثی می ( , , )l m u=% دهند که در آن نمایش میm 
)ترین مقدار مقدار مرکزي یا ممکن ( ) )N mµ =%   باشند.ترتیب گستره چپ و راست می Uو  L و 1
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N: عدد فازي مثلثی )1شکل ( ( , , )l m u=%  

Nصورت عدد فازي مثلثی را به ( , , )l m ux x x=% دهند که در آن نیز نشان میmx  مقدار مرکزي
)عدد  ( ) )m

N xµ =% 1 ،lx  مقدار بدبینانه یا کمترین مقدار( ( ) )l
N xµ =% بینانه مقدار خوش uxو  0

)یا بیشترین مقدار  ( ) )u
N xµ =%   است. 0

 صورت ذیل است:به %Aتابع عضویت براي عدد فازي مثلثی مانند 

)4(                                                ( )i

x x m
m
u xx m x u
u m

µ

− ≤ ≤ −
−= ≤ ≤
−




1 1
1

0 ــــــــایرنقاط س

  

)چهارتایی مرتب  اي:: عدد فازي ذوزنقه8 تعریف , , , )M = m m l u%
1  m2و  m1که در آن  2

ترین مقدار یعنی ممکن
M[ ]; ( )x m ,m xµ∀ ∈ =%1 2 1.  

 
)اي : عدد فازي ذوزنقه)2شکل ( , , , )M = m m l u%

1 2  
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l  وu  به ترتیب گستره چپ و راستM% صورت چهارتایی اي را به. عدد فازي ذوزنقههستند
)مرتب  , , , )m m l uM = x x x x% 1 mxدهند که در آننیز نشان می) 2در شکل ( 2 mxو  1 2 
]Mترین مقدار یعنی ممکن ]; ( )m mx x ,x xµ∀ ∈ =%

1 2 1 .lx  مقدار بدبینانه یا کمترین مقدار
M ( )lxµ Mبینانه یا بیشترین مقدار مقدار خوش uxو  0%= ( )uxµ   است. 0%=

  صورت ذیل است.به %Mاي مانند تابع عضویت براي عدد فازي ذوزنقه

)5(                                           ( )i
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x m x m
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u m
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= ≤ ≤
 − ≤ ≤
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2
2

2
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 هاي فازيها با دادهمدل تحلیل پوششی داده 2-4

ه گیرندها را براي سنجش کارایی واحدهاي تصمیمچارنز، کوپر و رودز مدل تحلیل پوششی داده
 CCR]. این بخش در پی مدلی است که مدل 11هاي قطعی توسعه دادند [ها و خروجیبا ورودي

  را به یک چارچوب فازي گسترش دهد.
که در آن  %ijXورودي فازي  mگیرنده داراي واحد تصمیم nاي با فرض کنید مجموعه

,...,i m= r,...,که در آن  %rkYخروجی فازي  sو  1 s=1 ها و دیگر وروديعبارتبه باشد؛
ها و توان ورودياند. میگیري نشدهدقت اندازهها نسبتاً شناخته شده هستند و بهخروجی
Xijهاي فازي محدب با توابع عضویت وسیله مجموعههاي فازي را بهخروجی

µ Yrkو  %
µ به  %

ریزي خطی فازي ارائه ها توسط مسئله برنامههاي تحلیل پوششی دادهترتیب ارائه کرد. مدل
ها شامل پارامترهاي فازي شده از مدل باید فازي باشد زیرا این مدلشوند. نمره کارایی ارزیابیمی

ها را با سطح متفاوتی از بازه اطمینان ها و خروجیتوان وروديها میبرش– αهستند. با استفاده از 
متفاوت تبدیل  هايبرش -αقطعی با  DEAهاي اي از مدلفازي به خانواده DEAارائه کرد. مدل 

  ].14[ شودمی

 SBM ارزیابی کارایی با استفاده از مدل ابرکارایی بر پایه  -3

هاي با دیگر مدل SBMیک مدل ارزیابی کارایی غیر شعاعی است. تفاوت مدل  SBMمدل 
ها این است که این مدل مبتنی بر متغیرهاي کمکی است. اساس کار مدل تحلیل پوششی داده
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بنابراین، براي  ابرکارایی، حذف واحد کاراي مورد ارزیابی و اجراي مدل براي واحدهاي دیگر است؛
کارا (و نقطه مرجع) متفاوت از مرز کاراي اصلی است و هر واحد، مرز  رواحدهاي کارا، مرز اب
تواند براي محاسبه نمرات ابرکارایی ، فقط میSBMفرد دارد. مدل ابرکارایی ابرکارایی منحصربه

SBM کار رود. فرض کنید بهn صورت گیرنده بهواحد تصمیم( ,..., )jDMU j n=1  داریم که با
)مصرف ورودي  ,..., ) ijj n x= )خروجی  1 ,..., ) rjj n y=1 که با فرض این نمایند.را تولید می

DMUo  یک واحد کاراست، ابرکاراییSBM 3شود [صورت مدل زیر تعریف میاین واحد به:[  
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 شود.ریزي خطی تبدیل می) به مدل برنامه6چارنز و کوپر مدل (با استفاده از تبدیل 
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( , , , , )x y tτ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗Λ) ، از طریقSBMجواب بهینه مدل فوق است. پس جواب بهینه مدل ابرکارایی  (
, , , .x yx y

t t t
τ δ λ

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

Λ
= = = =

) )
  آید.به دست می 
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مدل معرفی شده تحت بازده به مقیاس ثابت است. با اضافه کردن محدودیت 
,

n

j
j j o

λ
= ≠

=∑
1

به مدل  1
توان مدل را به حالت بازده به مقیاس متغیر توسیع داد. در مجموع، این مدل با اصلاح ) می7(

  است.صورت ورودي محور و خروجی محور قابل تعریف هاي ورودي و خروجی بهمحدودیت
  ورودي محور:، SBMمدل ابرکارایی بر پایه 
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  خروجی محور:، SBMمدل ابرکارایی بر پایه 
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 هاي فازيیافته با دادهتعمیم SBMابرکارایی بر پایه ارزیابی کارایی با استفاده از مدل  -4

  یافته است.فازي تعمیم DEAبا استفاده از  SBMدر این بخش هدف توسعه مدل ابرکارایی 
همه  گیري است.گیري در مسئله تصمیمیک واحد تصمیم DMUفرض کنید : 9 تعریف
دارند، بر اساس این مسئله  DMUهاي ورودي و خروجی مشابهی با هایی که دادهداده

  ].15شوند [نامیده می SDMUگیري نمونه گیري، واحد تصمیمتصمیم
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  شده است:صورت زیر ارائهبه DMUو  SDMUتمایز و برتري میان 
• DMU که ممکن است باید در مجموعه امکان تولید باشد درحالیSDMU  بیرون از

  مجموعه امکان تولید باشد.
 SDMUکه مقدار کارایی باشد. درحالی 1برابر یا زیر  1باید با  DMU مقدار کارایی •

  باشد. 1تر از تر یا بزرگتواند برابر، کوچکمی
• DMU که ها ظاهر شود درحالیباید در محدودیتSDMU ها تواند در محدودیتمی

 ها نباشد.ظاهر و یا در میان محدودیت

که در روش هاي کارا هستند درحالی FDEA ،FDMUهاي مرجع در مدل مجموعه •
هاي ناکارا، FDMUهاي نرمال،  FDMUهاي کارا، FDMUتوانند یافته میتعمیم

FDMU هاي خاص و دیگرFDMU نوع  5ها باشند. اینDMU ،DMU هاي نمونه
 .شوندنامیده می )(FSDMUازي ف

 
  CCRدر مجموعه امکان تولید  SDMU: )3شکل (

هاي تحلیل دهد. براي مدلرا نشان می CCRدر مجموعه امکان تولید  SDMU)، 3شکل (
است. این وضعیت ناشی از  1ها، تعدادي از مطالعات پی بردند مقدار کارایی بیشتر از پوشش داده

کنند، بدتر را انتخاب می DMUهدف،  DMUها شامل این حقیقت است که همه محدودیت
 DMUبنابراین،  کند؛هاي بهتر را براي ارزیابی انتخاب میDMUهدف  DMUکه درحالی
  .DMUاست و نه یک  SDMUشده یک ارزیابی
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 DMUو  SDMU: تفاوت )4شکل (

هدف،  DMUدهد. اگر فرض کنیم نشان می DMUفازي را با چهار  CCR)، مدل 4شکل (
1FDMU ي واحدهاي فازي ]، همه16بندي ساعتی و همکاران [باشد. طبق روش رتبه

 Aي هدف، از بهترین نقطه 1FDMUها، بدترین نقاط مربعی را انتخاب خواهند کرد و محدودیت
  .DMUاست و نه یک  SDMUیک  Aي کند. پس نقطهبراي ارزیابی استفاده می

  آید:صورت زیر به دست میبه SBMمدل ابر کارایی  ،FSDMUoبا   FDMUoبعد از جانشینی
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  ریزي خطی مطرح کرد.صورت مدل برنامهتوان بهمدل فوق را می
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صورت زیر به دست ورودي محور و خروجی محور نیز به SBMابرکارایی  طور مشابه، مدلبه
  آیند.می

  یافته (ورودي محور):فازي تعمیم SBMمدل ابرکارایی بر پایه 
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  یافته (خروجی محور):فازي تعمیم SBMمدل ابرکارایی بر پایه 
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FSDMU  با یکی ازSDMU ها وFDMUi  با یکی ازDMUiشوند. زمانی که ها جانشین می
 SDMUافزار مناسب حل شود. تواند با استفاده از نرمشود، میمدل به یک مدل قطعی تبدیل می

نقطه خاص زیر  7اي از محدوده باشند. میان این نقاط، توانند هر نقطهشده میانتخاب DMUiیا 
 مرکز، DMU ،DMU، کمترین DMU ، بیشترینDMU، بدترین DMUموجود است: بهترین 

DMU 1-برش و DMU ] هنگام محاسبه 15رأسی .[FDMU  هدف در مدلFDEA بهترین ،
شوند. در روش پیشنهادي، مانده هرگز انتخاب نمیواحد باقی 5شوند و یا بدترین واحد انتخاب می

  توانند انتخاب شوند.دهد، میگیرنده ترجیح میکه تصمیم DMUواحد ویژه و یا خاص هر  7
ها هستند و FSDMUاي که شامل واحدهاي یافته، مجموعهدر مدل فازي تعمیم: 10تعریف 

  شوند.مقادیر کارایی مشابه دارند، سطح شبه کارایی نامیده می
آسانی اثبات کرد که با توان بهبعد از ارزیابی با این روش، همه مقادیر ممکن کارایی مدل را می

 کهبنابراین هنگامی برابر هستند؛ FSDMUهاي DMUبدترین مقدار کارایی خط پیوند بهترین و 
وسیله توان بهرا می FSDMUشود، همه واحدهاي یافته ارزیابی میواحدهاي نمونه مدل تعمیم

هاي خط پیوند بهترین و FDMUو همه  FSDMUخط پیوند بهترین و بدترین واحدهاي 
وان به تیافته را میرزیابی فازي تعمیمبنابراین، روش ا جایگزین شوند؛ FDMUبدترین واحدهاي 
هاي برداري تغییر داد. طول بردار فاصله بهترین واحد تا بدترین واحد DMUروش ارزیابی با 

  است و جهت از بدترین به بهترین واحد است.
) FDMUiکه همه مقادیر باشد، هنگامی SDMU 1 اگر مقدار کارایی :11 تعریف , ..., )i n= 1

vهاي بردار DMUوسیله نقطه انتهایی به (v )
i i iw w Bk v+ −

r r r شوند، جایگزین میSDMU 
) kمدل، کاراي سطح  )k≤ ≤0   شود.نامیده می 1
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عنوان مقدار کارایی آن معین به λ ،SDMU یافته، مقدار کارایی سطحدر مدل تعمیم: 12 تعریف
)که همه مقادیر شود. هنگامیمی , ..., )i n= 1iFDMU  باDMUهاي نقطه انتهایی بردار

v (v )
i i iw w Bvλ+ −

r r r شوند. طبق تعریف اگر جایگزین میSDMU کاراي سطح ،k  ،باشد
≤kλسپس براي  است. براي 1تر از کوچک λ SDMU اختیاري، کارایی سطح 1<

kλ≤   ].9است [ 1تر از بزرگ λ SDMU اختیاري، مقدار کارایی سطح 0>
شده ) نشان داده2) با استفاده از نقطه برداري در جدول (1هاي جدول (: کارایی داده1مثال 
  است.

 1هاي (ورودي و خروجی) مثال : داده)1جدول (

DMU خروجی ورودي 
A (2, 5/0 )  (1, 3/0 ) 
B (3, 5/0 ) (3, 7/0 ) 
C (3, 6/0 ) (3, 4/0 ) 
D (5, 1) (4, 1) 
E (5, 5/0 ) (2, 2/0 ) 

 1بندي واحدهاي مثال رتبه ):2جدول (

DMU رتبه ابر کارایی 
A ناکارا  
B 5/1  1 
C ناکارا  
D ناکارا  
E 2/1  2 

  مثال عددي  -5
  شده است.در این بخش مثال عددي براي توضیح روش پیشنهادي ارائه

ها شده است. وروديبا روش پیشنهادي مقاله ارزیابی ]17: کارایی سیستم صنعتی متغیر [2 مثال
ها و شده است. برخی از ورودي) نشان داده3گیري در جدول (واحد تصمیم 12هاي و خروجی
  ) نتایج حاصل را ارائه کرده است.4اعداد فازي مثلثی هستند. جدول (ها، خروجی
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 گیريواحد تصمیم 12هاي ها و خروجی: اطلاعات ورودي)3جدول (

واحدهاي 
گیرندهتصمیم  

هاورودي هاخروجی     

فضاي  سرمایه و هزینه عملیاتی 
 موردنیاز

 محصول تعداد تأخیر کار در فرآیند کیفیت

1 ( 17/16 ,17 02/ , 87/17 ) 5 42 ( 0/43 , 3/45 , 6/47 ) ( 5/13 , 2/14 , 9/14 ) ( 6/28 , 01/3 , 6/31 ) 

2 ( 64/15 , 46/16 , 28/17 ) 5/4  39 ( 1/38 , 1/40 , 1/42 ) ( 4/12 , 0/13 , 7/13 ) ( 3/28 , 8/29 , 3/31 ) 

3 ( 17/11 , 76/11 , 35/12 ) 6 26 ( 6/37 , 6/39 , 6/41 ) ( 1/13 , 8/13 , 5/14 ) ( 3/23 , 5/24 , 7/25 ) 

4 ( 99/9 , 52/10 , 05/11 ) 4 22 ( 2/34 , 0/36 , 8/37 ) ( 7/10 , 3/11 , 9/11 ) ( 8/23 , 0/25 ,  26/3 ) 

5 ( 03/9 , 50/9 , 98/9 ) 8/3  21 ( 5/32 , 2/34 , 9/35 ) ( 4/11 , 0/12 , 6/12 ) ( 4/19 , 4/20 , 4/21 ) 

6 ( 55/4 , 79/4 , 03/5 ) 4/5  10 ( 1/19 , 1/20 , 1/21 ) ( 8/4 , 0/5 , 3) ( 7/15 , 5/16 , 3/17 ) 

7 ( 90/5 , 21/6 , 52/6 ) 2/6  14 ( 2/25 , 5/26 , 8/27 ) ( 7/6 , 0/7 , 4/7 ) ( 7/18 , 7/19 , /20 7) 

8 ( 56/10  12/11 , 68/11 ) 6 25 ( 1/34 , 9/35 , 7/37 ) ( 6/8 , 0/9 , 5/9 ) ( 5/23 , 7/24 , 9/25 ) 

9 ( 49/3 , 67/3 , 85/3 ) 8 4 ( 5/16 , 4/17 , 3/18 ) ( 1/0 , 1/0 , 1/0 ) ( 2/17 , 1/18 , 0/19 ) 

10 ( 48/8 , 93/8 , 38/9 ) 7 16 ( 6/32 , 3/34 , 0/36 ) ( 2/6 , 5/6 , 8/6 ) ( 6/19 , 6/20 , 6/21 ) 

11 ( 85/16 , 74/17 , 63/18 ) 1/7  43 ( 3/43 , 6/45 , 9/47 ) ( 3/13 , 0/14 , 7/14 ) ( 5/29 , 1/31 , 7/32 ) 

12 ( 11/14 , 85/14 , 59/15 ) 2/6  27 ( 8/36 , 7/38 , 6/40 ) ( 1/13 , 8/13 , 5/14 ) ( 1/24 , 4/25 , 7/26 ) 

 با استفاده از مدل پیشنهادي 2نتایج مثال  ):4جدول (

 DMU  
واحدهاي 

گیرندهتصمیم  
-1 برش کمترین بیشترین مرکزي بهترین  بدترین  رتبه 

1 016132/1  016663/1  016385/1  016609/1  016186/1  016385/1  6 
2 031583/1  031845/1  031658/1  031845/1  031583/1  031658/1  3 
  ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا 3
4 031053/1  0311629/1  030831/1  031529/1  031152/1  030831/1  4 
5 055861/1  053794/1  055061/1  054398/1  055420/1  055061/1  2 
6 011019/1  010130/1  010191/1  00946/1  011203/1  010191/1  7 
7 028881/1  028366/1  028570/1  028530/1  028717/1  028570/1  5 
  ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا 8
9 115862/1  116446/1  116221/1  117492/1  114815/1  116221/1  1 
  ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا 10
  ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا 11
  ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا ناکارا 12
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هاي  DMUدهد که با جایگزینی نشان می 4افزار لینگو در جدول کارگیري نرمحاصل با به نتایج
ن است گر ایتوان ابرکارایی واحدهاي فازي را ارزیابی نمود. نتایج حاصل بیانسادگی میمناسب به

هاي  DMUنهم بهترین رتبه را نسبت به دیگر واحدها در تمامی حالات داراست.  DMUکه 
باشند. همچنین رتبه واحدهاي تولیدي کارا سوم، هشتم، دهم، یازدهم و دوازدهم نیز ناکارا می

  صورت زیر است:به ترتیب به
.DMU DMU DMU DMU DMU DMU DMUf f f f f f9 5 2 4 7 1 6  

  گیرينتیجه

در دنیاي واقعی مسائلی وجود دارد که داراي پارامترهاي فازي هستند. در این مقاله یکی از 
گیري با بندي واحدهاي تصمیم) براي تعیین کارایی و رتبهSBM ابرکارایی( DEAهاي مدل
فازي  SSBMیافته، توسیع مدل فازي تعمیم SBMابرکارایی  شده است. مدلهاي فازي ارائهداده

هاي نمونه را  DMUتواند هاي درونی را ارزیابی کند، بلکه می DMUتواند تنها میاست که نه
ط و استفاده از اعداد فازي متفاوت در یک مدل فازي با استفاده از اجراي تنها نیز ارزیابی کند. بس

 توان جهت ارزیابییافته را میشده است. روش تعمیم یافتهروش تعمیمباعث کلی شدن  یک مدل
اي نیز به کار برد. روش ارزیابی براساس بردار یک روش ارزیابی مؤثر هاي بازهواحدهاي با داده

ها توان از آنبخشد، بلکه همچنین میهاي ارزیابی قدیمی فازي را بهبود میتنها روشاست که نه
هاي تصادفی استفاده کرد. در انتها مثال با داده هامدلاي و هاي بازهبا داده هابراي ارزیابی مدل

  است.شده بندي واحدها ارائهعددي براي ارزیابی کارایی با استفاده از مدل پیشنهادي و رتبه

  منابع
[1] Andersen, P. and Petersen, N.C. (1993). A procedure for ranking efficient 

units in data envelopment analysis, Management Science, 39, 1261–1264. 
[2] Tone, K. (2001). A slacks-based measure of efficiency in data 

envelopment analysis, European Journal of Operational Research, 130, 
498–509. 

[3] Tone, K. (2002). A slacks-based measure of super-efficiency in data 
envelopment analysis, European Journal of Operational Research, 143, 
32–41. 

[4] Kao, C. and Liu, S.T. (2000). Fuzzy efficiency measures in data 
envelopment analysis, Fuzzy Sets and Systems, 113, 427–437. 



 اشرفیعلی منصوري کلیبر،  مژگان                                143

[5] Guo, P. and Tanaka, H. (2001). Fuzzy DEA: A Perceptual evaluation 
method, Fuzzy sets and systems, 119, 149-160. 

[6] Lertworasirikul, S. Shu-Cherng, F. and Joines, A.J. (2003). Fuzzy data 
envelopment analysis (DEA): a possibility approach, Fuzzy Sets and 
Systems, 139, 379–394. 

[7] Leon, T. Liern, V. and Ruiz, J.L. (2003). A fuzzy mathematical 
programming approach to the assessment of efficiency with DEA models, 
Fuzzy Sets and Systems, 139, 407–419. 

[8] Jahanshahloo, G. R. Junior, H. V. Hosseinzadeh Lotfi, F. and Akbarian, 
D. (2007). A new DEA ranking system based on changing the reference 
set, European Journal of Operational Research, 181, 331–337. 

[9] Muren, Z. and Cui, W. (2014). Generalized fuzzy data envelopment 
analysis methods, Applied Soft Computing, 19, 215-225. 

[10] Cooper, W.W. Seiford, L.M. and Tone, K. (2000). Data envelopment 
analysis, a comprehensive text with models application references and 
DEA- solver software, Boston: Klawer Academic Publishers. 

[11] Charnes, A. Cooper, W. W. and Rhodes, E. (1978). Measuring the 
efficiency of decision making units, European Journal of Operational 
Research, 2, 429–444. 

[12] Banker, R. D. Charnes, A. and Cooper, W. W. (1984). Some models for 
estimating technical and scale inefficiencies in data envelopment 
analysis, Management Science, 30, 1078–1092. 

[13] Zadeh, L.A. (1978). Fuzzy Sets as a basis for a theory of possibility, Fuzzy 
Sets and Systems, 1, 3-28. 

[14] Kao, C. and Liu, S.T. (2004). Predicting bank performance with financial 
forecasts: A case of Taiwan commercial banks, Journal of Banking & 
Finance, 28, 2353–2368. 

[15] Wei, Q.L. and Yan, H. (2010). A data envelopment analysis (DEA) 
evaluation method based on sample decision making units, International 
Journal of Information Technology & Decision Making, 9, 601–624. 

[16] Saati, S.M. Memariani, A. and Jahanshahloo, G.R. (2002). Efficiency 
analysis and ranking of DMUs with fuzzy data, Fuzzy Optimization and 
Decision Making, 1, 255–267. 

[17] Liu, S.T. (2008). A fuzzy DEA/AR approach to the selection of Flexible 
manufacturing systems, Computers and Industrial Engineering, 54, 66-
76. 

[18] Charnes, A. and Cooper, W. W. (1962). Programming with linear 
fractional functional, Naval Research Logistics Quarterly, 15, 333–334. 



  144       یافتههاي فازي تعمیمتحلیل پوششی داده در SBMابرکارایی بر پایه مدل 

   
 

[19] Chen, C. (2013). Super efficiency or super inefficiencies? Insights from 
a joint computation model for slacks-based measure in DEA, European 
Journal of Operational Research, 226, 258-267. 

[20] Azizi, H. Kordrostami, S. and Amirteimoori, A. (2015). Slacks-based 
measures of efficiency in imprecise data envelopment analysis: An 
approach based on data envelopment analysis with double frontiers, 
Computers & Industrial Engineering, 79, 42-51. 

[21] Du, J. Liang, L. and Zhu, J. (2010). A slacks-based measure of super-
efficiency in data envelopment analysis: A comment, European Journal 
of Operational Research, 204, 694-697. 

[22] Zhu, J. (2001). Super- efficiency and DEA sensitivity analysis, European 
Journal of Operational Research, 129, 443-455. 

[23] Zhu, J. (2003). Imprecise data envelopment analysis (IDEA): A review 
and improvement with an application, European Journal of Operational 
Research, 144, 513–529. 

[24] Ashrafi, A. and Mansouri Kaleibar, M. (2017). Cost, revenue and profit 
efficiency models in generalized fuzzy data envelopment analysis, Fuzzy 
Informaion and Engineerig, 9, 237-246. 

[25] Ashrafi, A. and Mansouri Kaleibar, M. (2018). Generalized fuzzy inverse 
data envelopment analysis models, International Journal of Industrial 
Mathematics, In press. 

[26] Emrouznejad, A. and Tavana, M. (2014). Performance measurement with 
fuzzy data envelopment analysis, Springer, Poland. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 اشرفیعلی منصوري کلیبر،  مژگان                                145

A Generalized SBM Super-Efficiency in Fuzzy Data Envelopment 
Analysis 
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Abstract 
The slacks-based measure super-efficiency model is presented for ranking 
SBM's efficient decision making units. Fuzzy data envelopment analysis 
models have been introduced to evaluate uncertain inputs and outputs for 
decision making units (DMUs). In this methods, mostly used α-cut procedure. 
Also, sample fuzzy decision making units in these methods cannot be 
assessed. This paper proposes generalized fuzzy super-efficiency model 
which includes, old fuzzy DEA models, and evaluates the sample decision 
making units. This scheme embraces evaluation method based on vector. As 
an empirical example, the proposed method is applied to the flexible 
manufacturing system data to rank efficient units. 
Keywords: Data envelopment analysis, Fuzzy data envelopment analysis, 
Sample DMU, Slacks-based measure, Ssuper– efficiency. 
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