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   مقدمه -1
و  یمعمول لیفرانسیاز معادلات د یمیسال، تعم 300از  شیب یبا قدمت يمحاسبات کسر

 علوم ياز سو ياژهیو موردتوجه ریاخ هايو در دهه است) حیرصحیمرتبه دلخواه (غ يریگانتگرال
 تیخصوص به دلیل يکسر لیفرانسی. در واقع معادلات د]1[است قرارگرفته یو مهندس کیزیف
 لیفرانسیمعادلات د کهدرحالی. کنندیعمل م ترقیها دقاز دامنه ياریدر بس دنشانبو یرموضعیغ

 يعدب تیمعناست که، وضع نیبودن بد ،یرموضعیغ تیخصوص دارند. یموضع تیخاص ،یمعمول
 زیشروع، ن از زمان دستگاه یقبل يهاتیندارد، بلکه وضع یآن بستگ یتنها به حالت کنون دستگاه

 ناهموار يهادامنه يرو يمشتقات کسر علاوه بر این،است.  تأثیرگذار دستگاه ندهیدر رفتار آ
امروزه بسیاري از  کهطوريبه، ]2[هستند  تعریفقابل زی) نستندین پذیرمشتقکه  ییها(دامنه
نظیر: مواد ویسکولاستیک (چسبناك)، دستگاه محور  ايرشتهمیان هايدر حوزه هادستگاه
، مدارهاي الکتریکی، گذاريسرمایهاقتصاد و  هايدستگاهترموالکتریک،  هايدستگاهاي، پروانه

اي دقیق گونهمشتقات مرتبه کسري به به کمکدستگاه تنفسی انسان و دستگاه زیستی و باتري، 
 .]3[شوند و منسجم شرح داده می

ه و حساسیت فراوان بر نقطه اولی به دلیل ،يمرتبه کسر یلیفرانسید هايدستگاهاز  ياریبس در
گردد و مشاهده می بینیپیش غیرقابلو  یآشوب يرفتارهاخاصیت غیرخطیِ شدید و فراکتالی، 

 گردیده است تا براي هادستگاهسبب توجه محققان نسبت به مطالعه بر روي این  هاویژگیاین 
 . ]4[بیندیشندراهکارهایی  هادستگاهکنترل و پایدارسازيِ این 

 اپونوف،یل يتئور يِبا استفاده از حالت مرتبه کسر ،یفراوان هايروشو  هاتکنیکاخیر،  هايسالدر 
 ترینمهماند. از جمله شده یو عمل طراحی يمرتبه کسر هايدستگاه يکنترل و همساز يبرا

، روش ]6[ نهی، روش کنترل به]5[ یلغزش مودبه روش کنترل  توانیم بکار برده شده هايروش
 .باشندمی ]10[PID  ، روش کنترل]9[ی رخطیغ بازخورد، روش کنترل ]8, 7[ یقیکنترل تطب
 ودماز روش  ،يمرتبه کسر هايدستگاهرفتار آشوبناكِ  يِهمساز يو بالِنو، برا اینیرزم براي مثال،

م موسو ياوهیاز ش ،يمرتبه کسر هايدستگاهکنترل  ي، برا]12[. در ]11[اند فاده کردهتاس یلغزش
با استفاده از یک تکنیک کنترلیِ مود لغزشی،  ،]13[در استفاده شده است.  نهینترل بهبه روش ک

از  دامکهیچدر دینامیکیِ غیر صحیح پرداخته شده است. اما  هايدستگاهبه مسئله پایدارسازيِ 
 و تنها اندنشدهدر نظر گرفته  هانامعینی، اغتشاشات و ]13[و  ]12[ ،]11[مطالعات بیان شده در 

پس از مطالعه رفتار ، ]16-14[است. آقابابا در  رارگرفتهق موردبررسیاز دستگاه  ايسادهحالت 
 نیا زمان متناهیِ  کنترلِ يبرا متنوعی هايتکنیک يمرتبه کسر هايدستگاهدر  وبناكآش

 هايدستگاهفعال،  يکنندهکنترلروش  کیبا استفاده از  ]17[در . است نمودهارائه  هادستگاه
، براي کنترل و همسازيِ ]19, 18[. نویسندگان اندشدهي متفاوت همساز ناكِآشوب يمرتبه کسر

، روش کنترل مود لغزشی را پیشنهاد بعديسهمرتبه کسريِ  هايدستگاهکلاس خاصی از 
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مرتبه  هايدستگاهروش کنترلیِ زمان متناهی، مسئله کنترل  ، با استفاده از یک]20[. در اندنموده
  است. قرارگرفته موردبررسیکسري 

و اغتشاشات، حالتی از قضیه لیاپونوف  هانامعینیدر نظر گرفتن  باوجود ]21-15[ولی در مقالات 
 است.  برانگیزسؤالمرتبه کسري  هايدستگاهاستفاده شده است که پایداري آن براي 

، ]21[ شده در انیب يِداریپا هیابتدا با استفاده از قض مقاله نیشده، در ا انیبه مطالب ب توجه با
 نِ یمعنا غیرخطی يِمرتبه کسر هايدستگاه يدارسازیکنترل و پا يبرای فعال روش کنترل کی
براي اثبات نتایج تحلیلی از حالتِ مرتبه کسري قضیه  کهطوريبهگردد، یخودگردان ارائه م ریغ

لیاپونوف  شده است. قضیه گیريبهرهمرتبه کسري  هايدستگاهلیاپونوف با رویکرد توزیع فرکانس 
ه براي قضیه پایداري لیاپونوف در حالت مرتب هابیانبا رویکرد توزیع فرکانس یکی از جدیدترین 

 در وجود دارند، زیکه در عمل ن ،دستگاهو اغتشاشات  هانامعینیکسري است. علاوه بر این، 
 يِ دارسازیپا يبرا يعدد هايسازيشبیهسپس . اندشدهدر نظر گرفته  کنندهکنترل نیا یطراح

که  است رفتهیدارند، صورت پذ ییما نقش بسزا یپرکاربرد که در صنعت و زندگ هايدستگاه
، نتایج حاصل از این هااینعلاوه بر  .است شده در عمل یبودنِ روش طراح ریکاربردپذ انگریب

ي کاراییِ کننده تائید نوعیبه همآنمود لغزشی مقایسه گشته است که  کنترلمقاله با یک روش 
 است.  موردنظربهتر روش 

 مونرایپ ياهیپا یمیمفاه انیبه ب ، ابتدادر فصل دوم که: یابدمیادامه  صورتبدینمقاله  نیا
 همچنین، این .شودمیآن پرداخته  يِداریدر مورد پا ضایاییو ق يانتگرال مرتبه کسر مشتق و

یِ ترلروش کن یک و اثباتِ  یسپس در فصل سوم، طراح .یابدمیادامه  مسئلهصورتفصل با بیان 
صل در ف .گرددمیارائه  غیر خودگردان يِمرتبه کسر هايدستگاه يِدارسازیکنترل و پا يبرامقاوم 

ها در انت عددي ارائه شده است. هايسازيشبیهبر عملی بودن روش ارائه شده،  تأکید يچهارم، برا
 . رسدمی انیمربوطه به پا يهاو بحث يریگجهیبا نت مقاله و در فصل پنجم،

  و بیان مسئله ايپایهمفاهیم  -2
و سپس  دشونمیآن بیان  هاگیویژدر این بخش، ابتدا تعاریف و قضایایی پیرامون مشتق کسري و 

  گردد.تشریح می موردنظردستگاه 

  محاسبات کسري -2-1
)لیوویل براي تابع  -انتگرال مرتبه کســـريِ ریمن .1تعریف  )f t از مرتبه ،α زیر  صـــورتبه

  :]22[گرددتعریف می



  22             ...یِکینامید يهادستگاه يدارسازیپا يبرا یرخطیغ کنندهکنترل روش کی

   
 

 )1(  ( )( ) ( )
( ) (t )

t

t t
t

fI f t D f t dα α
α

τ
τ

α τ
−

−= =
Γ −∫0

0

1
1  

  تابع گاما است. Γ(.)که در آن 
)لیوویل براي تابع  -مشــتق مرتبه کســريِ ریمن .2تعریف  )f t از مرتبه ،α زیر  صــورتبه

  :]22[گرددتعریف می
 )2(  ( ) ( )( )

( ) (t )

mm td fD f t dm mm dt t

τα τ
αα τ

= ∫ − +Γ − −

1
1

0

  

mکه در آن  R mو  ∋+ mα− <   یک عدد صحیح است. 1>
)براي تابع  :3تعریف  ) :f t + →¡ سريِ کاپوتو از مرتبه ¡ شتق مرتبه ک زیر  صورتبه α، م

  :]22[گرددتعریف می
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mکه در آن  R mو  ∋+ mα− <   .باشدمی αعدد صحیح به  تریننزدیک 1>

شتق کاپوتو را در این مقاله بکار خواهیم گرفت و  ذکرشایان ست که، م cا Dα  شتق بیانگر م
  باشد. مرتبه کسري کاپوتو می

انتگرال  صورتبهشود. این تعریف نوشته می ƒ*g صورتبه g و ƒ کانولوشن دو تابع .4تعریف 
 صورتبهو نسبت به محور عمودي مختصات برعکس شده  هاآندو تابع که یکی از  ضربحاصل

(f g) ( ) f ( )g (t )t dτ τ τ
∞

−∞

∗ =  شود. تعریف می ∫−

)فرض کنید که . 5تعریف  )h t ضربه خطی باشد. آنگاه نمایش توزیع (یا  دستگاهي یک پاسخ 
)تابع فرکانس وزنی) براي تابع  )h t را ( )µ ω 21[گرددزیر بیان می به شکلنامیم و می[:  
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∞
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)براي انتگرال مرتبه کسريِ  .1تبصره  )t tI f tα
0

  :]21[صورت ) را به1رابطه ( توانیممی، 
)5(  ( ) ( ) ( )t tI f t h t f tα = ∗

0
  

)و  کانولوشنعملگر  ∗نیز بیان کنیم که در آن  )
( )

th t
α

α

−

=
Γ

1
شند. همچنین، می  )با )µ ω  به

  گردد:زیر تعریف می شکل
sin( )( ) ααπ

µ ω ω
π

−=                                              (6) 

  :]21[معادله دیفرانسیل مرتبه کسريِ زیر را در نظر بگیرید  .1قضیه 

( , )cD X f X tα =                                                (7) 
   صورتبهتوان این دستگاه را می

( , ) ( , ) ( , t)

(t) ( ) ( , )d .

z t z t f X
t

X z t

ω
ω ω

µ ω ω ω
∞

∂ = − + ∂

 =

∫
0

                              (8) 

) در آنبازنویسی کرد که  )µ ω  ) تعریف شده است. 6در رابطه (  
  مراجعه نمود. ]21[به مرجع  توانمیبراي مشاهده جزییات بیشتر و درك چراییِ این قضیه، 

)فرض کنیم که  .1لم  ) ( , )w z t dµ ω ω ω ω
∞

= ∫ 2
1

0

wو  a x= 2
 این صورتباشد. در  2

w w w= +1 aمعین مثبت است، اگر و تنها اگر  2   .]21[باشد 0<
  مراجعه نمود. ]21[به مرجع  توانمیبراي مشاهده جزییات بیشتر و درك چراییِ این لم، 

  بیان مسئله -2-2

  :دیریرا در نظر بگ نینامع خودگردان ریغ يمعادلات مرتبه کسر هايدستگاه از ریزدستگاه 

( , ) ( , ) ( ) (t)cD X F X t F X t d t Uα = +∆ + −                                (9) 
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)که در آن  , )α ∈ 0 x]مرتبه دیفرانسیلِ کسريِ دستگاه است و  1 ,x ,..., x ]T
n

nX R= ∈1 2 
باشند. همچنین توابع برداري یک بردار از متغیرهاي حالت دستگاه می

(X, ) [ ( , ), ( , ),..., ( , )]T
nF t f X t f X t f X t= 1 توابع برداريِ غیرخطی هستند که در ناحیه  2

n nR R R+×  صورتبههاي دستگاه نیز شوند. علاوه بر این، نامعینیتعریف می →
( , ) [ ( , ), ( , ),..., ( , )]T

nF X t f X t f X t f X t∆ = ∆ ∆ ∆1 و اغتشاشات خارجی دستگاه  2
,(t) صورتبه (t),..., (t) ]( ) [ T

nd t d d d nR∈= 1  درنهایتهستند و  2
T

n
nU u u u R= ∈[ , , ..., ]1   باشد. ، وروديِ کنترلی می2

 هاي آشوبناكهاي مرتبه کسري ناخودگردان و بخصوص سیستمچون مسیرهاي دستگاه .1فرض 
)و اغتشاشات بیرونی دستگاه یعنی  هانامعینی، لذا دارندکران , )if X t∆  و( )id t ،

, ,...,i n= 1 ،iβو  iδشوند. بنابراین عددهاي ثابت و مثبتِ ثابت فرض می دارکراننیز  2
, ,...,i n= 1  کهطوريبهوجود دارند  2

)10(  ( , ) , , ,...,iif X t i nδ∆ < =1 2  
  و

)11(  ( ) , , ,...,iid t i nβ< =1 2  
  توان نتیجه گرفت) می11) و (10از روابط (

( , ) ( ) , , ,...,i i ii if X t d t i nδ β ρ∆ + < + < =1 2                                (12) 
,که در آن  ,..., nρ ρ ρ1   باشد.عددهاي ثابت و مثبت می 2

 نی. علاوه بر اشوندیو در دسترس فرض م پذیراندازه، موردنظر دستگاه هايحالت .2 فرض
  .شودمیدر نظر گرفته  تأخیرفاقد  موردنظر دستگاه

  مقاوم غیرخطی کنندهکنترلطراحیِ  -3
دستگاه سیگنال کنترلی زیر ) را در نظر بگیرید. براي این 9دستگاه مرتبه کسري ناخودگردانِ (

 نماییم:را پیشنهاد می

)13(  ( ) ( , ) ,FU sign X X tλ ξ ρ= + +  
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qکه در آن  Xξ تایی از  nبردارهايِ ستونی و سطريِ  به ترتیب q  و λ . همچنین=
صورتبهآن  هايمؤلفهاز اعداد متناهی است که  ستونی برداریک  ρ اعداد مثبت هستند و

max{ },i , ...,niρ ρ= =1    باشند. بعلاوهمی2

1 2), ),..., )]( ) [ ( ( ( T
nsign X sign x sign x sign x=  

sign)( که در آن x باشد.همان تابع علامت می  
 وسیلهبهاگر این دستگاه  .دیری) را در نظر بگ9ناخودگردانِ ( يمرتبه کسر دستگاه. 2قضیه 

) کنترل شود، آنگاه مسیرهاي دستگاه همگی به نقطه 13سیگنال کنترلیِ ارائه شده در رابطه (
  تعادل (نقطه صفر) همگرا خواهند بود.

  به شکلتوان این دستگاه را می 1) را در نظر بگیرید، بنابر قضیه 9(دستگاه  اثبات.

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) (t)

(t) ( ) ( , )d .

z t z t F X t F X t d t U
t

X z t

ω
ω ω

µ ω ω ω
∞

∂ = − + + ∆ + − ∂

 =


∫
0

               (14) 

   د که در آننمایش دا
sin( )( ) ααπ

µ ω ω
π

−=  .                                               (15) 
، tاکنون بایستی تابع لیاپونوفی تعریف کنیم که اولاً معین مثبت بوده و ثانیاً مشتق آن نسبت به 

) کنیم، ابتدااینجا دو تابع تعریف میمنفی باشد. در معین  , t)v ω  آن تابع  وسیلهبهو سپس
)لیاپونوف اصلی یعنی  t)V کنیممینماییم. لذا ابتدا تعریف را معرفی می:  

( , t)( , t) zv ω
ω =

2

2                                                (16) 

)چون  , t)v ω  برحسب( , t)ω  از این تابع نسبت به  گیريمشتقتعریف شده است، لذا با
( , )z tω:براي این تابع داریم ، ( , t) ( , t)

( , t)
v z
z

ω
ω

ω
∂

=
∂

) و با کمک 14ي(و با توجه به رابطه 
  داشت:) خواهیم 13ي (کنندهکنترل
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( , t) ( , t) ( , )
t ( , t)

             ( , t)[ ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ]

v v z t
z t

z z t F X t F X t d t U
ρ

ω ω ω
ω

ω ω ω
<

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
= − + + ∆ + −144444424444443

 

  داریم: سازيسادهکه با 

( , t) ( , t)[ ( , ) ( , ) ]
t

( , t)[ ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ]
( , t)[ ( , ) ( ) ]

         ( , ) ( ) ( , t)

v z z t F X t U

z z t F X t sign X F X t
z z t sign Xi

z t sign X z

ω
ω ω ω ρ

ω ω ω ρ λ ξ ρ
ω ω ω λ ξ

ω ω λ ξ ω

∂
< − + + −

∂
< − + + − − −
< − −

= − −2

 

  در نتیجه
( , t) ( , ) ( ) ( , t)

t
v z t sign X zω

ω ω λ ξ ω
∂

< − −
∂

2                       (17) 

  گردد:یف میزیر تعر به شکلپردازیم، این تابع لیاپونوف اکنون به معرفی تابع لیاپونوف اصلی می

(t) ( ) ( , t)V v dµ ω ω ω
∞

=∫
0

                                     (18) 

)با استفاده از تعریف  , t)v ω داریم:16ي (در رابطه (  

(t) ( ) ( , t)V z dµ ω ω ω
∞

= ∫
1 2
2 0

                                    (19) 

Vشود که ) نتیجه می19از ( وضوحبه dVنشان دهیم که  . اکنون بایستی0<
d t

  . لذا:0>

( , t)( )

( ) [ ( , ) ( ) ( , t) ]

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , t)

dV v d
d t t

z t sign X z d

z t d sign X z d

ω
µ ω ω

µ ω ω ω λξ ω ω

µ ω ω ω ω λ ξ µ ω ω ω

∞ ∂
= ∫

∂
∞

< − −∫

∞ ∞
< − −∫ ∫

0
2

0
2

0 0
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)و چون  ) ( , t)X z dµ ω ω ω
∞

= ∫
0

  خواهیم داشت: 

( ) ( , )

      ( ) ( , )

dV z t d X X
d t

z t d X

q

q

µ ω ω ω ω

µ ω ω ω ω

λ

λ

∞

∞

< − −

= − −

∫

∫

2

0

22

0

 

  در نتیجه

( ( ) ( , ) )dV z t d X
d t

qµ ω ω ω ω λ
∞

< − +∫
22

0
 

qλگیریم که هرگاه نتیجه می 1اکنون با توجه به قضیه  dVباشد، آنگاه  0<
d t

که این  0>
  قید شده است. لذا کنندهکنترلشرط در تعریف 

( ( ) ( , ) )dV z t d X
d t

qµ ω ω ω ω λ
∞

< − + <∫
22

0

0                (20) 

مجانبی  ورطبهاست و لذا دستگاه  شدهفراهمدر نتیجه شرایط پایداري در تئوري پایداري لیاپونوف 
 .رسدمیاثبات قضیه به پایان  چنیناینپایدار خواهد بود و 

شده است که از جمله  قرارگرفته مدنظر، چند مورد )13( کنندهکنترل یِطراح يبرا :1تذکر 
بوده است. در واقع  یدگیچیو عدم پ اپونوفیل يِداریپا طی، صدق کردن در شراهاآن ترینمهم
صدق کند و هم در  اپونوفیل طیشده است که هم در شرا یطراح يطور )13( یکنترل گنالیس
  .ردیقرار گ مورداستفاده راحتیبه سازيشبیهو  کارگیريبه

بیان شده  ]21[مرتبه کسري که در  هايدستگاهبراي  اپونوفیل قضیه پایداري طبق :2تذکر 
) ،است )V که با استفاده  دید می) خواه18، در رابطه t(V)( فینابر تعربرابر با صفر باشد. و ب دیبا 0
) )،14در رابطه t(X )( فیاز تعر )V =0   خواهد آمد. به دست 0

)یکی از مشکلات موجود در استفاده از تابع  :3تذکر  )sign x  کنترلی، پدیده  هايروشدر
 رخ کنندهکنترلاست که در اطراف  ايناخواستهنوسانات  چترینگ است در واقع، این پدیده

. در اینجا براي جلوگیري از افتدمیو معمولاً در هنگام استفاده از روش کنترلی اتفاق  دهدمی
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)چترینگ، بجاي تابع  )sign x  از تابعtanh( )x 13ي (کنندهکنترلگردد. یعنی استفاده می (
   به شکلرا 

tanh( ) ( , ),U X F X tλξ ρ= + +                           (21) 
معمول  هايروشبیان شده است یکی از  ]23[که در  طورهمان. این تغییر کنیممیبازنویسی 

 ندارد. تأثیري مسئلهو بر کلیت  باشدمیبراي از بین بردن چترینگ ورودي کنترلی 

  عددي سازيشبیه -4
ان در این بخش با ارائه چند مثال عددي صحت و درستی روش پیشنهادي را در عمل، نش

 ديبعسهآشوبناك مرتبه کسريِ ناخودگردانِ اقتصادي در حالت  هايدستگاه کهطوريبه. دهیممی
و  موردبحث، چهاربعديدستگاه فوق آشوب مرتبه کسريِ ناخودگردانِ چهار باله در حالت  و

لتون مو -بشفورث -عددي، از تعمیم الگوریتم آدامز هايسازيشبیهگیرند. براي بررسی قرار می
با گام  MATLAB افزارينرمارائه گردید، در محیط  ]24[و جاویدي در  اصل شهبازيکه توسط 

  استفاده شده است. 001/0زمانی 

  مرتبه کسري اقتصادي دستگاهکنترل  -4-1
 دستگاهاقتصادي و مالی معروف به  دستگاه) را روي 21ي (کنندهکنترل تأثیردر این قسمت 

  گردد. مرتبه کسري ، بررسی می

( ) ,

, 

,

cD

cD

cD

x

x

x x a x

b x x

xx c x

α

α

α









= + −

= − −

=− −

13 2
21 2 12

13 3

1
                                 (22) 

اقتصاديِ در حال  دستگاه، براي تشریح ]25[توسط چن  2008اولین بار در سال  دستگاهاین 
نمایانگر نرخ سود، میزان سرمایه  به ترتیب x3 و x1، x2اجرا، پیشنهاد شد. سه متغیر حالت 

 b، عدد ثابت جوییصرفهمیزان  aباشند. همچنین عدد ثابت ها میو شاخص قیمت موردنیاز
میزان انعطاف عرضه و تقاضا در بازارهاي جهانی را نشان  cو عدد ثابت  گذاريسرمایهمقدار هر 

راي ب دستگاهکه این عددهاي ثابت همگی غیر منفی هستند. این  یابیمدرمی سادگیبهدهند. می
/ α≤ ≤0 85 aو دستگاه براي  1 b/براي  دستگاه، 1= =0 cو  1 رفتارهاي آشوبناك از خود  1=

  .دهدمیخوبی نشان را به دستگاه) رفتار آشوبناك این 1. شکل (دهدمینشان 
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 ياقتصاد دستگاه حالتِ  يِرهایمس در آشوب :)1( شکل

)ي از طرفی، واضح است که به ازاي نقاط اولیه ) , ( ) , ( )X X X= = =1 2 30 0 0 0 0  صورتبهجواب  0
[ ( ), ( ), ( ),] [ , , ]T TD x D x D xα α α =1 2 30 0 0 0  دستگاهخواهد بود. این یعنی نقطه تعادل  10

)نقطه صفر نیست. براي حل این مشکل از تبدیلِ خطیِ  )y y→ کنیم که استفاده می 10+
  آید:زیر در می به شکل) 22( دستگاهدر نتیجه آن، 

  
)23(  

( ) ,

/ ,

,

 

cD

cD

cD

x x x

x x

x c

x

x

xx

α

α

α









= + −

= − −

=− −

93 2 1
20 1 2

1 33

1

1

2  

  باشد.مختصات یعنی نقطه صفر می مبدأ) 23دستگاه (واضح است که نقطه تعادل 

  :کنیمزیر معرفی می شکلبه مرتبه کسريِ آفینِ ناخودگردانِ اقتصادي را  دستگاهاکنون 
  
)24(  

( ( , ) ( )

( , ) ( )

( , )

)

)

/

(

c D x f X t d t u

c D x f

x x x

x x

x

X t d t u

c D x f X t d t ux

α

α

α

 = ∆ + −


+ ∆ + −

 = + ∆ + −


+ + +

= − −

− −

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

93 2 1
20 1 2 1

1 3
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α/فوق  دستگاهدر  =0 و اغتشاشات خارجی  هانامعینیانتخاب شده است. علاوه بر این 91
  ایم: زیر معرفی کرده صورتبهرا  دستگاه

( , ) ( ) /  sin(t ) / cos ( t)

( , ) ( ) /  sin ( t) / sin ( t)

( , ) ( ) / cos ( t) / sin ( t)

f X t d t x

f X t d t x

f X t d t x

∆ + = +

∆ + = −

∆ + =− −

0 1 0 1 31 1 1
0 2 3 0 152 2 3

0 15 2 0 2 33 3 2

 

نِ آشوبناكِ ناخودگردانِ آفی دستگاهي پیشنهادي براي کنترل کنندهکنترل کارگیريبهبراي 
] صورتبهرا  کنندهکنترل)، پارامترهاي 24اقتصاديِ ( / , / , / ]Tρ = 0 35 0 35 0 35 ،
[ , , ] Tλ = 4 4 ]و  3 , , ]q = 3 3 صفر در نظر  کنندهکنترلکنیم. نقطه اولیه براي انتخاب می2
,د، یعنی شوگرفته می ,i =1 2 3 ،iu ) . علاوه بر این نقاط اولیه،0= )x =1 0 2 ،( )x =−2 0 و  1

( )x =3 0   اند.انتخاب شده1
ي پیشنهادي، در طی زمان نشان کنندهکنترلرا پس اعمال  دستگاهمسیرهاي حالت این  2شکل 
اند و به نقطه تعادل همگرا شده موردنظر دستگاهحالت  متغیرهاي. واضح است که همه دهدمی

  پایدار شده است. دستگاهاین یعنی 

 

  )21( يکنندهکنترل اعمال از پس) 24( يدستگاه اقتصاد حالتِ يِرهایمس :)2( شکل

0 2 4 6
-1

0

1

2

T(sec)

X(
t)

 

 
x1(t)

x2(t)

x3(t)
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  زمان یط در) 21( يکنندهکنترل رفتار: )3( شکل

شود که ) در طی زمان اختصاص دارد. ملاحظه می21( کنندهکنترلنیز به نمایش رفتار  3شکل 
 کنندهکنترل. لذا اندشدهنیز در مدت زمانی بسیار کوتاه به صفر همگرا  کنندهکنترل هايمؤلفه

انرژي کمی صرف خواهد کرد. در نتیجه روش پیشنهادي سازگار و در عمل قابل بکار گیري 
  باشد.می

ي حالت لغزشی، مقایسه کنندهکنترلدر ادامه این مثال، قصد داریم تا روش خود را یک روش 
مرتبه کسري  دستگاهبراي ي حالت لغزشی، صرفاً کنندهکنترلیک روش  ]26[نماییم. در 

  طراحی شده است. مؤمنیاقتصادي، توسط دادرس و 
، یک روش سطح لغزشی براي کنترل و هاآن، با تعمیم روش ]27[سپس یِن و همکارانش در 

شده   مرتبه کسري ناخودگردان پیشنهاد کردند که شامل روش پیشنهاد هايدستگاهازي پایدارس
  زیر ارائه شده است: صورتبهباشد. این روش می ]26[در 

(t) (t) ( ( ) ( ))
t

S D y x K y dα τ τ τ−= + +∫1 2

0

                            (25) 

(t) ( b K) (S)ru y K sign= − − +1                                        (26) 

اعداد  rKو  b ،K باشند. همچنینسیگنال کنترلی می u(t)سطح لغزشی،  S(t)که در آن 
α=0/ ثابت دلخواه هستند. با انتخاب bمرتبه دیفرانسیل دستگاه و قرار دادن  عنوانبه91 /=0 1

0 2 4 6
-30

0

30

60

T(sec)

U
(t)

 

 
u1(t)

u2(t)

u3(t)
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 ،K rKو  1= = گیریم. همچنین براي نمایش ) را بکار می26روش کنترلیِ حالت لغزشیِ (3−
  شوند.می ي پانزدهم وارد عملها از ثانیهکنندهکنترلهرچه بهتر این مقایسه، 

شود، که در شکل دیده می طورهمان. شود، مقایسه بین دو روش را نشان داده می4در شکل 
متد  هايشکل ، شوند. علاوه بر اینچین به نقطه تعادل همگرا مینقطه هايشکلاز  ترسریعخط مُ

حالت لغزشی،  کنندهکنترلبا اعمال  x2بینیم که متغیر حالت می ،4شکل با دقت بیشتر در 
و این چترینگ ایجاد شده ممکن است در دراز مدت مشکلاتی براي  باشدمیداراي نوسان و نویز 

روش پیشنهاديِ ارائه شده  کهدرحالیاز بین برود.  دستگاهبیاورد و پایداري  به وجود دستگاه
  اده است.نوسان یا نویز، پایدارسازي را انجام د گونههیچبدون 

  
 سطح کنندهکنترل روش دو اعمال با حالت مسیرهاي سهیمقا: )4( شکل
 )26( يکنندهکنترل قانون و) 25( یِلغزش

  مرتبه کسري چهار باله دستگاهکنترل  -4-2
 لهمرتبه کسري فوق آشوبناكِ چهار با دستگاهي کنترل و پایدارسازي این مثال به بررسی مسئله

بعدي موسوم به دستگاه مرتبه کسري  4یک دستگاه فوق آشوبناكِ  ]28[اختصاص دارد. در 
  زیر معرفی شده است: صورتبهچهار باله 
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x x x x x

x x x x

x x x

cD

cD

c x

D

x x

xc x

D

α

α

α

α

 = + +


= − +

 = − +

 = −

81 1 2 3 4
402 2 1 3

493 1 2 3 1 4

4 2

                           (27) 

α=0/رفتار فوقِ آشوبناك این دستگاه را به ازاي  5شکل    دهند.نشان می خوبیبه95
  گردد:زیر تعریف می صورتبه،  چهار بالهآفینِ فوق آشوبناكِ  خودگرداندستگاه مرتبه کسري نا

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) ( )

x x x x x

x x x x

x x x x x x

cD f X t d t u

cD f X t d t u

cD f X t d t u

cD f X t t ux x d

α

α

α

α

= ∆ + −

= ∆ + −

= ∆ +

 + + +


− + +

 − + +

 − + + −

−

= ∆

1 1 1

2 2 2

81 1 2 3 4
402

3 3

2 1 3
493 1 3

4 4 4

2 3 1 4

4 2

             (28) 

,که در آن  , , , ( , ) ( )i f X t d ti i= ∆ +1 2 3 و اغتشاشات خارجی دستگاه هستند  هانامعینی 4
  : اندشدهزیر انتخاب  صورتبهکه 

( , ) ( ) /  sin( t ) / cos ( t)

( , ) ( ) / cos ( t) / cos ( t)

( , ) ( ) /  sin(4 t ) / sin ( t)

( , ) ( ) /  sin( t ) / cos ( t)

f X t d t x

f X t d t x x

f X t d t x

f X t d t x











∆ + = +

∆ + = −

∆ + = − +

∆ + = +

0 2 5 0 25 31 1 4
0 3 2 0 152 2 1 3

0 25 0 2 33 3 3
0 25 0 15 44 4 4

  

) همچنین نقاط اولیه، )x =1 0 1 ،( )x = −2 0 2 ،( )x =3 0 )و  3 )x =4 0 اند و انتخاب شده 2
)، پارامترهاي 28ي پیشنهادي، در کنترل دستگاه آشوبناك (کنندهکنترل کارگیريبهبراي 
] صورتبهرا  کنندهکنترل / , , / , / ] Tλ= 1 3 21 3 1 ]و  3 , , , ]q = 3 3 3 و  3

[ / , / , / , / ]Tρ = 0 45 0 45 0 45 0 ,و  45 , ,i =1 2 3 ) ، و همچنین4 )iu =0   کنیم.انتخاب می 0
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 باله چهار مرتبه کسري دستگاه حالتمسیرهاي  آشوبناك فوق رفتار: )5( شکل

) را پس از اعمال 28مسیرهاي حالتِ دستگاه مرتبه کسريِ فوق آشوبناكِ چهار باله ( 6شکل 
حالت  مسیرهايگردد، مشاهده می 6 که در شکل طورهمان. دهدمی) نشان 21روش کنترلیِ (

)، در زمانی بسیار کوتاه به نقطه 21)، پس از اعمال روش کنترلیِ (28دستگاه مرتبه کسريِ (
  اند.مختصات است، همگرا شده مبدأمختصات، که همان  مبدأتعادل که همان 

 
  )21( يکنندهکنترل قانون اعمال از پس ،)28( يکسر مرتبه دستگاه حالتِ يِرهایمس: )4( شکل
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) که براي کنترل و پایدارسازي دستگاه مرتبه کسريِ فوق آشوبناكِ 21ي (کنندهکنترلرفتار 
مشاهده کرد  7توان در شکل واضح می طوربهشده است.  سازيشبیه 7) بکار رفته، در شکل 28(

فوق آشوبناكِ ) وقتی براي کنترل و پایدارسازي دستگاه مرتبه کسريِ 21که قانون کنترلی (
  .رسدمیمدتی بسیار کوتاه به صفر ) اعمال شود، در 28ناخودگردانِ (

توان نتیجه گرفت که روش کنترلیِ ، می7و  6 هايشکلانجام شده در  هايسازيشبیهبا مشاهده 
) براي کنترل و پایدارسازي دستگاه مرتبه کسريِ فوق آشوبناكِ ناخودگردانِ 21ي (طراحی شده
  عمل خواهد کرد. تأثیرگذار، بسیار مناسب و چهار باله

 
  )28( يکسر مرتبه دستگاه يبرا شده اعمال زمان، گذر در) 21( کنندهکنترل رفتار: )5( شکل

  گیرينتیجهبحث و  -5
اي از کلاس گسترده يِدارسازیپا يبرا یرخطیغ کنندهکنترلروش  کی، پژوهش نیدر ا

موجود  یلیتحل جیاست. روابط و نتاارائه شده  غیر خودگردانآشوبناك  يِمرتبه کسر هايدستگاه
ابع توزیع ي و تمرتبه کسر هايدستگاه يبرا اپونوفیل يِداریپا هیقض میاساس تعم رب مقاله نیدر ا
اه و دستگ هاينامعینی وو مقاومت بالا در مقابل اغتشاشات  يداریاست. پا رفتهیانجام پذ وزنی،
 هايمثال نی. علاوه بر اباشدیروش م نیا اصلیِ هايخصوصیتبه نقطه تعادل از  عیسر ییهمگرا
روش در  نیا يِریو کاربردپذ ییکارا دهندهنشانآشوبناك  هايدستگاه يدارسازیپا يبرا يعدد

  .باشدیمعمل 
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Abstract 
This paper studies the usual stochastic, star and convex transform orders of 
both series and parallel systems comprising heterogeneous (and dependent) 
components. Sufficient conditions are established for the star ordering 
between the lifetimes of series and parallel systems consisting of dependent 
components having multiple-outlier Lomax model. We also prove that, 
without any restriction on the Archimedean copula and the parameters, the 
lifetime of a parallel or series system with dependent heterogeneous 
components is smaller than that with dependent homogeneous components in 
the sense of the convex transform order. 
Keywords: Archimedean copula, Stochastic orders, Lomax distribution, Series 
systems, Parallel systems, Majorization order. 
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