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گالرکین موضعی و -هاي بدون شبکه پتروفروشا از رکیبی کارت
در  لاندو-ورگبجداکننده گام زمانی براي حل عددي معادله گینز

  بعديسهي دوبعدي و اهحالت
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  زدانشگاه صنعتی شیرا ،کاربردي گروه ریاضی

 16/8/1398 تاریخ پذیرش:                14/12/1397 تاریخ دریافت:

-بدون شبکه پتروف روش جداسازي گام در زمان وکارا از روش  این مقاله، یک ترکیب در :چکیده
 ارائه بعديسهو  دوبعدي هايلاندو در حالت-معادله گینزبورگعددي براي حل  ،گالرکین موضعی

پیچیده و همراه  يفرم ضعیف کار پایه برهاي حل معادلات غیرخطی با روش ازآنجاکه .دهیممی
ایده اصلی روش جداسازي این  .کنیمبا خطا است از روش جداسازي گام در زمان استفاده می

غیرخطی  مسئلهزیر کند. میتبدیل خطی و غیرخطی  مسئله زیر اصلی را به دو مسئلهاست که 
ر بعد د گالرکین موضعی-با استفاده از روش بدون شبکه پتروف قسمت خطیو  تحلیلی صورتبه

از مطالعه  . در اینشودعددي حل می صورتبه در بعد زمانیمکانی و روش کرانک نیکلسون 
کار  این .کنیماقل مربعات متحرك استفاده میتقریب حد جايبهمتحرك کریجینک  یابیدرون

 داراي خاصیت دلتاي وضعیکین مگالر-توابع شکل روش بدون شبکه پتروف شود کهباعث می
شوند. براي محک زدن کارایی و دقت مستقیم اعمال  صورتبه نیزو شرایط مرزي  باشندکر کرون

  .شده استمقایسه  هاآنبا جواب تحلیلی  ربا روش حاض حل عددي و آوردهچند مثال روش 
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  مقدمه -1

هاي فیزیکی شامل انتشار غیرخطی موج، انتقال انواع مختلفی از پدیده 1لاندو-معادله گینزبورگ
. در این مقاله فرم زیر از این معادله کندشریح میترا  2شتیننای-فاز، ابررسانایی و تراکم بوز

  ]1[ گیردقرار می موردمطالعه

)1(           ( ) ( ) , , , ,dui u v u u u d
t

α β λ γ
∂

− = ∆ + + ∈ =
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R2 2 3x x 

i که در آن = −2 1 ،α، β ،λ  وγ اعداد ثابتی هستند و داریم α β+ ≠(  ∆ همچنین. (0
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2  بعديسهو در حالت  2

u صورتبه u uu
x y z

∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2 هاي عددي اي روشاهمیت این معادله پارهبا توجه به  .است 2

، ]2[ متناهیعناصر توان به روش ها میاین روش ازجمله. است کاررفتهبهبسیاري براي حل آن 
 و ]4[ گالرکین-نیکلسون-روش متناوب جدا شده کرانک ]3[سه قطري  روش تفاضلات متناهی

  اشاره کرد.  ] 5[ اي شعاعیهاي بدون شبکه توابع پایهروش

هاي مختلف محاسباتی نشان داده روش عناصر متناهی کارایی خود را در زمینه هاي اخیردر سال
اي هاي حل معادلات دیفرانسیل پارهترین الگوریتمیکی از رایج عنوانبهو به همین علت 

هاي زیادي که این روش رغم موفقیتاست. علی قرارگرفته محققینپژوهشگران و  مورداستفاده
با مشکلاتی  هاآنمختلف از خود نشان داده مواردي نیز هستند که این روش در  مسائلدر حل 

در طی  نحوي بهباید  هاآندر  مسئلهاست که هندسه  مسائلیشود. یکی از این موارد همراه می
 هايشکلسازي شکل، تغییر توان به بهینهمی مسائلاین  ازجملهانجام مراحل حل تغییر کند. 

سطح آزاد اشاره کرد که اصلاح شبکه محاسباتی در هر مرحله لازم است. علت  ئلمسابزرگ و 
، گرددبرمی مسئله المان بنديبا  متناهیروش عناصر  بسیار نزدیکبروز چنین مشکلاتی به ارتباط 

نحو  تغییر هندسه را به مسئلهباید در هر مرحله از فرایند حل  مورداستفادههاي در واقع المان
 تغییر کند و مسئلهشود که هندسه جدید مقتضی دنبال کرده و در برخی موارد حتی لازم می

 شود. بنديشبکه دوباره 

 مسائلعناصر متناهی در حل بعضی از  اخیر براي برطرف کردن مشکلاتی که روش هايدههطی 
ت که برخلاف روش شده اس ارائههاي محاسباتی دسته جدیدي از روششود، رو میروبه هاآنبا 

ین احتیاج ندارند. ا مسئلهبندي ناحیه عناصر متناهی، براي حل معادلات دیفرانسیل، به شبکه

                                                           
1- Ginzburg-Landau 
2- Bose–Einstein 
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نامند. ابداع و شروع می 1هاي بدون شبکههاي بدون المان یا روشها را روشدسته از روش
] 7و  SPH( ]6(2از آغاز روش هیدرودینامیک ذرات هموار توانمیهاي بدون شبکه را روش

توزیع شده، براي  مسئلهها که در ناحیه اي از گرهها، تنها از مجموعهگونه از روشانست. در ایند
شود. استفاده می ،ايو حل معادلات دیفرانسیل پاره گسسته سازيساخت توابع تقریب، 

کل شبدهاي آمدن المان به وجوددلخواه ممکن بوده و مشکل  صورتبهها آرایش گره ترتیباینبه
بزرگ که در روش عناصر متناهی ممکن  هايشکلشامل تغییر  مسئلهدر حل یک  مثالعنوانبه

 ].8[ ها ایجاد نخواهد شداست پیش آید، با استفاده از این روش

هاي اخیر توجه بسیاري از محققین در زمینه هاي بدون شبکه باعث شده که در سالمزایاي روش
اي در زمینه خواص و ها جلب شود و تحقیقات گستردهمکانیک محاسباتی به این دسته از روش

این  .]9[معرفی شد  1977 سالهایی در انجام گیرد. اولین نمونه از چنین روش هاآنکاربردهاي 
تر بودن داراي مزایایی مانند دقت بالاتر، آسان عناصر متناهیي هاروشنسبت به  هاروش
  . استتلاف زمان براي ایجاد شبکه ا نواحی پیچیده و عدم سازيشبیه

ین اایده اصلی   است.موضعی گالرکین -هاي بدون شبکه روش بدون شبکه پتروفیکی از روش
به یک زیر دامنه محلی خیلی کوچک از یک گره  حاکم ضعیف معادله این است که فرم روش

)شود، به این معنی که فرم ضعیف در هر گره در دامنه کلی میمحدود  )Ω  زیرواقع دریک 
مجزا از هم نیستند و ممکن است اشتراك داشته  هازیر دامنه(این  شودمیمحلی محاسبه  دامنه

ابع است که در آن توابع تست و ت پذیرامکانگالرکین -ستفاده از روش پتروفا باشند). این کار با
و زو  روش توسط آتلوريمستقل انتخاب شوند. این  طوربهد نتوانتقریب (تقریب تابع حاکم) می

براي تقریب ] 10[ پیشنهاد شد. آتلوري و زو] 14[و آتلوري ] 12،13[، آتلوري و شن ]10،11[
اند و توابع شکل را استفاده کرده )3MLS(معادله حاکم از تقریب حداقل مربعات متحرك 

اطراف آن، یک زیر دامنه از  هايگرهبر اساس   x. در این تقریب در هر گره دلخواهاندساخته
هاي ند شکلتوانمیها ، این زیر دامنهشودمینامیده  xΩکه  شودمیتعریف  مسئلهدامنه کلی 

) تابع حاکم ، دایره و...).استوانه هایی مانند مستطیل، مربع،(شکل ]10[ ددلخواه داشته باشن )u x 
x در زیر دامنه مربوط بهxدر نقطه  xΩ(   شودزیر تخمین زده میبه شکل  (

( ) ( ) ,
N

h
j j

j
u x x uφ

=

= ∑
1

 

مربوط به  زیر دامنهکه در   )هاتعداد کل گره  nو(است  x هاي اطرافتعداد گره N که در آن
توابع شکل حاضر داراي  ،نامیمام می j را تابع شکل مربوط به گره jφ هستند xΩیعنیآن 

                                                           
1- Meshless  
2- Smooth Particle Hydrodynamic 
3- Moving Least Squares 
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در این حالت آسان نیست.  1بنابراین اعمال شرایط مرزي ضروري ،خاصیت دلتاي کرونکر نیستند
جاي تقریب حداقل مربعات به 2متحرك کریجینگ یابیدروناز  این مقالهدر براي حل این مشکل 
حاکم  هگالرکین فرم ضعیف معادل-. در روش بدون شبکه موضعی پتروفکنیممتحرك استفاده می

ا و ی درونیاتبنابراین در این روش جهت ساختن توابع آزمایش  ؛شوددر هر زیر دامنه ساخته می
بر روي  تیراحبهها گرالاي نیاز نیست و تمام انتشبکه گونههیچبه  ،از شکل ضعیف گیريانتگرال

  .هستند محاسبهقابلها و مرزهایشان زیر دامنه

تند هس مسئلهکه مبتنی بر ساختن شکل ضعیف  یهایحل معادلات غیرخطی با روش ازآنجاکه
هستند براي از بین بردن این مشکلات از روش جداکننده گام در زمان  پیچیدگیهمراه با خطا و 

 اصلی مسئلهاست که  این صورتگام در زمان به  جداکنندههاي اساس روشکنیم. استفاده می
هاي امگ صورت جداگانه درهرکدام به هامسئلهسپس این زیر  ،بدیل خواهد شدت مسئلهبه دو زیر 

خطی یک هاي غیر. حل قسمت]15،16[ شوندمیعددي یا تحلیلی حل  صورتبهتر زمانی کوچک
 صورتبه مسئلهخطی رو بوده است که در اینجا قسمت غیرروبهو پیچیدگی معادله همواره با خطا 

در اینجا با استفاده از روش  مسئلهاست که قسمت خطی  ذکرشایان. تحلیلی حل خواهد شد
 . شودمیعددي حل  صورتبهگالرکین موضعی -بدون شبکه پتروف

اي هسپس ترکیبی از روش وشرح داده را متحرك کریجینگ  یابیدروندر این مطالعه ابتدا روش 
 . همچنینخواهد شد ارائهگالرکین موضعی -گام در زمان و روش بدون شبکه پتروف جداکننده

. خطاي خواهیم داد ارائههاي بعدي براي آزمودن دقت و کارایی روش چند مثال عددي در بخش
براي هر مثال  و مرتبه همگرایی مکانی و زمانی موجود بین حل تحلیلی و حل با روش حاضر

  .استنتاج شده استروش این کوتاه براي در انتها یک نتیجه و آورده 

  متحرك کریجینگ یابیدرون -2

)کریجینگ تابع توزیع  یابیدرون 3مشابه تقریب حداقل مربعات متحرك )u x  را در زیر دامنه
xΩ  از دامنه کلی)Ω( کند. براي ساختن توابع شکل روش بدون شبکه پتروفمی یابیدرون-

-با تعداد مناسبی نقاط  Ω مسئلهکلی کنیم. فرض کنیم دامنه زیر را دنبال می روندگالرکین 
آوردن درونیاب تابع  دست بهبراي  .گسسته سازي شده است -اندپراکنده توزیع شده صورتبهکه 
u  ،چنانچهدر نقاط داده شده s  فقط  ویکی از این نقاط باشدN نقاط در همسایگی این نقطه از 

                                                           
1- Essential boundary condition 
2- Moving Kriging interpolation 
3- Moving Least Square 
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)و بر مقدار  باشند sΩ یعنی s نقطه مربوط به )u s درونیاب کریجینگ  ،باشند تأثیرگذار
( )hu s 17،18[ شودزیر تعریف می صورتبهترکیب خطی از توابع شکل  صورتبه[: 

)2(                              ,( ) ( ) ( ) ,
N

h

j
j sju s s u ss

=

= Φ = ∈Ω∑ Φ u
1

 

    که در آن 

)3(                                          ( ) ( ) ( ) ,T Ts s A s B= +Φ p r  

  ]19[هستند زیر  صورتبه Bو  A هايماتریس و نیز

)4(                                             ( ) ,
( ),

T TA P R P P R
B R I PA

− − −

−

=
= −

1 1 1

1  

عد  باماتریس همانی  Iهمچنین Nبُ N×   است. ماتریس( )sp استزیر  صورتبه  

)5(                                            ( ) [ ( ) ( )],T
ms p s p s=p L1  

)از  هرکدامدر این فرمول  ) ( , ,..., )lp l m=1 2x  .توابع  دوبعديدر حالت ها تابع پایه هستند
) صورتبهخطی اي اي پایهجملهچند ) [ , , ], ,T s x y m= =p 1  دودرجه هايايچندجملهو  3

  هستند  ربه شکل زی 1یا مربعی

( ) [ , , , , , ], .T s x y x xy y m= =p 2 21 6  

  زیر هستنددرجه سه یا مکعبی به شکل  ايپایه ايچندجملههمچنین توابع 

.,( ) [ , , , , , , ], , ,= =3 32 2 2 21 10T s x y x xy y x y y my xxp  

اي بالا روي نقاطی است که در پایه هايايچندجمله تأثیرواقع  در )4(در معادلات  Pماتریس 
  صورت زیر است:وجود دارند و به sΩزیر دامنه

)6(                                  
( ) ( )

.
( ) ( )

m

N m N

p s p s
P

p s p s

 
 =  
 
 

L
L L L

L

1 1 1

1

  

)علاوه بردار به )sr زیر است: صورتبه )3( در معادله  

)7(                               [ ]( ,( ) ( , ) , ) T
Ns s s s sγ γ=r …1  

                                                           
1- Quadratic polynomial 
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)که در آن تابع  , )k js sγ بین جفت نقاط  1تابع همبستگیks  وjs توانند است. توابع زیادي می
  در اینجا از تابع وزن گوسی که  ]20[تابع همبستگی به کار گرفته شوند  عنوانبه

)8(  
exp[ ( / ) ] exp[ ( / ) ]

,
exp[ ( /

,
) ]( ,

,
)

j j j j
j j

j jj

j j

d c r c
d r

r c
d r

γ

− −





−
≤ ≤

− −=

≥

x x

2 2

2 0
1

0
  

jدر این معادله . کنیماستفاده می jd = −x x‖ ‖،jc  پارامتر کنترل شکل تابع وزن وjr  اندازه
]ماتریس همبستگی  ].21[ است زیر دامنه ( , )]k j N NR s sγ   :شودتعریف میزیر  صورتبه نیز ×

)9(                                      
( , ) ( , )

,
( , ) ( , )
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N N N

s s s s
R

s s s s

γ γ

γ γ
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L
L L L

L

1 1 1

1

  

  

  

  ي انتخاب شدههادامنهو زیر  بعديسهو  دوبعديهاي در حالت مسئلههاي کلی دامنه :)1( شکل

است. با محاسبه  sΩبر نقاط موجود در زیر دامنه )9(تابع همبستگی معادله  تأثیرواقع  که در
Rکریجینگ تابع یابیدرونu  در نقطهs اي تابع شکل مشتقات پاره .کنیمرا محاسبه میkφ 

  زیر محاسبه کرد: صورتبهتوان را می
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1- Correlation function 
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کریجینگ داراي  یابیدرونتوابع شکل تقریب حداقل مربعات متحرك توابع شکل  برخلاف
  زیر هستند: صورتبهخاصیت دلتاي کرونکر 

)11(                            
, ( ; , , , , ),

( ; , , )
( )

, , , .


= 


= = …
≠ = …

1 1 2
10 2k j

k j k j N
k j k j N

φ x    

  رجوع کرد.] 19-17[ توان به مراجعکریجینگ می یابیدرونروش  هايویژگیبراي دیدن سایر 

  گالرکین موضعی-روش جداکننده گام در زمان و روش بدون شبکه پتروف ترکیب .-3

-گام در زمان و روش بدون شبکه پتروف جداکنندههاي در این بخش ترکیبی کارآمد از روش
 لاندو را با شرط اولیه و شرایط مرزي-معادله گینزبورگ .آوریممی به دستگالرکین موضعی 

  گیریم:می در نظرزیر  صورتبه )یبی، نویمان، ترکدیریکلهمناسب (

)12(  ( ) ( ) , , [ , ],

( , ) ( ), ,

dui u v u u u t T
t

u u

α β λ γ
∂

− = ∆ + + ∈ ∈
∂

= ∈ Ω

R2

0

0

0

x x

x x x

  

, که در آن , dd = Ω ⊆ R2 ابع مشخصی ت u0همچنین  .مرز آن است Ω∂و   مسئلهدامنه  3

Tفرض کنیم  .است
Nt

τ ,. گام زمانی باشد و = ( , , ,..., )nt n n Ntτ= =0 1 که گفته  طورهمان 2
 مسئلهبه دو زیر  مسئلههاي جداکننده گام در زمان به این صورت است که شد اساس روش

  نویسیم:صورت زیر می) را به12له (معاد در اینجا .تقسیم خواهد شد

( )( )( ) ,ui u u
t

α β
∂

− = +ℵ
∂

L  

)که در آن  ) ( ( ) )u v uγℵ = + 2
x  وλ= ∆L  این  غیرخطی و خطی هايمسئله زیربه ترتیب

nt) از گام زمانی 12براي حل معادله ( هستند. معادله nτ=  تا( )nt n τ+ = +1  مسئله دو زیر 1
  کنیم.زیر حل می صورتبهبالا را  غیرخطیخطی و 

)را در زمان  مسئلهغیرخطی  قسمتابتدا  )
n

t n τ
+

= +1
2

1
2

  گیریم:زیر در نظر می صورتبه 

( )( ) , ( ) ,ui u u t n
t

α β τ
∂

− = ℵ = +
∂

1
2

 

ورت صبهرا  مسئلهاین زیر که گفتیم  طورهمانکه این یک معادله دیفرانسیل معمولی است و 
  :به شکل زیر استکه  کنیمحل می تحلیلی
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exp[ ( ( ) ( , ) ) ], ,
( , )

( , , ) exp[ ln ( , , )], ,

n

n

i v u t
u u t

iU u t U u t

τ
γ α

β
β

α
α

 + == × 
 ≠

2 0
2

0

x x

x

x x

 

  در این معادله 

, ( ) ,
( , )

( , )
( ) , ( ) ,

( , ) ( ( ) ( , ) ) exp[ ( )]

n

n n

v
u t

U u t
v v

u t v u t v

τµγ

τγ γ µ

 =
−= 

 ≠
− + + −

2

2 2

1 0
1

2

0

2

x
x

x,
x

x
x x x x

 

αهمچنین 
µ

α β
=

+2 2
صورت شویم زیرا این قسمت بهدر این مرحله خطایی مرتکب نمی .2

خطی مسئله براي حل زیر .ردندا پیچیدگیحل آن در ضمن  و ؛شودتحلیلی حل می

( ) ,ui u
t

α β
∂

− =
∂

L روش  کنیم.گالرکین موضعی استفاده می-از روش بدون شبکه پتروف
 معادله دهیم. قسمت خطیبراي حل قسمت خطی شرح می گالرکین را-پتروف بدون شبکه
  لاندو به شکل زیر است:-گینزبورگ

)13(                                        ( ) .ui u
t

α β λ
∂

− = ∆
∂

  

,نقاط ،Ω مسئلهدامنه  در فرض کنیم , , N…1 2x x x ه باشند. اطراف صورت پراکنده انتخاب شدبه
همپوشانی دارند و  باهمها این زیر دامنه .کنیمی به شکل دلخواه رسم مییهاهر گره زیر دامنه
به شکل دایره و در حالت  دوبعديها را در حالت گی زیردامنهساد پوشانند، برايتمام دامنه را می

ضعی گالرکین مو-ایده اصلی روش بدون شبکه پتروفگیریم. به شکل کره در نظر می بعديسه
ته ساخ مسئلهشود و در همه دامنه کلی ها ساخته میاین است که فرم ضعیف معادله در زیر دامنه

شود. طرفین به شکل زیر ساخته می )13( فرم ضعیف معادله kxبراي هر گره شود بنابراین نمی
)معادله را در تابع تست  )ω x  و بر زیر دامنه مربوط به کرده ضربkx  یعنی

k
Ωx  انتگرال

    بنابراین داریم ،گیریممی

)14(                       ( ) ( ) ( ) .
k k

ui d u d
t

α β ω λ ω
Ω Ω

∂
− Ω = ∆ Ω

∂∫ ∫
x x

x x  
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  رسیم:به جز به فرمول زیر می جز گیريانتگرال روشبا استفاده از 

)15(  ( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ,
k k k

ui d u d u d
t

α β ω λ ω λ ω
Ω Ω Ω

∂
− Ω = ∇ ∇ Ω − ∇ ∇ Ω

∂∫ ∫ ∫
x x x

x x x    

راحتیبه به ترتیب بعديسهو  دوبعدي هايحالت و در است uگرادیان تابع  u∇که در آن

,u uu
x y

 ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ 

,و  ,u u uu
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

)تابع تست همچنین  .است )ω x  را در اینجا تابع

  گیریمنظر می هوي ساید به شکل زیر در

, ,
( )

, .
ω

∈Ω
=  ∉Ω

1
0

x

x

x
x

x
 

  رسیم:فرمول زیر می) و استفاده از قضیه دیورژانس به 15با قرار دادن تابع هوي ساید در معادله (

)16(                        ( ) ( ) ( . ) ,
k k

ui d u d
t

α β ω λ
Ω ∂Ω

∂
− Ω = ∇ Γ

∂∫ ∫
x x

x n  

که در آن
k

∂Ωx  مرز زیر دامنه
k

Ωx  وn  دوبعديبردار یکه نرمال برونسو است که در حالت 
)صورت به , )x y=n n n  صورت به بعديسهو در حالت( , , )= x y zn n n nتوجه شود که  .است

یعنی مرز زیر دامنه 
k

∂Ω
x

صورت به قسمت دواز  
k k k

L=∂Ω Γ ∪x x x  که در  استتشکیل شده
آن

k
Lx  است که با مرز کلی دامنه یعنی زیر دامنهقسمتی از مرزΓ اشتراك ندارد و

k k
Γ = ∂Ω Γ∩x xآیدصورت زیر درمیبه) 16(بنابراین معادله  ؛ .  

)17(               ( ) ( ) ( . ) ( . ) .
k k kL

ui d u d u d
t

α β ω λ λ
Ω Γ

∂
− Ω = ∇ Γ + ∇ Γ

∂∫ ∫ ∫
x x x

x n n  

)متحرك کریجینگ  یابیدرونبا جایگذاري   ) ,
N

j
j

ju uφ
=

= ∑
1

x  و تکرار این روش  )17( معادلهدر

 رسیم:براي همه نقاط  به فرم ماتریسی زیر می

)18(                                             ( ) ,ui C K u
t

α β
∂

− =
∂

  

  که در آن

, . . .
k k k

kj j kj j j
L

C d K d dφ λ φ λ φ
Ω Γ

= Ω = ∇ Γ + ∇ Γ∫ ∫ ∫
x x x

n n  

  نیکلسون در گام زمانی) -(در واقع روش کرانکتفاضلات متناهی زیر هاي تقریب جایگذاريبا 
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, ,
n n n nu u u u uu

t τ

+ +∂ − +
= =

∂

1 1

2
 

  :شودعبارت زیر حاصل می )18( معادلهدر 

)19(                                      ( ) ( ) ,n nC K u C K uξ ξ+− = +1  

 که در آن
( )i

τ
ξ

α β
=

−2
 شود.کامل میگسسته سازي زمانی و مکانی معادله در نتیجه  و 

ntبه گام ntخواهیم از گامفرض کنیم می .کنیمبیان می اختصاربهرا  الگوریتم اکنون معادله را  1+
   این صورتدر  ،حل کنیم

*

** *

** **

exp( ( )) ,

exp( ) ,

exp( ( )) .

n n

n

u u u

u u

u u u

τ

τ
τ+

= ℵ

=

= ℵ

L

1

2

2

 

 به دستتحلیلی  صورتبهرا  u*کنیم واستفاده می u0براي اجراي برنامه فوق از شرط اولیه 
تحلیلی  صورتبهرا  1uکنیم و در انتها را در نیم گام زمانی محاسبه می u**آوریم و سپس می

است که شرایط مرزي  ذکرشایان دهیم.ادامه می Ntاین عمل را تا گام پایانی کنیم وحساب می
یک نقطه مرزي باشد چون  lفرض کنید  .دنشوزیر اعمال می صورتبهاگر از نوع دیریکله باشند 

  خواهیم داشتداراي خاصیت دلتاي کرونکر هستند، بنابراین  توابع شکل

( ) ( ) ( ) . .
N

l l j l l l l
j

j lu u u u uφ φ
=

= = = =∑
1

1x x x  

کنیم. ) استفاده می10از فرمول ( هاآناگر شرایط مرزي از نوع نویمان یا ترکیبی باشند براي اعمال 
  آوریم.چند مثال می دقت و سهولت اعمال شرایط مرزي نددر بخش بعد براي آزمو

  هاي عدديمثال

رم بینهایت نُها در این مثال .شوددر این بخش براي آزمودن روش چند مثال عددي آورده می
محاسبه  فرمول شودگزارش میبا روش حاضر  مسئلهوجود بین جواب تحلیلی و جواب خطاي م

  :ر استزی صورتبهاین خطا 

,
numericaa lex ctu uε

∞
= −  
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باشند. به ترتیب جواب عددي با روش حاضر و جواب تحلیلی می exactuو  numericaluآندر که 
. براي محاسبه شودانجام میعددي گوس  گیريانتگرالروش  باها در این روش محاسبه انتگرال

ها هاي درون زیردامنهنقطه گوسی و همچنین براي محاسبه انتگرال 8 روي مرز ازهاي انتگرال
8×از  دوبعديدر حالت  ×از بعديسهحالت  در و 8 ×8 8 کنیم. نقطه گوسی استفاده می 8

j صورتبه) 8در تابع همبستگی ( مورداستفادههاي همچنین ثابت
hd =
2

،j jr d= و  4

j jc r= صورتبه hد.نباشمی4
xx

sup min || x x || .
i s

ih
∈Ω∈Ω

= که در حالت انتخاب  شودتعریف می −
در تمام . منظم و یکنواخت نقاط همان طول گام در جهت یکی از محورهاي مختصات است

  از فرمول با استفاده ها مرتبه همگرایی زمانیمثال

c order log log ,E
E

τ
τ

   
− =    

   
1 1

1
2 2

 

τ1هاي زمانی به ترتیب خطاهاي وابسته به گامE2و  E1در این رابطه . ]22[ شودمحاسبه می

τو   باشند. همچنین مرتبه همگرایی مکانی از رابطه می2

c order log log ,E h
E h

   
− =    

   
1 1

2
2 2

 

هاي مکانی به ترتیب خطاهاي وابسته به گامE2و  E1در این رابطه . ]22[ شودمحاسبه می
  باشند.میh2و h1) باشند(فاصله بین نقاط در حالتی که نقاط یکنواخت انتخاب می

  صورتبه را لاندو-در این مثال معادله گینز بورگ: 1مثال 

( ) ( ) , ,u u ui v u u u
t x y

π
∂ ∂ ∂

+ + = + − ∈Ω ⊆
∂ ∂ ∂

R
2 2

22 2
2 2 1 2x x  

) که در آن گیریممیدر نظر  cos cosv x yπ π π− −2 2 21 1x)=( )(  مسئلهو جواب تحلیلی  (
)به شکل  , , ) cos cositu x y t e x yπ π−= شرایط مرزي شرط اولیه و در این حالت . ]23[ است
 .کنیماستخراج می مسئلهاي را از جواب تحلیلی دیریکله

هاي تحلیلی و جواب با روش حاضر براي رم بینهایت خطاي موجود بین جوابنُ 1در جدول 
]هاي حقیقی و موهومی گزارش شده است. این محاسبات در دامنه قسمت , ] [ , ]Ω = ×0 1 0 براي  1

×11 با استفاده از نتایج این جدول ملاحظه اند. هاي متفاوت انجام شدهنقطه یکنواخت در زمان 11
  دارد. براي حل عددي این معادله هاي بالا کارایی زیاديکه روش حاضر در زمان شودمی
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هاي حقیقی و موهومی در قسمت برايرم بینهایت خطا نُ :)1(جدول 
τ/هاي متفاوت با گام زمانیزمان =0 0001  

−εموهومی −εزمان حقیقی 
)4-(16418  )4-(1220/1  5/0  
)4-(1134/1  )4-(8749/7  0/1  
)4-(2709/1  )4-(5216/8  0/2  
)4-(2103/1  )4-(9860/8  0/5  
)3-(1790/1  )4-(2574/1  0/7  
)3-(1162/1  )4-(2173/9  0/10  

هاي متفاوت آورده هاي حقیقی و موهومی در دامنهرم بینهایت خطا براي قسمتنُ 2 جدولدر 
t/شده است. در اینجا زمان نهایی  = 1 τ/و گام زمانی  0 =0 است. با توجه به این  0001
  دارد. خوبی هاي بزرگ نیز کاراییمحاسبات روش حاضر براي دامنه

  1مثال براي  هاي متفاوتموهومی در دامنه حقیقی و هايقسمت برايرم بینهایت خطا نُ :)2( جدول

−ε موهومی −ε دامنه  تعداد نقاط حقیقیΩ  
)4-(1648/1  )4-(1220/1  11×11  [ , ] [ , ]×0 1 01  
)3-(4087/4  )3-(3461/2  22×22  [ , ] [ , ]×0 2 0 2  
)3-(4854/1  )3-(7954/1  33×33  [ , ] [ , ]×0 3 0 3  
)3-(9929/1  )3-(8025/9  44×44  [ , ] [ , ]×0 4 0 4  
)3-(7247/4  )3-(7209/9  66×66  [ , ] [ , ]×0 6 0 6  
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هاي حقیقی (راست) موهومی (چپ) قسمت هاي عددي و تحلیلی برايحل کانتور مقایسه خطوط :)2(شکل 
  1مثال در 

 این دراند. رسم شده خطوط کانتور قسمت حقیقی (چپ) و قسمت موهومی (راست) 2 شکلدر 
]مسئلهشکل دامنه  ] [ ], ,Ω = ×01 0 10×و  1 فرض شده است. زمان  نقطه یکنواخت در دامنه 10

=نهایی 1t گام زمانی و/τ =0 عددي حاضر داراي تقریب حل . با توجه به این شکل است 0001
  خوبی از جواب دقیق است.

 1مثال محاسبه مرتبه همگرایی مکانی و زمانی روش حاضر براي  ):3جدول (

 همگرایی مرتبه
 مکانی

ε تعداد ( مکانیگام  
 ها)گره

 همگرایی مرتبه
 زمانی

ε  گام زمانی 

- )3-(2456/1  )11×11(1/0  - )3-(2456/1  τ  
8223/0  )4-(0443/7  )21×21(05/0  1137/1  )4-(7561/5  / 2τ  
8218/0  )4-(9852/3  )41×41(025/0  9289/0  )4-(0235/3  / 4τ  
1090/1  )4-(8476/1  )81×81(0125/0  9375/0  )4-(5787/1  / 8τ  

اند. ستون اول (از هاي همگرایی مکانی و زمانی براي روش حاضر محاسبه شدهمرتبه 3 جدولدر 
τ/ و گام زمانی دهندهنشان) راستسمت  =0 -ستون دوم خطاي موجود بین جواب است. 0001

محاسبات  ،دهدنشان می -شود) محاسبه می20که با استفاده از فرمول (-هاي عددي و تحلیلی را 
] این ستون در دامنه مستطیل شکل ] [ ], ,Ω = ×01 0 11×با  1 اند. نقطه یکنواخت انجام شده 11

) 21هاي اول و دوم و فرمول (در ستون سوم مرتبه همگرایی زمانی روش با استفاده از ستون
هاي چهارم، پنجم و ششم براي محاسبه مرتبه همگرایی مکانی از ستون در گزارش شده است.

τ/وکردیم  ) استفاده21) و (20هاي (فرمول =0  دول روشجبا توجه به این  .است 0001
)مکانی و  o(h)از مرتبه تقریبا حاضر )o τ .و شکل  3و  2، 1هاي جدولبه  با توجه زمانی است

  روش حاضر داراي کارایی و دقت بالا براي حل این مثال است. 2

  :گیریمدر نظر می زیر صورتبهرا ) 1(معادله : 2مثال 

/ ( ) ( sin ( )sin ( )) | | ,  ( , ) [ , ] [ , ].xx yy
ui u u x y u u x
t

u y π π
∂

+ + = − + ∈Ω = ×
∂

2 2 20 5 1 0 2 0 2

) ]24[ صورتبه مسئلهدر اینجا جواب تحلیلی  , , ) sin( )sin( )2itu x y t e x y−= شرط اولیه است .
 .ندهستدر تمام مرزهاي دامنه صفر  دیریکله . شرایط مرزيکنیمرا از جواب تحلیلی استخراج می
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عددي و تحلیلی براي حل این مثال آورده شده است.  رم بینهایت خطا میان روشنُ 4جدول در 
21×هاي متفاوتبراي حل این مثال در زمان در نظر Ω مسئلهمنظم در دامنه  طوربهنقطه  21

ن و یلرکگا-گرفته شده است. با توجه به نتایج این جدول ترکیب روش بدون شبکه پتروف
  است. آمیزموفقیت هاي بالادر زمان حل این مثال برايزي گام در زمان جداسا

τ/ در گام زمانی 2 مثال درحقیقی و موهومی  هايقسمت برايرم بینهایت خطا نُ  :)4(جدول  =0 001  

−εموهومی −εزمان حقیقی 
)5-(6307/5  )5-(8618/9  0/1  
)4-(3671/1  )4-(3373/1  0/2  
)4-(3416/5  )4-(4308/8  0/7  
)3-(5554/1  )3-(1973/1  0/10  

  2خطاي مطلق بین جواب تحلیلی و جواب عددي با روش حاضر براي مثال  :)3(شکل 

=نمودار خطاي مطلق روش حاضر با روش تحلیلی را در حالت  3شکل  1t  نشان  2براي مثال
  .است 4این شکل مربوط به سطر اول جدول  دهد.می
  2محاسبه مرتبه همگرایی مکانی و زمانی روش حاضر براي مثال  ):5جدول (    

 همگرایی مرتبه
 مکانی

ε  تعداد( مکانیگام  
 ها)گره

 همگرایی مرتبه
 زمانی

ε  گام زمانی 

- )4-(3518/3  ( )11 115
π ×  - )4-(4934/5  τ  

7650/1  )5-(8618/9  ( )21 2110
π ×  2046/1  )4-(3837/2  / 2τ  

2774/1  )5-(0683/4  ( )41 4120
π ×  0025/1  )4-(1898/1  / 4τ  

0364/1  )5-(9835/1  ( )81 8140
π ×  2430/1  )5-(0256/5  / 8τ  
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نشان  براي این مثال 1هاي زمانی و مکانی را مانند مثال محاسبات مربوط به مرتبه 5جدول 
 اند. بایدسمت راست) گزارش شده هاي سوم و ششم (ازها به ترتیب در ستوندهد. این مرتبهمی

τ/متذکر شویم که در ستون اول  =0 )و تعداد نقاط در دامنه این مثال  001 )Ω صورتبه 
×11 τ/باشند. همچنین در محاسبه مرتبه مکانی نقطه یکنواخت می 11 =0 است. با توجه  0001

)مکانی و  o(h)از مرتبه  تقریباًبه این جدول روش  )o τ  هايجدولو  3زمانی است. نتایج شکل 
  براي حل عددي این مثال است. حاضر حاکی از مناسب بودن روش 5و  4

  شودزیر در نظر گرفته می صورتبه بعديسهدر حالت  )1(در این مثال معادله  :3مثال 

( ) ( )/ sin ( )sin ( )sin ( ) | | .xx yy zz
ui u u x y z u u u
t

u∂
+ + + = − +

∂
2 2 2 20 5 1  

  

×با  Ω2 مسئلهدامنه  :)4( شکل ×22 22   نقطه یکنواخت. 22

]صورتبهیک مکعب مستطیل  مسئلهدامنه  , ] [ , ] [ , ]π π πΩ = × ×2 0 2 0 2 0  شکلکه در  است 2
  ]24[ استصورت زیر تحلیلی این مثال بهجواب  نمایش داده شده است. 4

it /u( x,y,z,t ) e sin( x)sin( y )sin( z ).−= 5 2  
 مسئلهدامنه  4 شکل درهمگی صفر هستند.  Ω2همچنین شرایط مرزي در صفحات مرزي دامنه 

  با نقاط انتخاب شده در آن نشان داده شده است.

  3مثال در هاي حقیقی و موهومی قسمت براي رم بینهایت خطانُ :)6(جدول 

−εموهومی −εتعداد نقاط حقیقی 
)2-(0737/2  )2-(9183/2  11×11×11  
)3-(3124/3  )4-(4232/1  22×22×22  
)4-(9108/8  )5-(1254/7  33×33×33  
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 هاي تحلیلیبین جواب مسئلههاي حقیقی و موهومی رم بینهایت خطا براي قسمتنُ 6در جدول 
در  مورداستفادهنقاط تعداد و جواب عددي با روش حاضر گزارش شده است. ستون اول جدول 

با توجه به خطاهاي گزارش شده با زیاد شدن تعداد  که دهدرا نشان می مثال حل عددي این
t زمان نهایی یابد. در این محاسباتنقاط خطا کاهش می τ/و گام زمانی  1= =0 در نظر  001

  گرفته شده است.

 متفاوتهاي زمان درهاي حقیقی و موهومی قسمت برايرم بینهایت خطا بیانگر نُ 7جدول 
 بعديسههاي متفاوت در حالت زماندر  دقت بالا . با توجه به این جدول روش حاضر داراياست
  است.

 3 مثالدر هاي حقیقی و موهومی قسمت برايرم بینهایت خطا نُ :)7(جدول 

−εموهومی −εزمان حقیقی 
)4-(3762/9  )4-(5086/2  25/0  
)3-(6079/1  )4-(9401/7  50/0  
)3-(3124/3  )4-(4232/1  00/1  

گزارش شده است. در ستون اول  3مرتبه همگرایی زمانی و مکانی براي مثال  8در جدول 
/τ =0 ×و محاسبات براي  001 ×11 11 نقطه یکنواخت انجام شده است. همچنین در ستون  11

τ/چهارم  =0 )مکانی و o(h)از مرتبه  تقریباً. با توجه به این جدول روش است 001 )o τ زمانی
روش حاضر براي حل این مثال کارایی و دقت  5و شکل 8 و 7، 6هاي با توجه به جدولاست. 

  خوبی دارد.

  3ثال محاسبه مرتبه همگرایی مکانی و زمانی روش حاضر براي م ):8جدول (

مرتبه همگرایی 
 مکانی

ε تعداد ( مکانیگام  
 ها)گره

 مرتبه همگرایی
 زمانی

ε  گام زمانی 

- )3-(0948/6  ( )× ×11 11 115
π  - )3-(0948/6  τ  

7154/0  )3-(7119/3  ( )× ×21 21 2110
π  7404/0  )3-(6474/3  / 2τ  

0771/1  )3-(3884/2  ( )× ×31 31 3120
π  1064/1  )3-(6940/1  / 4τ  
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S3و S1،S2خطوط کانتور قدرمطلق خطاي بین جواب تحلیلی و جواب عددي در صفحات  :)5(شکل 

 3براي مثال 

   صورتبهرا  )1( در این مثال معادله: 4مثال 

( ) , ,u i u u i u u
t x y

∂ ∂ ∂
= + + ∈Ω ⊆

∂ ∂ ∂
R

2 2
2 2

2 2 2
2

x 

)با شرط اولیه  )( , , ) sech( )i x yu x y e x y+=   ]25[تحلیلی  جواب و 20+
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[ ( ) ]( , , ) sech( ),i x y tu x y t e x y t+ −= + −2 3 4  
را از جواب تحلیلی در مرزهاي دامنه  قبلی شرایط مرزي دیریکههاي مانند مثال .گیریمدر نظر می
]مستطیل  صورتبهرا  مسئلهآوریم. ابتدا دامنه می به دست ] [ ], ,Ω = ×01 0 گیریم. در نظر می 1

  کنیم.با روش حاضر را براي برخی نقاط گزارش می آمدهدستبهر جواب دیدر زیر مقا

تا پنج  حل تحلیلی و حل عددي با روش حاضر براي این مثال را براي تعدادي از نقاط 9جدول 
11×ازدهد. در اینجا نشان میرقم اعشار  استفاده شده است.  مسئلهنقطه یکنواخت در دامنه  11
t/همچنین  = 0 τ/و  50 =0 جه به این جدول حل عددي داراي تقریب خوبی است. با تو 001

  این نقاط است. درتحلیلی  جواباز 

 حل تحلیلی و حل عددي با روش حاضر براي برخی نقاطنتایج حاصل از  :)9(جدول       

 نقطه حل عددي حل تحلیلی
/ / i−0 14597 0 28679  / / i−0 14590 0 28665  ( )/ , /0 10 1  
/ / i−0 29674 0 24994  / / i−0 29653 0 24945  ( )/ , /0 2 0 2  
/ / i−0 44416 0 13739  / / i−0 44383 0 13656  ( )/ , /0 3 0 3  
/ / i+0 54953 0 55137  / / i+0 54924 0 56097  ( )/ , /0 4 0 4  
/ / i+0 56872 0 31069  / / i+0 56867 0 31143  ( )/ , /0 5 0 5  
/ / i+0 46478 0 58569  / / i+0 46501 0 31143  ( )/ , /0 6 0 6  
/ / i+0 22567 0 58569  / / i+0 22603 0 81275  ( )/ , /0 7 0 7  
/ / i− +0 11918 0 91730  / / i− +0 11894 0 81275  ( )/ , /0 8 0 8  
/ / i− +0 49491 0 84623  / / i− +0 49491 0 84622  ( )/ , /0 9 0 9  
/ / i− +0 80114 0 59847  / / i− +0 80120 0 59839  ( )/ , /1 01 0  

t/.زمان وهاي متفاوت در دامنه 4مثال  برايرم بینهایت خطا نُ :)10(جدول  = 1 0 

−ε موهومی −ε دامنه  تعداد نقاط حقیقیΩ  
)5-(9817/4  )4-(2787/1  11×11  [ , ] [ , ]×01 01  
)4-(1530/1  )4-(1676/1  22×22  [ , ] [ , ]×0 2 0 2  
)4-(0781/2  )4-(7735/4  33×33  [ , ] [ , ]×0 3 0 3  
)4-(3658/3  )4-(8826/2  44×44  [ , ] [ , ]×0 4 0 4  
)4-(5717/2  )4-(0057/2  66×66  [ , ] [ , ]×0 6 0 6  
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هاي عددي حاضر و جواب تحلیلی را در دامنه روشرم بینهایت خطاي موجود بین نُ 10جدول 
. همچنین ستون دوم این جدول تعداد نقاط انتخاب شده دهدبراي این مثال نشان می تربزرگ

نیز کارایی خوبی  تربزرگهاي با توجه به نتایج این جدول روش حاضر در دامنه در هر دامنه است.
  براي حل این مثال دارد.

xطول  باو حل تحلیلی مثال براي نقاطی حل عددي  6 شکلدر  هاي متفاوتی آورده زماندر  1=
دهد. در شده است. شکل سمت چپ قسمت حقیقی و سمت راست قسمت موهومی را نشان می

] مسئلهاینجا دامنه  ] [ ], ,Ω = ×0 2 0 22×است و 2 نقطه یکنواخت براي حل عددي آن  22
  استفاده شده است.

قسمت حقیقی (چپ) و قسمت موهومی  ،1x=حل تحلیلی و عددي در نقاطی با طول  :)6( شکل
  4(راست) براي مثال 

  4نی و زمانی روش حاضر براي مثال : محاسبه مرتبه همگرایی مکا)11جدول (  

مرتبه همگرایی 
 مکانی

ε تعداد ( گام مکانی 
 ها)گره

مرتبه همگرایی 
 زمانی

ε  گام زمانی 

- )4-(1630/9  )11×11(1/0  - )4-(1630/9  τ  
1860/1  )4-(0274/4  )21×21(05/0  9771/0  )4-(6549/4  / 2τ  
0410/1  )4-(9573/1  )41×41(025/0  0163/1  )4-(3013/2  / 4τ  
0820/1  )5-(2460/9  )81×81(0125/0  9084/0  )4-(2261/1  / 8τ  

اند. براي آورده شده 4هاي همگرایی زمانی و مکانی روش حاضر براي مثال مرتبه 11در جدول 
11×محاسبه مرتبه همگرایی زمانی از  یکنواخت در دامنه  طوربهنقطه منظم و  11
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[ , ] [ , ]Ω = ×0 1 0 tاستفاده شده است. در اینجا زمان نهایی  1 τ/و  1= =0 است. با توجه به  001
)مکانی و  o(h)از مرتبه  تقریباًاین جدول روش  )o τ 10 ،9هاي زمانی است. با توجه به جدول 

هاي بدون شبکه پتروف گالرکین موضعی و جداسازي گام در زمان ترکیب روش 6 شکلو  11و 
 براي حل این مثال کارا بوده و دقت بالایی دارد.

اند. براي آورده شده 4هاي همگرایی زمانی و مکانی روش حاضر براي مثال مرتبه 11در جدول 
11×محاسبه مرتبه همگرایی زمانی از  یکنواخت در دامنه  طوربهنقطه منظم و  11

[ , ] [ , ]Ω = ×0 1 0 tاستفاده شده است. در اینجا زمان نهایی  1 τ/و  1= =0 است. با توجه به  001
)مکانی و  o(h)از مرتبه  تقریباًاین جدول روش  )o τ 10 ،9هاي زمانی است. با توجه به جدول 

هاي بدون شبکه پتروف گالرکین موضعی و جداسازي گام در زمان ترکیب روش 6 شکلو  11و 
 براي حل این مثال کارا بوده و دقت بالایی دارد.

) صورتبه) را 1در این مثال معادله (: 5مثال  ) ,ui u v u u u
t

∂
= −∆ + +

∂
2

x  با شرط اولیه
(x, y, ) x ( xy),u y i= − + +2 20 در اینجا چهار نوع دامنه متفاوت براي گیریم. در نظر می 1

  .]23[زیر است صورت مثال بهانجام محاسبات انتخاب شده است. جواب تحلیلی این 

(x, y, t) (x y )e i( xy) ,tu −= − + +2 2 1  

)شرایط مرزي در حالتی که دامنه به شکل مستطیل هست  )Ω1 صورتبه   

( , , t) ( ) ( ),
( , , ) ,

( , , t) ,
( , , ) ,

t

t

t

t

u x y e y
u x t xe i

x
u x y e i

u x t xe
x

−

−

−

−

 = − + +
∂ = +
 ∂


= − +
∂
 =

∂

2

2

1 1 1
1 2

0
0 2

 

یم گیردر حالتی که دامنه نامنظم هست شرایط مرزي را دیریکله در نظر میگیریم. می در نظر
یل است. در اینجا تابع پتانس بیانقابل راحتیبهکه با استفاده از جواب تحلیلی روي نقاط مرزي 

(x)ν صورت زیر استبه  

e (x y ) e (x y ) ( xy)
(x, y, t) (x y ) e ( xy) .

e (x y ) ( xy)

t t
t

t

i i
ν

− −
−

−

 − − − + = − − − + −
− + +

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

1
1

1
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  5و نامنظم استفاده شده در مثال  هاي منظمدامنه :)7(شکل 

  5محاسبه مرتبه همگرایی مکانی و زمانی روش حاضر براي مثال  ):12جدول (

مرتبه همگرایی 
 مکانی

ε تعداد ( گام مکانی 
 ها)گره

مرتبه همگرایی 
 زمانی

ε  گام زمانی 

- )5-(3613/4  )11×11(1/0  - )5-(3613/4  τ  
6142/0  )5-(8492/2  )21×21(05/0  0004/1  )5-(1801/2  / 2τ  
2641/1  )5-(1871/1  )41×41(025/0  0004/1  )5-(0899/1  / 4τ  
1317/1  )6-(4177/5  )81×81(0125/0  9994/0  )6-(4509/5  / 8τ  

در این جدول  ،مکانی و زمانی براي روش حاضر گزارش شده استمرتبه همگرایی  12در جدول 
τ/در ستون اول  =0 با  )را ببینید 7(شکل  Ω1و محاسبات سه ستون اول بر روي دامنه  0001

11×تعداد نقاط  t/همچنین در این جدول زمان نهایی  انجام شده است. 11 = 1 ستون  است. 0
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. ستون چهارم گام مکانی را براي محاسبه مرتبه دهدنشان می را مرتبه همگرایی زمانیسوم 
(محاسبه مرتبه  چهارم تا ششم هايستوندر محاسبات  همچنین ،دهدهمگرایی مکانی نشان می

τ/ همگرایی مکانی) =0  تقریباً  گیریم روش حاضربا توجه به این جدول نتیجه می است. 0001
)مکانی و  o(h)از مرتبه  )o τ .زمانی است  

رم بینهایت خطا در را نشان می 5محاسبات مربوط به مثال  13جدول  دهد. این جدول در واقع نُ
تحلیلی و روش حاضر را در  موهومی) بین حلε−حقیقی) و موهومی (ε−حقیقی ( هايقسمت
τ/دهد. در اینجا نشان می )را ببینید 7 شکلي متفاوت (هادامنه =0 است. ستون اول  0001

دهند در نشان می Ω2هاي دوم و سوم محاسبات مربوط به خطا را در دامنه زمان نهایی و ستون
ر روش حاض هاستوناند. با توجه به این نامنظم و پراکنده انتخاب شده صورتبهاین دامنه نقاط 

 Ω3داراي دقت خوبی در انتخاب نامنظم نقاط است.  دو ستون بعدي محاسبات را در دامنه 
  نیز به شکل زیر است )7در شکل Ω3دهند، فرم قطبی مرز این دامنه (نقاط قرمز رنگنشان می

r / cos( ) / sin( ) .= θ + − θ 20 5 3 1 1 3  

t/ زمان وهاي متفاوت در دامنه 5 براي مثالرم بینهایت خطا نُ :)13(جدول  =1 0  

−ε موهومی
( )Ω4 

−ε حقیقی
( )Ω4 

−ε موهومی
( )Ω3 

−ε حقیقی
( )Ω3 

−ε موهومی
( )Ω2 

−ε حقیقی
( )Ω2 

 زمان

)7-(5493/1  )5-(5533/1  )7-(6729/5  )5-(5535/1  )5-(1160/1  )5-(9536/2  5/0  
)7-(7630/4  )6-(4214/9  )6-(0449/1  )6-(4214/9  )5-(7178/2  )5-(9240/4  0/1  
)6-(0474/7  )6-(6933/8  )5-(1840/1  )5-(5099/1  )4-(1329/4  )4-(6824/7  0/3  
)5-(3050/7  )5-(4027/8  )4-(6854/1  )4-(2392/2  )2-(7904/1  )2-(4408/3  0/5  

نقطه روي مرز  63در اینجا اند، صورت منظم انتخاب شدهدر این دامنه نقاط به است که ذکرقابل
ستون روش حاضر داراي  با توجه به این دو. ایمکردهانتخاب  Ω3نقطه درون دامنه  116و 

روي  5رم بینهایت خطا را براي مثال دو ستون آخر نُ هاي نامنظم است.کارایی بالایی روي دامنه
به شکل  نیز )7در شکل Ω4فرم قطبی مرز این دامنه (نقاط قرمز رنگ  .دهندنشان می Ω4دامنه

  زیر است 

r / cos( ) / sin( ) .= θ + − θ 20 5 2 1 1 2  

است. دقت شود که در این دامنه  125و  63به ترتیب  Ω4تعداد نقاط روي مرز و درون دامنه 
ضر روش حا ،اند. با توجه به دو ستون آخر این جدولپراکنده و نامنظم انتخاب شده صورتبهنقاط 

هاي موجود و براي مقایسه روش با روشروي این دامنه است.  5داراي دقت خوبی براي مثال 
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را با جایگزین  13 متحرك کریجینگ (بحث شده در بالا) محاسبات جدول یابیدرونکارایی 
Ω2هاي متحرك کریجینگ روي دامنه یابیدرون جايبهکردن تقریب حداقل مربعات متحرك 

 ،Ω3  وΩ4 دهیمزارش میگ نتایج را دهیم و در جدول زیرانجام می.  

شود که روش حاضر داراي تقریب بهتري از جواب نتیجه می 14و  13هاي با مقایسه جدول
-تحلیلی براي این مثال نسبت به حالتی است که از تقریب حداقل مربعات متحرك استفاده می

  کنیم.
t/زمان وهاي متفاوت در دامنه 5براي مثال رم بینهایت خطا نُ :)14(جدول  = 1 با تقریب حداقل  0

 مربعات متحرك

−ε موهومی
( )Ω4 

−ε حقیقی
( )Ω4 

−ε موهومی
( )Ω3 

−ε حقیقی
( )Ω3 

−ε موهومی
( )Ω2 

−ε حقیقی
( )Ω2 

 زمان

)7-(5825/1  )5-(5535/1  )6-(5390/1  )5-(5539/1  )5-(6217/3  )5-(6453/4  5/0  
)6-(9658/5  )5-(4159/9  )6-(5951/5  )5-(0518/1  )4-(0458/1  )4-(1340/2  0/1  
)5-(6895/9  )5-(8040/5  )5-(3687/8  )4-(0087/1  )4-(6530/6  )3-(1726/1  0/3  
)5-(6481/8  )4-(6356/7  )4-(1376/9  )3-(1404/1  )2-(7017/2  )2-(3523/6  0/5  

حقیقی دو شکل  هايقسمت. اندشدهرسم  5نمودار حل عددي و تحلیلی براي مثال  8در شکل 
t/هاي موهومی هستند. در اینجا مربوط به قسمت پایینبالا و دو  شکل  = 1 τ/و  0 =0 0001 

با توجه به  . با توجه به این شکل روش حاضر داراي دقت بالایی براي حل این مثال است.است
هاي حاضر داراي کارایی و دقت بالایی روي دامنهروش  8و شکل  14و  13، 12هاي جدول

  .ستانامنظم است. همچنین داراي دقت بیشتري نسبت به روش تقریب حداقل مربعات متحرك 

  نتیجه

 ايهلاندو در حالت-در این مقاله به بررسی روش بدون شبکه کارآمدي براي حل معادله گینزبورگ
 روش ازجملهبر پایه فرم ضعیف  غیرخطیحل معادلات  ازآنجاکهپرداختیم.  بعديسهو  دوبعدي

مان گام در ز جداکنندهاي است، ابتدا از روش گالرکین موضعی کار پیچیده-بدون شبکه پتروف
سپس براي قسمت  .دقیق محاسبه کردیم صورتبهرا  غیرخطیاستفاده کرده و جواب قسمت 

مودیم. براي ساختن توابع شکل خطی از روش بدون شبکه پتروف گالرکین موضعی استفاده ن
حداقل  تقریب جايبهمتحرك کریجینگ  یابیدرونگالرکین موضعی از -روش بدون شبکه پتروف

مربعات متحرك استفاده کردیم. این کار باعث شد تا توابع شکل خاصیت دلتاي کرونکر پیدا کنند 
د. براي آزمودن روش صورت مستقیم صورت گیرو بنابراین اعمال شرایط مرزي به سهولت و به

ها را ها دامنههمچنین در یکی از مثال آوردیم. بعديسهو  دوبعدي هايچند مثال در حالت
صورت نامنظم با نقاط پراکنده در نظر گرفتیم. نتایج روش حاضر را با حالتی که از روش تقریب به
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وش بودن ر آمیزوفقیتمنتایج حاکی از  شود، مقایسه نموده وحداقل مربعات متحرك استفاده می
 لاندو است.-معادله گینز بورگ حل عددي حاضر براي

    

    
روي دامنه 5 حل عددي (دو شکل سمت راست) و تحلیلی (دو شکل سمت چپ) براي مثال ):8شکل (
( )Ω3  
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Abstract: In this paper, an efficient combination of the time-splitting and 
meshless local Petrov-Galerkin method for the numerical solution of 
Ginzburg-Landau equation in two and three dimensions is presented. The 
main idea of splitting scheme is separating the original equation in time into 
two parts, linear and nonlinear. Since, solving the nonlinear part based on the 
weak form is complicated and contains error, the split-step in time will be 
used. We solve the nonlinear part analytically and linear part numerically by 
the meshless local Petrov-Galerkin method in space variables and the Crank-
Nicolson method in time. Hence, the moving Kriging interpolation is used 
instated of moving least squares. Therefore, the shape functions of the 
meshless local Petrov-Galerkin method have the Kronecker's delta property 
and the boundary conditions can be implemented directly and easily. Several 
examples for two and three dimensions are presented and the results are 
compared with their analytical solutions to demonstrate the validity and 
capability of this method. 

Keywords: Ginzburg-Landau equation, Meshless local Petrov-Galerkin 
method, Time splitting scheme, moving Kriging interpolation. 
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