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  مدل مرتبۀ کسري سرمایش یک جسم نیمه نامتناهی با تابش
  1شاهرخ اسماعیلی

  گروه ریاضی، دانشگاه کردستان
  16/8/1398: رشیپذتاریخ              23/12/1397تاریخ دریافت: 

کسري سرمایش یک جسم نیمه نامتناهی در اثر تابش معرفی در این مقاله مدل مرتبۀ  چکیده:
شود. در جسم نیمه نامتناهی مفروض، معادلۀ گرما به همراه یک شرط اولیه و یک شرط مرزي می

ها نصف شده است. این دهند که در آن مرتبۀ مشتقارز میاي هممعادلهمجانبی تشکیل تک
ر اولیه اي مقداشود، تشکیل مسئلهگرما معرفی میمعادله و یک شرط مرزي که با انتقال تابشی 

ی تحلیلدهند که معادلۀ دیفرانسیل آن معمولی، غیرخطی و مرتبۀ کسري است. جواب نیمهمی
شود. دو روش عددي صورت مجانبی تعیین میهاي کوچک و بزرگ بهاین مدل غیرخطی در زمان

 .آورددست میهاي عددي مسئله را بهلژاندر جواب-لتنیکوف و تقریب مونتس-تقریب گرونوالد

نامتناهی، انتقال تابشی نیمهمعادلۀ دیفرانسیل کسري، معادلۀ گرما، جسم  هاي کلیدي:واژه
  .گرما

  05K35، 08A34 :)2010بندي ریاضی (رده

 مقدمه -1

 هاي زندگیسازي بسیاري از پدیدههاي دیفرانسیل جزئی یکی از ابزارهاي اصلی در مدلمعادله
واقعی است. معادلۀ پخش به همراه معادلۀ موج و معادلۀ لاپلاس، یکی از سه معادلۀ دیفرانسیل 

ر شود، سیپخش که معادلۀ گرما نیز نامیده می ۀجزئی بنیادي در ریاضی فیزیک است. معادل
مانند گرما، غلظت شیمیایی و غیره را برحسب هر دو متغیر زمان و  هاییکمیتتکاملی چگالی 

   کلی شکل بهتوان کند. معادلۀ پخش را میوصیف میمکان ت

  ,
t
u u                                                    (1) 
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 هاي مکانی،عملگر گرادیان مختص  در نظر گرفت که در آن 0 ضریب رسانش پخش و
شود. هرگاه معادلۀ دیفرانسیل جزئی منبع گفته می  تابعی از متغیرهاي مکانی و تابعمعمولاً 

طور یکتا مشخص آن به u ) با یک شرط اولیه و دو شرط مرزي مناسب همراه شود، جواب1(
 .]2 و1[ انددر منابع ارائه شده گستردهطور حل معادلۀ پخش بهمرسوم هاي خواهد شد. روش

در رویارویی با سه مرز هندسی متداولِ کرة محدب، استوانۀ محدب و صفحۀ نامحدود، تقارن 
براي توصیف انتقال از  موردنیازهاي مکانی مفروض امکان کاهش از سه به یک تعداد مختص

این سه هندسه، شاخصی را در نظر  از هرکدامبنابراین، متناظر با  ؛کندق محیط را فراهم مییطر

1Gم: گیریمی  ،1 براي کرة محدب
2G  0 براي استوانۀ محدب وG   براي صفحۀ

رود، به این معناست می به کاردر هر سه حالت  طورمعمولبهکه » نیمه نامتناهی«نامحدود. واژة 
ابت ، با ثیابد. در این سه هندسهاز مرز گسترش می جهتکیطور نامحدود در که محیط انتشار به

  صورتتوان به) را می1منبع، معادلۀ دیفرانسیل جزئی ( ۀازجملنظر گرفتن ضریب رسانش و صرف

)2                         (2 2
( , ) ( , ) ( , ),

t x x

G
u x t u x t u x t

x R




          
 

مختص مکانی در جهت عمود بر مرز است و مبدأ آن روي مرز رویه  x بازنویسی کرد که در آن
)، شعاع 2در معادلۀ ( R اي باشد، کمیتکروي یا استوانه قرار دارد. در حالتی که مختصات

]. انگیزة محدود کردن 3اهمیتی ندارد [ R ،دهد و در حالت صفحهانحناي رویه را نمایش می
بینهایت آن است که در این صورت محیط انتشار تنها یک مرز بااهمیت هاي نیمهتوجه به هندسه
هایی که ابعاد بینهایت کمتري دارند، وضعیت قرار دارند. در محیط» در بینهایت«دارد و سایرین 

 .اندازة کافی محدود شده باشدشرطی که دامنۀ زمانی بهبه مشابهی برقرار است،

) چگونه است؟ با توجه به 2شرایط اولیه و مرزي مناسب براي دستیابی به جوابی یکتا از معادلۀ (
  سیستم در آغاز در حالت تعادل است، بنابراین کهآن

)3                                (0, 0, 0.( , )u x t u t x    
= در 0tدهند، اختلالی در سیستم شروع ، از طریق فرایندهاي نامشخصی که در مرز رخ می
]0، موردبررسیشود. در طول زمان می , ]

f
tهاي دورافتاده از، این اختلال در ناحیه = 0x  تأثیر

   استگذارد و رابطۀ زیر برقرار نمی
)4                                     (0, .( , )

f
u t u t t    

) 4) و شرط مجانبی (3)، شرط اولیۀ (2بنابراین، مسئلۀ انتقال گرما با معادلۀ دیفرانسیل جزئی (
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افی کاز مسئله دانیم این دو شرط براي تعیین جوابی یکتا گونه که میشود. همانتوصیف می
 و لازم است شرط دیگري وضع شود. دنیست

شود. هرگاه در جسمی گرادیان انتقال گرما به یکی از سه وجه رسانش، همرفت و تابش انجام می
شود. در این حالت گرما بر اثر دما منتقل میدما موجود باشد، گرما، از ناحیۀ پردما به ناحیۀ کم

با گرادیان دما متناسب است. با در  A طحیابد و آهنگ انتقال گرما از واحد سرسانش انتقال می
q نظر گرفتن ثابت تناسب، kA T   است که در آن q ،آهنگ انتقال گرما T  گرادیان

0k دما در جهت شارش گرما،   رسانندگی گرمایی ماده و علامت منفی براي برقراري اصل
]. براي بیان اثر کلی همرفت، قانون 4نامند [دوم ترمودینامیک است. این معادله را قانون فوریه می

) صورتنیوتن براي سرمایش به )
w

q hAT T  برقرار است که در آن 
w

T ،دماي صفحه 
T

]. انتقال تابشی گرما مکانیسم متفاوتی دارد و آن 4ضریب همرفت است [ h دماي شاره و 
انتشار انرژي الکترومغناطیسی است. براي بررسی این نوع انتقال انرژي، مفهوم تابشگر آرمانی یا 

شود شود از انرژي گرمایی زیر سطح ناشی میمی جسم سیاه مطرح است. تابشی که از سطح صادر
و تابشگر گرمایی آرمانی، با آهنگی متناسب با توان چهارم دماي مطلق جسم و در تناسب مستقیم 

4q بنابراین ؛داردبا مساحت سطح آن، انرژي گسیل می AT موسوم به قانون استفان-
 .]4[ نام داردبولتسمان -ثابت استفان  بولتسمان برقرار است که در آن

 ارزيهم جزئی دیفرانسیل معادلۀتک صورتبه ،)4(–)3) و شرایط (2در این مقاله، نخست معادلۀ (
معادله در آن است که تنها با این تک اهمیت. شودمی نوشته است، شده نصف هامشتق مرتبۀ که

آید. سپس، دستور دست میروي مرز، دستوري براي تعیین شارش گرمایی به u معلوم بودن
شود تا مدل مسئله به یک معادلۀ گرفته می به کارعنوان یک شرط مرزي انتقال تابشی گرما به

وانین بولتسمان از ق-دیفرانسیل معمولی مرتبۀ کسري کاهش یابد. اگرچه قانون فوریه و استفان
کند، اما با توجه به کشف مواد جدید مانند فرامواد هاي مرتبۀ صحیح تبعیت میفیزیک با مشتق

هاي رود که این تعمیم به حالت مشتقان میو ساختارهاي مصنوعی تولید شده در آزمایشگاه، گم
 .کسري براي این مواد کاربرد داشته باشد

بر این اساس، ترتیب ارائه مطالب به این صورت است: در بخش دوم، حسابان کسري شامل معرفی 
انتگرال و مشتق مرتبۀ کسري در حد نیاز مدل مسئله خواهد آمد. در بخش سوم، مدل سرمایش 

شود. در بخش چهارم، با ابزار حسابان کسري معادلۀ اهی با تابش معرفی میجسم نیمه نامتن
آید که آهنگ انتقال گرما در دیوارة جسم نیمه نامتناهی را توصیف دست میدیفرانسیلی به

هاي توانی جواب هايسريبندي مسئله نقش اساسی دارد. در بخش پنجم، با کند و در مدلمی
1t مجانبی مدل در دو حالت 1t و = شود. دو روش عددي از دو خانوادة تفاضل تعیین می ?

مکانی طیفی براي حل عددي مدل موضوع بخش ششم است. سرانجام، در بخش متناهی و هم
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 د.شومتنوع مطرح می پارامترهايپایانی یک مثال عددي با 

 حسابان کسري -2

ي از هاها و مشتقاي در آنالیز ریاضی است که به بررسی و کاربرد انتگرالحسابان کسري حوزه
هاي مرتبۀ صحیح ابزاري پیشرو براي توصیف ها، مشتقپردازد. براي مدتمرتبۀ دلخواه می

هایی که فقط دهد مدلهاي اخیر نشان می، پژوهشحالباایناند. هاي دینامیکی بودهسیستم
ده هایی با ماهیت مختلط و پیچیکردن پدیدههاي مرتبۀ صحیح هستند براي مدلبر مشتقمبتنی 

کافی نیستند. به همین دلیل، بر مبناي مسائل فیزیکی و ریاضی عملگرهاي دیفرانسیل مرتبه 
 .]5-7[ اندکسري (غیرصحیح) معرفی شده

0 فرض کنیم. 1تعریف   .عملگرJ 
1 روي فضاي تابعی 0 0,[ ]L b شکل به  

1
0 0

1( ) ( ) , 0 ,: ( )d
( )

t

J f t t s f s s t b 


   

  

= گویند. براي حالت خاصمی  لیوویل مرتبه-را عملگر انتگرال کسري ریمان 0  فرض
0 شودمی

0 :=J I عملگر همانی است. 

0 فرض کنیم .2تعریف   حقیقی و m   . 0 عملگرهاي t
D و D

 صورتکه به  

: :m m m m
t

D f t D J f t D f t J D f t    
 0 0 0( ) ( ), ( ) ( ), 

و عملگر مشتق کسري   لیوویل مرتبه-ریمانشوند به ترتیب، عملگر مشتق کسري تعریف می
= شوند. براي حالت خاصنامیده می  کاپوتو مرتبه 0 ،هر دو عملگر همانی هستند. همچنین ،
m در حالتی که  همان مشتق معمولی مرتبه صحیح یعنی صحیح باشد این دو عملگر  

mD هستند. 

یرا در لیوویل است ز-تعریف عملگر مشتق کسري کاپوتو محدودتر از عملگر مشتق کسري ریمان
1m هاي آن تا مرتبهو مشتق f مشتق کسري کاپوتو لازم است تابع   .مطلقاً پیوسته باشند

]1 ، اگردرهرحال ]( )
m

T f t
1m اي تیلر درجهچندجمله    تابع f 0 درt   باشد، آنگاه رابطه

   لیوویل برقرار است-زیر میان مشتق کسري کاپوتو و مشتق کسري ریمان

)5                                   (0 1( ) [ ( ) [ ]( )].
t m

D f t D f t T f t 
 

   
در نظر گرفت.  توان تعریف دیگري براي عملگر مشتق کسري کاپوتو مرتبۀ) را می5رابطه (

1m هاي آن تا مرتبۀ، اگر مقدار تابع و مشتقترتیباینبه  0 درt  برابر صفر باشند، آنگاه 
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 1 0[ ]( )
m

T f t   0 درنتیجهو( ) ( )
t

D f t D f t 


 . 0 براي مثال، اگر  1 و   ،
  توان نشان داد کهآنگاه می

)6  (                                          ( )
.

( )
J t t   

 
 


  0

1
1

 

( )

( )t
D t D t t     

 




 
 

  0
1 .

1
                                  (7) 

  طور خاصبه 

1 1
2 2

0 0
1 11 , 0.

t t
D D

t t 
  

) مانند متغیرهتک تابعی  t در این مقاله براي نمایش مشتق کسري نسبت به )y t  از نماد
0 معمول t

D y کنیم. همچنین، براي نمایش مشتق کسري نسبت بهاستفاده می t  تابعی
), مانند دومتغیره )u x t نماد مشتق جزئی t

u  هاي بریم. براي بررسی جامع روشمی به کاررا
، حل عددي طور خاصبه] مراجعه کرد. 8توان به [هاي دیفرانسیل کسري میحل عددي معادله

] بررسی شده است. شایان ذکر است که استفاده 10کسري در [-معادلۀ دیفرانسیل پخش زمان
بودن رفتار دما، براي نخستین بار هاي کسري در محاسبۀ رفتار شار گرما بر پایۀ معلوم از مشتق

 .] مطرح شده است3در [

 مدل مسئله -3

 هايویژگیگوناگون ماده موسوم به  هايویژگیمسائل انتقال گرما از  وتحلیلتجزیهدر 
شوند. انتقالی و ترمودینامیکی تقسیم می دودستۀبه  هايویژگیشود. این ترموفیزیکی استفاده می

براي انتقال    انتقالی شامل ضرایب آهنگ پخش، مانند ضریب رسانندگی گرمایی هايویژگی
و   شود. چگالیترمودینامیکی به حالت تعادل یک سیستم مربوط می هايویژگیگرما است. 
 وتحلیلتجزیهاي در طور گستردههستند که به هايویژگیدو نمونه از این   cگرماي ویژه

 هایی از دمايدر حالت کلی تابع c و ،  روند. ضرایبمی به کارترمودینامیکی 
( , )T T x t  صورت زیر رسانش گرمایی نامانا با معادلۀ فوریه به هاآنهستند که به کمک

   :]3[ شودتوصیف می
)8                             (( ( ) ( ) ( , )) ( ( ) ( , )).

t x x
c T T T x t T T x t      

بعدي زنند و مسئلۀ رسانش گرمایی یکتقریب می هاییثابترا با  c و ،  هايطورکلی تابعبه
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 گیرندصورت زیر در نظر میبراي یک جسم نیمه نامتناهی را به

)9(  2 0 0( , ) ( , ); ( ; ),
t x

c T x t T x t t x         

)10(  
0,0 ,( )T x T  

)11(  0( , ) ( ),
s

T t T t  

)12(  0,( ) .T t T   

) در اینجا  )
s

T t 0 دماي سطح و قانونی براي تغییر دما درx  است. تابع ( )
s

T t  غیرکاهشی
/ ) کمیت9است و رشد آن در حد تابعی توانی است. در معادلۀ ( ( )c    ضریب پخش

شود. در ماده پخش می ترسریعباشد، گرما  تربزرگ  چه مقدارشود. هر گرمایی ماده نامیده می
 را ببینید. 1شکل  .بر ثانیه است مترمربع  یکاي ضریب پخش گرمایی

  
 یک جسم نیمه نامتناهی ):1شکل (

,صورت به گرما انتقال آهنگ) 12(–)9در مسئلۀ ( ,( ) ( )
x

q x t T x t  شود. تعریف می
)  همچنین، شار گرماي سطحی )

s
q t 0 با تعیین گرادیان دما درx  آیددست میبه.  

)13(  
0

,( ) ( )
s x x

q t T x t


   

t متغیر تعویض با را) 12(–)9مرزي (-مسئلۀ مقدار اولیه    و در نظر گرفتن فرایند
  :]10 و 5[ صورت زیر بازنویسی کردتوان بهبینهایت در اثر تابش میسرمایش یک جسم نیمه
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)14(  
2

4
00

, , 0 0
,0 ,

( ) ( ); ( ; ),

, ( ) ( )
x

x sx

T x T x x

T T T x T T
   

 


      

    
   

/ که در آن   .0 در این مسئله تعیین دماي سطحی,( ) ( )
s

T T  0 با  
 .است توجهجالب

 آهنگ انتقال گرما -4

گیریم که شامل یک معادلۀ صفحه راست را در نظر میمسئلۀ انتقال گرماي نمونۀ زیر روي نیم
  :دیفرانسیل جزئی، یک شرط اولیه و یک شرط مرزي در بینهایت است

)15(  2 ;, , 0 0( ) ( ); ( ),
t x
T x t T x t t x        

)16(  
0,0 ,( )T x T  

)17(  0,( ) .T t T   

  است توصیف قابل زیر معادلۀتک با) 17(–)15که مسئلۀ (شود داده میدر این بخش نشان 

)18(  1
2 , ,( ) ( ).
t x
T x t T x t     

نجر م هاییمزیتاین معادله در مطالعۀ انتقال گرما اهمیت دارد و این کاهش نسبی پیچیدگی به 
) نسبت به زمان از مرتبۀ یک و نسبت به مکان از مرتبۀ دو 15، معادلۀ پخش (درواقعشود. می

) نسبت به زمان از مرتبۀ نیم و نسبت به مکان از مرتبۀ یک است! 18که معادلۀ (است، درحالی
شود طوري که ) انجام می17) و شرط مجانبی (16این کاهش مرتبه با آمیختن شرط اولیه (

0x )، با داشتن تنها یک شرط مرزي که در18ادلۀ (مع   اعمال شده باشد، یک مسئلۀ مقدار
) آمده است، این شرط مرزي به 14گونه که در مسئلۀ (مرزي کامل را نمایش خواهد داد. همان

 .کمک آهنگ انتقال تابشی گرما تعیین خواهد شد

0x فرض کنید براي  ) 0 طور پیوسته وقتی) موجود باشد که به15جوابی از معادلۀx  
) به )

s
T t 0 میل کند، یعنی,( ) ( )

s
T t T t0 ، در این صورت با جایگذاريx  ) داریم18در (   

1
2

0
,( ) ( ) .

t s x x
T t T x t 

    

) ) شار گرماي سطحی13با استفاده از رابطۀ ( )
s

q t صورتبه  
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)19(  1
2( ) ( ).

s t s
q t c T t     

), ) در این است که بدون تعیین19اهمیت رابطۀ ( .آیددست میبه )T x t و تنها با معلوم بودن 
( )

s
T tآید. همچنین، با معلوم بودندست می، دستوري براي تعیین شارش گرمایی به( )

s
q t با ،

) استفاده از عملگر انتگرال کسري، )
s

T t شودمحاسبه می. 

r/ اکنون با تعویض متغیر x  فرض  و( ) ( )u r t T x t T  0, ) 17(–)15، مسئلۀ (,
  صورتبه
)20(  2, , 0 0( ) ( ); ( ; ),

t r
u r t u r t t r        

)21(  ,0 0( ) ,u r   
)22(  , 0( ) .u t   

  صورتارز با این مسئله بهمعادلۀ همتک .شودبازنویسی می 

)23(  1
2 , ,( ) ( ),
t r
u r t u r t    

 دستبه) 22(–)20به روش نمادي بابنکو و روش تبدیل لاپلاس از مسئلۀ (است که در ادامه  
 از را) 18( توانمی آسانیبه شده، انجام متغیرهاي تعویض به توجه با که است ذکر شایان. آیدمی

 آورد. دستبه) 23(

 روش نمادي بابنکو 4-1

رزبورگ پتروش نخست به یوري ایوانوویچ بابنکو استاد شیمی کاربردي دانشگاه صنعتی سن
رود یم به کارهاي دیفرانسیل و انتگرال کسري منسوب است و براي حل انواع گوناگونی از معادله

، اغلب لازم است باوجوداین]. روش نمادي بابنکو به روش تبدیل لاپلاس نزدیک است، 10[
در این روش ]. 5اي نیست [آزمایی شوند که البته کار سادهراستی آمدهدستبههاي صوري جواب

  شودصورت نمادي زیر بازنویسی می) به20معادلۀ دیفرانسیل پخش (
1 1
2 2 , 0( )( ) ( ) .
t r t r

u r t                                             (24) 

 شرطی کهه)، ب24با ضرب عملگرها در (
1 1
2 2
t r r t

u u     دست 20توان به معادلۀ (، می (
  :شود) تشکیل می24گیریم که با عملگر پرانتز دوم در (اي را در نظر مییافت. اکنون معادله
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1
2 0( ) ( , ) .
t r

u r t                                                             (25) 

 عملگر اگر تابعی در پوچی
1
2
t r  باشد، آنگاه اثر عملگر 

1
2
t r  ) بر این نتیجه 24در (

) 22(–)21دست آید که در شرایط () به25بنابراین، اگر جوابی براي معادلۀ ( ؛نیز صفر خواهد بود
رط ، با استفاده از شترتیباینبهجوابی براي مسئلۀ اصلی تعیین شده است.  آنگاه کند، صدق

هاي معادلۀ )، همان جواب20هاي میراي معادلۀ اصلی (توان دریافت که جواب) می22مرزي (
) است، پس روش نمادي بابنکو کارش را انجام 23) همان معادلۀ (25) هستند. چون معادلۀ (25(

 !داد

) ارائه شد و نه 24ت راست () با عامل سم25ممکن است پرسش شود که: چرا معادلۀ کمکی (
دست عامل سمت چپ؟ دلیل اصلی انجام این کار آن است که عامل سمت راست جوابی را به

r آورد که هنگاممی   که جواب عامل سمت چپ صعودي است ونزولی است، درحالی 

0( )
r r
u  فیزیکی بایستی کنار گذاشته شود. شایان ذکر است مثبت خواهد بود، پس بنا به دلایل

0r صفحۀ چپ در نظر گرفته شود،که اگر نیم   آنگاه لازم است معادلۀ کمکی با ،
 و نه عامل سمت راست. عامل سمت چپ ارائه شود

براي مثال، در معادلۀ ]. 10گرفت [ به کارتوان روش نمادي بابنکو را براي ابعاد بالاتر از یک نیز می
) گرماي دو بعدي که , , )T T x y tآهنگ انتقال گرما در جهت ، x  و روي مرز در حالت بدون
  بعد چنین است

2
0

, ,( ) ( ).
s x t x sx

q y t T T y t


      

 روش تبدیل لاپلاس 4-2

) لاپلاس است که براي تابعهاي دیفرانسیل خطی تبدیل کی از ابزارهاي حل معادلهی )f t  از
  شودصورت زیر تعریف میمرتبه نمایی به

L
0

{ } =( ); exp( ) ( )d .f t s st f t t


 

صورت زیر به n هاي مرتبۀ صحیح وضعیت ساده است و تبدیل لاپلاس مشتق مرتبۀبراي مشتق
   شودمحاسبه می

)26(  L L
1

( ) 1 ( )

=0
{ } { } 0( ); ( ); ( ).

n
n n n k k

k

f t s s f t s s f
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] 5کتاب [ 4توان در فصل هاي کسري اوضاع متفاوت است. دستورهاي کلی را میبراي مشتق
0t لیوویل در کران پایینی-هاي کسري ریمانیافت. مقادیر حدي مشتق   تعبیر فیزیکی

هایی کارگیري تبدیل لاپلاس این نوع مشتق کسري با محدودیتبه روازاینمشخصی ندارند، 

1 کسري استفاده شده در این مقاله همراه است. از سوي دیگر، مرتبۀ مشتق
2  بنابراین،  ؛است

  صورت  معرفی تبدیل لاپلاس مشتق کسري کاپوتوي مرتبۀ نیم به

)27(  L L
1 1
2 2{ } { } 0( ); ( ); ( ).D f t s s f t s f    

گیریم. ) تبدیل لاپلاس می20اکنون از دو طرف معادلۀ ( .براي اهداف این مقاله کافی خواهد بود
1n ) براي26با استفاده از دستور (  2 وn ) با 21، همچنین شرط اولیۀ همگن در ،(

,L فرض { , }( ) : ( );U r s u r t s نتیجه چنین است  
)28(  2, ,( ) ( ).

r
sU r s U r s   

   شودصورت زیر بازنویسی می) نیز به22شرط مرزي مجانبی (
)29(  0 0( , ) .U    

است، جواب   ) که میرایی جواب در29) و شرط مجانبی (28معادلۀ دیفرانسیل معمولی (
   کندپیشنهاد میصورت زیر به را) 29(–)28مسئلۀ (

)30(  ,( ) ( )exp( ),U r s P s r s   
) که در آن )P s  0 مرزي در شرطبههمچنان مجهول وx  ) 11وابسته است؛ شرطی شبیه (

  داشتخواهیم  r ) نسبت به30گیري از (که اکنون در دسترس نیست! با مشتق

,( ) ( ) exp( ).
r
U r s P s s r s   

) ) مجهول30از این رابطه و معادلۀ ( )P s است و داریم حذفقابل  

,( , ) ( ).
r
U r s sU r s  

) نتیجه 21) و شرط اولیۀ همگن (27گیریم. با توجه به دستور (می به کارتبدیل لاپلاس وارون را 
  چنین است

1
2, ,( ) ( ),

r t
u r t u r t   
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 .) است23( معادلۀتک و این همان

 تحلیلیجواب مجانبی مدل: روش حل نیمه -5

) دستوري کلی براي تعیین 4در بخش  , )
x
T x  کسري برحسب مشتق ( , )T x  نسبت به 

 نتیجه چنین است14مسئلۀ (دست آمد که براي به (: 
1

42
0 0[ ( ) ] ( ).

s s
D T T T      

0J چون عملگر  0 وارون چپ عملگرD

 صورتتوان بهن معادله را میاست، ای  

)31(  1
42

0 0( ) ( ).
s s

T T J T     

هاي دیفرانسیل و انتگرال است. معادلهروش سري توانی روشی متداول در حل  .بازنویسی کرد
صورت یک سري توانی است. گاهی تعیین دستوري ایدة این روش جستجوي جواب معادله به

]. 5ود [شاي بازگشتی این کار انجام میپذیر است و گاهی با رابطهکلی براي ضرایب بسط امکان
 صورت سري توانی زیر باشد) به31فرض کنیم جواب معادله (

2

0
( ) .

n

s n
n

T c 




                                         (32) 

)، یک سري 31فرض منطقی است زیرا با جایگذاري این سري توانی در سمت راست ( یکاین
  ) داریم31شود. با جایگذاري این سري در معادلۀ () تولید می32( به شکلتوانی 

 
1 4
2

0 1 2 3 0 0 0 1 2 3 .c c c c T J c c c c                 L L 

2 ) و برابر قرار دادن ضرایب6دستور (به کمک 
n

 شوددر دو طرف نتیجه می  

       

 

0 0
4 3

1 0 0 0

3 3 2
2 0 1 0 0

3 2 2 3 3
3 0 2 0 1 0 0

,
3 2(1) ( )
2

34 ( ) (2) 4 ,
2 5 32 2 14 6 (2) ( ) .

2 3

/ ( ) ,

/ ( )

/ ( )

c T

c c T T

c c c T T

c c c c c T T

 


 

 




     

    
            

 

  بنابراین جواب مسئله چنین است
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)33(3 3 2 3 3
0 0 0

0

2 32 2 11 4
3

( )
( ) ( ) ( ) .s

T
T T T

T


      

 

          
L  

وند، مشکل شصورت بازگشتی تعریف میتعیین بازة همگرایی این سري توانی که در آن ضرایب به
توان از این سري استفاده می  دهد براي مقادیر کوچک، محاسبات نشان میباوجودایناست. 
 همگرا نیست و در محاسباتی که مقادیر  ) براي مقادیر بزرگ33سري ( به شکلجواب  .کرد
 صورتتوان به) را می33قیق (کافی بزرگ باشد، نامناسب است. جواب د اندازةبه 

3 2
0 00 1, ,( ), ( ) / ( ) ,

s s s
f z f T T z T       

0z در همسایگی z برحسب شناسۀ f که در آن تابع .بازنویسی کرد   تابعی تحلیلی است
0 و 1( )

s
  .براي سادگی کار در تعیین جوابی مجانبی با z ) متناظر را 31بزرگ، معادلۀ (

1 (صورت بدون بعدبه ( نویسیمزیر می  
1

42
01( ) ( ).

s s
z J z                                                     (34) 

z به مفهوم فیزیکی مسئله، روشن است که اگر   0 ، آنگاه
s

  بنابراین، اگر سمت ؛
   ) را برابر صفر قرار دهیم، خواهیم داشت34چپ معادلۀ (

1 1
4 42 8

0
11 , .( ) ( ) ( ) ( )

s s s
J z z z z z

z





                      (35) 

 دهیم، جملۀ بعدي در بسط مجانبی با) قرار می34) را در سمت چپ معادلۀ (35جواب (
2
8z


 

) 34توان دریافت که جواب مسئلۀ (متناسب است. اگر به همین شکل فرایند را ادامه دهیم می

 یک سري توانی از به شکل
1
8z


  است، یعنی 

8

1
( ) .

n

s n
n

z d z
 



   

n ضرایب
d به روش معمول برابر قرار دادن 34توان پس از جایگذاري آن در (در این بسط را می (

8 ضرایب
n

z


  بسط مجانبی z بزرگطور خلاصه، براي مقادیر در دو طرف محاسبه کرد. به 
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)36    (

1 5
4 81 1 1 3

8 8 4 8

7 7 3 7( ) ( ) ( ) ( )38 8 4 8 .
3 3 1 2 34 ( ) 16 ( ) ( ) ( )8 8 4 8

( )
s

z z z z
 


   

 
     

       
 

    
  

L  

هاي مجانبی را در توان جوابهاي نخست این دو بسط میبا در نظر گرفتن جمله .آیددست میبه
دو جمله  هرکدامدست آورد. براي نمونه، در بخش نتایج عددي از بزرگ به  کوچک و  حالت

 .انتخاب شده است

 هاي حل عددي مدلروش -6

  شود) نتیجه می18گیریم. با توجه به معادلۀ () را در نظر می14مسئلۀ (
1

42
00

[ ( )] ( ).
x t s sx
T T T t T t


     

)0 با فرض ) ( )
s

y t T T t ) معادلۀ دیفرانسیل مرتبه کسري  صورت یک) به14، مسئلۀ
  :شودبازنویسی می

)37(  1
42

0 0 0 0( ) ( ( )) , ,
t

D y t u y t t     

)38(  0 0( ) .y   

-شود. این دو روش، تقریب گرونوالددر این بخش دو روش عددي براي حل این مسئلۀ ارائه می
یلر نیز روش ضمنی اولتنیکوف که -لژاندر هستند. تقریب گرونوالد-لتنیکوف و تقریب مونتس

لژاندر -است. برعکس، تقریب مونتس h شود، روشی تفاضل متناهی با پارامتر طول گامنامیده می
 به دلیل) 38(–)37است. شایان ذکر است که در مسئلۀ ( n مکانی طیفی با پارامتریک روش هم

  باشند.می یکسان کاپوتو کسري مشتق و لیوویل-ریمان مشتق اولیه، شرط بودن همگن

 لتنیکوف-قریب گرونوالدت 6-1

m  طول گام زمانی، hفرض کنید
t mh و ( )

m m
y t y لتنیکوف -باشد. تقریب گرونوالد

  استلیوویل چنین -براي مشتق کسري ریمان

[ / ]

0
0

( ) 1( ) ( ).
t h

k
t

k

D y t h y t kh
k

  




       
 

  بنابراین
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( )
0

=0
( ) ,

m

t m k m k
k

D y t h w y  


  

wکه در آن با فرض  ( )
0 هايوزن، 1

k
w (  :]6[ شوندبا دستور بازگشتی زیر محاسبه می (

( ) ( )
1

11 1, 2, 3, .,
k k

w w k
k

 


        
… 

m ) در37دیفرانسیل مرتبۀ کسري (لتنیکوف براي معادلۀ -تقریب گرونوالد
t t چنین است  

1 1( ) 42 2
0

=0
0.( )

m

k m k m
k

h w y u y



   

  صورت ) الگوریتم حل عددي به38طور معادل، با در نظر گرفتن شرط اولیۀ (به
1 1( )42 2

0 0
=1

= 0, = , 1, 2, 3 .( )
m

m m k m k
j

y y h u y w y m    …        (39) 

y0 ،y1 ،… ، mمقادیر mدر گام کهاینبا توجه به  .شودتوصیف می
y 1اند، بنابراین، معلوم

  .]11[ شود) تنها یک مجهول دارد و با یک روش عددي مناسب حل می39معادلۀ غیرخطی (

 لژاندر-مونتس هايايچندجملهتقریب با  6-2

 جواب. بریممی به کار) 38(–)37مکانی طیفی را براي حل مسئلۀ مقدار اولیه (در ادامه روش هم
هاي مبتنی بر هاي کسري است و تقریبهاي دیفرانسیل مرتبۀ کسري شامل توانادلهمع

ها گونه پایهجبري کلاسیک اغلب، منجر به نتایج خوبی نخواهد شد، زیرا این هايايچندجمله
هاي کسري را ندارند. یک گزینه خوب براي این کار کافی توانایی تطابق با توان اندازهبه

] 12مونتس نخستین بار در [ هايايچندجملهلژاندر است. -متعامد مونتس هايايچندجمله
اند. ایدة اصلی در این روش گرفته شده به کاررانسیل مرتبۀ کسري هاي دیفبراي حل معادله

  صورت تقریب جواب با یک مجموع متناهی به

)40(  
0

( ) ( ) ( ),
n

n k k
k

y t y t a L t


    

) که در آناست.  )
n

L t  لژاندر هستند -مونتس موسوم به مونتس هايايچندجملهحالت خاصی از
]0 لژاندر براي-مونتس هايايچندجملهاند. ] تعریف شده12و در [ , ]t T صورت به  
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]0 روي بازة هاايچندجملهاین  .شوندنمایش داده می , ]T 1 نسبت به تابع وزن( )w x  
ژاکوبی نوشت.  هايايچندجملهتوان برحسب لژاندر را می-مونتس هايايچندجملهمتعامدند. 
   ] داریم12در [ 1-3 ، بنا بر قضیۀدرواقع

)42(  (0,1)= 2 1( ) ( / ).
n n

L t P t T   

) مقدار یابی، براي ترتیباینبه )
n

L t ژاکوبی  هايايچندجملهگانۀ توان از رابطۀ بازگشتی سهمی

1 استفاده کرد. همچنین، مشتق مرتبۀ
2   طور دقیق) با توان (بهرا می هاايچندجملهاین

   صورت زیر محاسبه کردیک کوادراتور گاوسی به

)43(  
1 /2

(1,2)2
1

=1

2 2 1( ) ( / ),
n

n k n k
k

n
D L t w P t T x

T

 

 


   

k هايکه در آن وزن
w  هايگرهو k

x والش -در حد دقت ماشین با الگوریتم چبیشف و گلوب
 ) براي43هاي کوادراتور گاوسی (و وزن هاگره ]13[مرجع  1]. در جدول 12شوند [محاسبه می

1T  10 وn   استداده شده. 

k دست آوردن ضرایب مجهولبراي به
a ) بایستی جواب40در جواب تقریبی ( ( )

n
y t  در نقاط

j مکانی مناسبهم
) دیگر، مانده وزنی عبارت) صدق کند. به37، در معادلۀ دیفرانسیل کسري
  .در این نقاط صفر شود

)44(  1
42

0 0, 1, ,( ) ( ( ))
n j n j

D y u y j n       …  
j مکانینقاط هم

 2 صورترا به
j j

t  گیریم که در آندر نظر می j
t گاوس-نقاط چبیشف-

]0 لوباتو متناظر با بازة , ]T هستند: 

1 , 0, , .
2

( cos( / ))
j

T
t j n j n   … 
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1n ) تشکیل یک دستگاه شامل46(–)45هاي (معادله  1 معادله جبري وn  اسکالر  مجهول
 توان از دستورهاي شناخته شده ماننددهند که البته غیرخطی است و براي حل آن میمی

fsolve  در متلب استفاده کرد. 

 نتایج عددي -7

افزار عددي متلب انجام شده است. همچنین، از یک بستۀ سازي دو روش عددي در نرمپیاده
 . ]14[ هاي کوادراتور عددي استفاده شده استو وزن هاگرهافزاري در متمتیکا براي محاسبۀ نرم

1 صورتبه پارامترها) 38(–)37فرض کنید در مسئلۀ مقدار اولیه (  0 و 1u   .باشند
1t هاي مجانبی در دو حالتجواب 1t و  = -همراه جواب عددي مدل با تقریب گرونوالد به ?

0 ) و39لتنیکوف ( 01/h   و جواب عددي مدل با تقریب  2در تصویر سمت چپ شکل
20n ) و40لژاندر (-مونتس   اند. در هر دو حالت رسم شده 2در تصویر سمت راست شکل

  .در محدودة ذکر شده همخوانی داردهاي مجانبی جواب عددي با جواب

 
 .هاي مجانبی مدللژاندر به همراه جواب-لتنیکوف و تقریب مونتس-تقریب گرونوالد ):2شکل (

هاي طورکلی، مقایسۀ روشممکن است درصدد مقایسۀ دو روش برآییم. به 2با مشاهدة شکل 
بۀ لتنیکوف باوجود مرت-هاي طیفی چندان مرسوم نیست. تقریب گرونوالدتفاضل متناهی و روش

)Oدقت پایین،  )hتحت لژاندر -، به لحاظ نظري همگرا است. از سوي دیگر، تقریب مونتس
)O شرایطی دقت طیفی )nC 0 دارد که در آن 1C  .مقایسۀ این دو روش ترتیباینبه ،

)2 منصفانه نیست! نتایج دو روش عددي براي مقادیر نمونۀ / )y T و ( )y T  براي 1در جدول 
1T   20 براي 2و در جدولT ها ، با مقادیر متنوعی از پارامترها آمده است. در این جدول

، ارقام درست در حد دو رقم h لتنیکوف با کوچک شدن-شود که در تقریب گرونوالدمشاهده می
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شوند. ، ارقام درست بیشتر میn لژاندر با بزرگ شدن-که در تقریب مونتسدرحالیمانند، باقی می
) ها زمان اجراي دو روش براي محاسبۀ تقریبعلاوه بر تقریب جواب، در این جدول )y T گزارش

) 46(–)45حل دستگاه غیرخطی ( لژاندر مربوط به-بري بیشتر در تقریب مونتسشده است. زمان
 .است fsolve با

1T و زمان اجرا براي دو روش عددي براي آمدهدستبههاي تقریب ):1( جدول  

لتنیکوف تقریب-گرونوالد لژاندر تقریب-مونتس   

h  (0 5)/y  (1)y  t(s) n  (0 5)/y  (1)y  t(s) 
1/0  286623/0  319928/0  002/0  10 27263295/0  31338485/0  52/0  
05/0  277873/0  316262/0  005/0  20 27263846/0  31342937/0  4/2  

01/0  273543/0  313930/0  006/0  30 27263846/0  31342938/0  0/8  

20T و زمان اجرا براي دو روش عددي براي آمدهدستبههاي تقریب ):2( جدول  

لتنیکوف تقریب-گرونوالد لژاندر تقریب-مونتس   

h  (10)y  (20)y  t(s) n  (10)y  (20)y  t(s) 
1/0  447495/0  484796/0  007/0  10 446452/0  480706/0  60/0  

05/0  447110/0  484606/0  010/0  20 446798/0  484389/0  65/2  

01/0  446851/0  484477/0  050/0  30 446793/0  484477/0  00/9  

 گیرينتیجه -8

یک مدل ریاضی شامل یک معادلۀ دیفرانسیل غیرخطی مرتبۀ کسري با شرط اولیۀ همگن بررسی 
واب دست آوردن جکند. بهشد. این مدل سرمایش یک جسم نیمه نامتناهی با تابش را توصیف می

هاي عددي هاي مجانبی و جوابدقیق مسئله و حل تحلیلی مدل آسان نیست، بنابراین، جواب
دست آمد. در جواب مجانبی متغیر زمان نقش مهمی دارد طوري که بسط مجانبی محاسبه به

 دودستۀهاي تقریبی نیز از هاي بزرگ متفاوت است. روشهاي کوچک و زمانشده براي زمان
لتنیکوف که یک روش تفاضل متناهی با همگرایی -) تقریب گرونوالد1متفاوت انتخاب شدند: (
مکانی طیفی با همگرایی لژاندر که یک روش هم-) تقریب مونتس2( نظري تضمین شده است؛

توان نتیجه گرفت که اگرچه سرعت اجراي روش هاي عددي مینمایی است. بر اساس آزمایش
، دقت روش دوم بیشتر است و این همان داستان همیشگی در باوجودایننخست بیشتر است، 

 .توان یکجا داشتقت را نمیها سرعت و دآنالیز عددي است که در اغلب روش
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Abstract: In this paper, the fractional-order model for cooling of a semi-
infinite body by radiation is considered. In the supposed semi-infinite body, 
the equation of heat along with an initial condition and an asymptotic 
boundary condition form an equivalent equation in which the order of 
derivatives is halved. This equation and a boundary condition introduced by 
the radiation heat transfer give rise to an initial value problem, whose 
differential equation is nonlinear and fractional order. The semi-analytical 
solution to this nonlinear model was determined asymptotically at small and 
large times. Moreover, two numerical methods including Grünwald-Letnikov 
approximation and Müntz-Legendre approximation yield numerical solutions 
to the problem.  
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