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هاي زمانی دو خطی گسسته مقدار بر اساس مدل سري
 سازعملگرهاي تصادفی پگرام و رقیق

  1، مهرناز محمدپورسکینه رمضانی

  دانشگاه مازندران ،گروه آمار
  30/10/1398: پذیرشتاریخ                  1/11/1397 تاریخ دریافت:

بر اساس ترکیب دو عملگر  دوخطی گسسته مقدار جدید يبندمدل یک ،مقاله نیدر ا :چکیده
قرار  موردبحثمدل فوق  يآمار يهایژگیاز و . برخیشودیم یمعرفو پگرام  زساقیقرتصادفی 

 .شوندیم رآوردبواکر ولیو  یمربعات شرط نیکمتري هامدل توسط روش يو پارامترها رندیگیم
 یی، کارادر انتها گیرد وقرار می موردمطالعهرفتار و کارایی دو روش برآورد  ،سازيبه کمک شبیه

  شود.یم یبررس یداده واقعدو شده در برازش  یعرفمدل م

 -دوخطی گسستهمدل  ،پگرامعملگر  ساز،قیعملگر رق ،یمربعات شرط نیکمترهاي کلیدي: واژه
  مقدار

  10M62): 2010(ریاضی  بنديرده

  مقدمه -1

 يهايسر ازآنجاکه د.دار ايکاربرد گستردهی واقعدنیاي  در هاي زمانی شمارشیبندي سريمدل
 ضرورت دارد، باشندیو محدود م یمتناه راتییتغ داراي دامنه معمولاًی گسسته مقدار زمان
صورت گیرد.  هاآن بندي مناسبی بر رويهاي پیوسته استاندارد، مدلاستفاده از مدل جايبه

ه شدپیشنهاد هاي زمانی گونه سريبندي اینی جهت مدلمقدار مختلف گسسته هاي خطیمدل
 که در پایین معرفی شده 2سازرقیق عملگربر اساس  ،ي خطیهابیشتر این مدل ].1-9[ است

 ].10گردند [است ارائه می

                                                                                                                                          
  m.mohammadpour@umz.ac.irآدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله:  - 1

1- Thinning operator  
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 "o" سازعملگر رقیق ،باشد a<0 منفی و گسسته مقدار نایک متغیر تصادفی  Xفرض کنید 
 شودزیر تعریف می صورتبه

X

i
i

aoX Y
=

= ∑
1

 

}که در آن سري شمارشی }iY زامنفی و مستقل هاي تصادفی گسسته مقدار نااي از متغیردنباله 
Xاست.  

بندي و برازش هاي خطی در بسیاري از موارد جوابگو در مدلمدل در حالی است که مسئلهاین 
گسسته مقدار  غیرخطیهاي زمانی هاي سريمطالعات محدودي در مدل باشند.ها نمیبه داده
 مدل هاآن] اشاره کرد. 11توان به کار دوقان و همکاران [که در این میان می شده استانجام
ساز توسعه دادند و مقدار براساس عملگر رقیق هاي گسستههاي زمانی دوخطی را براي دادهسري

)مدل دوخطی گسسته مقدار مرتبه  ), , , p q m n،1( )( ), , , INBL p q m n را معرفی کردند 

p q m n

t i t i j t j ij t i t j t
i j i j

X a oX b oe b oX e e− − − −
= = = =

+= + +∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1 1

 

)مدل . در ادامه ایشان به بررسیاست سازرقیقعملگر  "o" که در آن ), , , INBL 1 0 1 1  

t t t t tX a o X b o X e e− − −= + +1 1 1 

برآورد پارامترها و ویژگی  ،هاي بالاهاي مرتبهوجود گشتاور ،ایستایی اکیداًپرداختند و شرط 
مدل دو خطی گسسته مقدار زبر قطري ، ]12مجانبی مدل را بررسی کردند. دراست و همکاران [

هاي دو خطی قطري متناوب را بر روي فرایند سازرقیقعملگر  ،]13[ . بنتازيرا معرفی کردند
 هايهاي سريمدل شد.هاي دو خطی گسسته مقدار متناوب تعمیم دادند که منجر به معرفی مدل

ه منفی کاربرد ندارد ک نا همبستگیهایی با زمانی خطی و غیرخطی معرفی شده در بالا براي داده
ها این محدودیت را با معرفی کلاس جدیدي از مدل ،]14[ 2. پگراماستهاي مدل آن از محدودیت

گسسته مقدار اتورگرسیو میانگین متحرك را بر مبناي  مدل ،]15[حل کرد و بیسواس و سانگ 
  است، ارائه نمودند. شده آوردهعملگر پگرام که در تعریف پایین 

                                                                                                                                          
1- Integer-valued bilinear   
2- Pegram 
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) متغیرهاي تصادفی مستقل گسسته وU, V(عملگر پگرام). فرض کنید 1-1تعریف  )φ , ∈ 0 1 
شد. عملگر پگرام، سبرا  U, V متغیرهاي وزن معین با ϕ  ,هايوزن برح ϕ−1  زیر  صورتبه

 کندترکیب می

( ) ( ) , * , .Z U Vϕ ϕ= −1 

0 , ,  اي زیر برايبا تابع احتمال حاشیه 1 2j =  استصورت زیر به …

.( ) ( ) ( ) ( )     P Z j P U j P V jϕ ϕ= = = + − =1  
 هاي خودبازگشتی گسسته مقدار مرتبه اول) کلاسی از مدل2017(در سال ] 16[و همکاران  خو

در میان  تريمنعطفکه منجر به معرفی مدل  پگرام را ارائه دادند و سازقیعملگر رقبر اساس دو 
 خطی شد. هايمدلکلاس 

سازي تر بوده و نیز قادر به مدل، منعطفتجربی هايسازيمدل درهاي آمیخته مدل کهازآنجایی
عملگر ترکیبی از  صورتبهجدیدي  INBL لمد ارائه انگیزه باشند،میمدي هم  هاي چندداده
) مقاله، مدل نیدر اآورد. می به وجودرا  ايدوجملهساز و رقیق پگرام ),  ,  ,  IN B L 2 0 2  اساسبر 1

و بررسی برخی  مدل یمعرفبه  ،2در بخش  .نمود میارائه خواه و پگرام سازقیعملگر رقدو 
مربعات  نیکمتر واکر وولیروش  دواستفاده از با  3 . در بخشپردازیمهاي آماري مدل میویژگی
عملکرد دو  ،يسازهیمطالعه شب کی. در ادامه با پردازیممیمدل  يبرآورد پارامترهابه  ،یشرط

ر شده ب یمدل معرف در انتها کاربرد .رندیگیقرار م موردمطالعهپارامترها  آوردبر يروش فوق برا
  .شودیم یبررس یمجموعه داده واقع دو يرو

  هاي آماريویژگی معرفی مدل و برخی -2

} يگسسته مقدار ایستا دوخطیفرایند  } tX  زیر در نظر بگیرید صورتبهرا  
( ) ( ), * ,   t t t t tX a o X b o X e eϕ ϕ− − −= + −2 2 1 1                      (1) 

}و ساز عملگر رقیق "o"عملگر پگرام،  " *"که در آن  }te  یک دنباله از متغیرهاي تصادفی
i.i.d. با توزیع متناهی گسسته با میانگینµ2 و واریانسσ  و مستقل از سري زمانی{ }   s s t

X
<

 
}هاي شمارشی باشند. همچنین دنبالهمی }iY و { }  iY% سازرقیقدر عملگرهاي a o و bo  داراي

a, هايهاي گسسته با میانگینتوزیع b هايو واریانس ,α β مدل فوق را باشند. می
( ),  ,  ,  IN B L 2 0 2 )1اختصاربهساز یا هاي پگرام و رقیقبر اساس عملگر 1 ), , ,   M P TIN BL 2 0 2 1 

 پردازیم.نامیم. در ادامه به بررسی گشتاورهاي مدل میمی

                                                                                                                                          
1- Integer-valued bilinear model with mixing Pegram and thinning operators   
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} فرض کنید 1-2 هیقض }  tXفرایند ایستاي ( ), , ,   M P TIN BL 2 0 2   ) باشد.1بیان شده در ( 1
) شرط اگر )1 )a bϕ µ+ < )آنگاه ،برقرار باشد1 )tE X  و استمتناهی  

)2(                                      ( ) ( )
( )

; tE X
a b
ϕ µ

ϕ µ
−

=
− +

1
1  

))اگر شرط  )2 )  )a b bϕ µ σ+ + <2 2 2 )آنگاه ،برقرار باشد 1 )tE X2  و استمتناهی  

( ) ( )( ) ( )
( )

  
 ; 

 
tE X

a b b

ϕ µ σ ϕ α βµ

ϕ µ σ

− + + +
=

 − + + 

2 2
2

2 2 2

1
1

                                 (3) 

)اگر  )3 ) p p p
p p p pa bϕ µ+ <

1
2

)آنگاه ،برقرار باشد  )p
tE X )که در آن  ∞>  )p p

pa YE=، 

( )p p
pb E Y= )و  % )p p

p tE eµ =.  

 دنیافر دومي محاسبه گشتاور مرتبه ابراست.  محاسبهقابل راحتیبهگشتاور مرتبه اول  برهان.
  یم:ارساز دطبق خاصیت عملگر رقیق

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

    

                 

t t t

t

E X E e a b b E X

E X

ϕ ϕ µ σ

ϕ α βµ

−

−

 = − + + + 
+  +  

22 2 2 2 2
2

2

1
 

}و طبق ایستایی فرایند } tX براي اثبات وجود گشتاورهاي بالاتر ابتدا  آید.می به دست، نتیجه
( )p p

p tn E X=  در نظر بگیرید. بعد از چند عملیات جبري ریاضی داریم:را  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
 

             

pp p p
t p t t t p

p pp
t t t

E X E aoX boX e

E aoX E boX e

ϕ µ ϕ ϕ µ− − −

− − −

= − + + ≤ −

+ +

2 2 1

2 2 1

1 1

2
    (4)  

) هايعبارت توان نامساوي زیر را براي دوحال تحت ایستایی فرایند می ) p
t tE boX e− −2   و 1

( ) p
tE aoX  نشان داد 2−

( ) ( )  ,       .  p pp p p p p
t t p p p t p pE boX e b n E aoX a nµ− − −≤ ≤2 1 2 

  ) داریم:4بنابراین با جایگذاري معادلات بالا در ( 
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( ) ( )
( )

 
 

p
pp

t p p p p
p p p

E X
a b
ϕ µ

ϕ µ

−
≤

− +

1
1 2

  

  □شود. و اثبات کامل می

 باشندصورت زیر میمیانگین شرطی فرایند به 1-2گزاره 

( ) ( ) ( )| ,t t tE X t a be Xϕ ϕ µ+ −= + + −1 1 1                                              (5)  
, ,k =1 2 …  و براي 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )|   ,
kk i

t k t
i

E X t a b X a bϕ µ ϕ µ ϕ µ
−

+
=

= + + − +∑
1

2
1

1

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) |   ,|
kk i

t k t
i

E X t a b E X t a bϕ µ ϕ µ ϕ µ
−

+ + +
=

= + + − +∑
1

2 1 1
1

1  

.)که در آن  | )E t  تولیدشدهامید شرطی نسبت به سیگما میدان e
tF هاي تصادفی متغیر توسط

se،s t≤ است. 

  ست. اپذیرامکانحتی اربهشرطی هاي میانگین محاسبه .نبرها

 استزیر  صورتبهفرایند ام -kمیانگین توان دوم شرطی مرتبه  2-2گزاره 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) 

|  |

  

   | ,  s  

k

t k t
k

i

i
k

i

t k i
i

E X t a b b E X t

a b b

a b b E X t k

ϕ µ σ

ϕ µ σ ϕ µ σ

ϕ α βµ ϕ µ σ

 
  

+

 
   −

=
 
   −

+ −
=

 = + + 

 + − + + + 

 + + + + = 

∑

∑

2 22 2 2 2

2 122 2 2 2

1

2 12 2 2
2

1

1

2

 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) 

|  |

  

   | ,  s  

k

t k t
k

i

i
k

i

t k i
i

E X t a b b E X t

a b b

a b b E X t k

ϕ µ σ

ϕ µ σ ϕ µ σ

ϕ α βµ ϕ µ σ

 
  

+ +

 
   −

=
 
   −

+ −
=

 = + + 

 + − + + + 

 + + + + = + 

∑

∑

2 22 2 2 2
1

2 122 2 2 2

1

2 12 2 2
2

1

1

2 1

(6) 

              ،یمدار یندافر دوم انمیانگین شرطی توي ابر .نبرها
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( ) ( ) ( ) ( )( )|   ,   t t t t tE X t a b e X e Xϕ ϕ α β ϕ µ σ+ − −= + + + + − +22 2 2 2
1 1 1 1  

( ) ( ) ( ) ( )( )|    ,t t tE X t a b b X Xϕ µ σ ϕ α βµ ϕ µ σ+
 = + + + + + − + 

22 2 2 2 2 2
2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )|  |  |  , t t tE X t a b b E X t E X tϕ µ σ ϕ α βµ ϕ µ σ+ + +
 = + + + + + − + 

22 2 2 2 2 2
3 1 1 1  

  داریم، استقرااستفاده از اصل  با و

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

 |  |

                    |  ,

t k t k

t k

E X t a b b E X t

E X t

ϕ µ σ

ϕ α β µ ϕ µ σ

+ + −

+ −

 = + + 

+ + + − +

22 2 2 2
2

2 2
2 1

 

  □شود. مرتبه نتیجه حاصل می kو با تکرار 

  ) داریم6) و (5با توجه به روابط ( 1-2فرع 

( ) ( ) ( ) ( ) lim | ,   lim | .t k t t k tk k
E X t E X E X t E X+ +→∞ →∞

= =2 2 

}تابع خودکواریانس فرایند  2-2 هیقض } tX استزیر  صورتبه 

)7(                                           ( ) ( ) ( )
( )

, t
X

bE X
a b

ϕ ϕ σ
γ

ϕ µ
−

=
− +

211 1   

)8(                                                  ( ) ( ) ( ) 
 ,  , ,

h
X Xh a b hγ ϕ µ γ=  +  = … 2 0 1 2

( ) ( ) ( ) 
 .

h
X Xh a bγ ϕ µ γ+ =  +  2 1 1  

)براي تعیین  برهان. )Xγ )ابتدا عبارت  1 ) t tE X X   شود،صورت زیر بیان میبه 1+

( ) ( ) ( ) ( ) ( )         t t t t t t t tE X X E X aE X X bE X X eϕ µ ϕ+ − −= − +  +  1 1 11                 (9) 

)با اندکی محاسبات ساده عبارت   ) t t tE X X e−   شود،صورت زیر نتیجه میبه 1

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

 

     [   ]
t t t

t t t t t t

E X X e

E X aE X X bE X eXϕ µ σ ϕ µ

−

− − − − − −= − + + +

1
2 2

1 1 2 1 2 11
 

)با توجه به خاصیت ایستایی اکید فرایند و   ) ( )  t t t t t tE X X e E X X e− − − −=1 1 2   نتیجه 1

   شودمی
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( )
( ) ( )( ) ( )          

 
  

t t t
t t t

a E X X E X
E X X e

b
ϕ µ ϕ µ σ

ϕ µ
− − −

−

+ − +
=

−

2 2
1 2 1

1
1

1  

  ایستایی فرآیند داریم) و خاصیت 9با جایگذاري عبارت بالا در معادله (

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )   .t t tE X X a b E X bϕ µ ϕ µ ϕ ϕ σ+  − + = − + − 
2

1 1 1 1  

)ام، hبه همین ترتیب براي تعیین تابع خودکواریانس مرتبه  ) X hγ :خواهیم داشت  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )        t t h t t t h t t h t hE X X E X a E X X bE X X eϕ µ ϕ+ + − + − + −= − +  +  2 2 11  

tطبق خاصیت استقلال  he + tاز  1− hX +   داریم: tXو  2−
( ) ( ) ( ) ( ) ( )      t t h t t t hE X X E X a b E X Xϕ µ ϕ µ+ + −= − + + 21  

  و
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    X t X t th E X a b h E X E Xγ ϕ µ ϕ µ γ = − + + − + − 

2 21 2  

  ازآنجاکه

( ) ( ) ( ) ( )  t tE X a b E Xϕ µ ϕ µ− +  + −  = 
21 1 0 

  □شود. اثبات کامل می

  سازيشبیهو  یابیبرآورد -3

 مدل يبرآورد پارامترها نیدارد، بنابرا یآن بستگ يمدل به پارامترها يهایژگیاز و ياریبس
)مدل  يبه برآورد پارامترها بخش، نی. در ااستمهم  اریبس ),  ,  , M P TIN BL 2 0 2  دو توسط 1

 دو ،شدهسازيشبیه يهااستفاده از داده باو  میپردازیم یمربعات شرط نیکمتر کر ووالیوروش 
ساز قعملگر رقی ،سازيلازم به ذکر است که در شبیه. میینمایم سهیمقا باهمرا  یابیروش برآورد
}اي و توزیع دوجمله } te پواسن( ) P λ  است. شدهگرفتهدر نظر  

  کر والیوروش  3-1

a, , ,پارامترهاي مجهول  (YW) واکریولبرآوردگر  b λ ϕ  شتاورهاي مرتبه گ قرار دادنبا مساوي
 ، )X(اينمونهمیانگین با  )8( و) 7( ،)3( ،)2(دوم و تابع خودکواریانس فرایند در روابط  ،اول

)اينمونهتابع خودهمبستگی و  )X2(ايگشتاور مرتبه دوم نمونه ( )  ˆ )X hγ  از حل معادلات زیر
  گردندمحاسبه می
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( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ

  
,

ˆˆ ˆˆ  ˆ

X

X

a b X
a b b

ϕ λ λ ϕ α βλγ
ϕ λ

γ ϕ λ λ

− + + +
+ = =

 − + +  

2
2

2 2

12
0 1

 

( )
( )

( )ˆˆ ˆˆˆ
ˆ ˆ

,  
ˆ

,
ˆ

XX b
Xa b

ϕ λ γ
ϕ

ϕ λ

−
= =

− +
2

1 1
1

 

 یمربعات شرط نیکمترروش  3-2

)ي پارامترها (CLS)ی مربعات شرط نیبرآوردگر کمتر ), , ,a bϑ λ ϕ=،  مینیمم کردن از طریق
  آید،تابع زیر به دست می

( ) ( ) ( )( ) ( )|
n n

t t t t t t
t t

tQ X E X X aX bX eϑ ϕ ϕ ϕ λ− − −
= =

− == − − − − −∑ ∑
22

2 2 1
1 1

11  

tکه در آن  t t t
t

X aX bX ee ϕ ϕ
ϕ

− − −− −
=

−
2 2 1

1
)شود. مینیمم کردن تابع تعریف می  ) Q ϑ  با

  شود،نیوتن رافسون انجام می الگوریتماستفاده از 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )j j j jS Gϑ ϑ ϑ ϑ+ −= −1 1  

  شوندزیر ارائه می صورتبهبردار گرادیانت و ماتریس هسیان هستند که SوGکه در آن

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

    

    
 , , , ,  

 
    

    

Q Q Q Q
a a b a a

Q Q Q Q
b a b b Q Q Q QS G

a bQ Q Q Q
a b

Q Q Q Q

b

a b

λ ϕ

λ ϕ
λ ϕ

λ λ λ λ ϕ

ϕ ϕ ϕ λ ϕ

 ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ = =    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

)مشتقات جزئی تابع  توانمی teبا استفاده از تعریف  بنابراین ) Q ϑ صورت به پارامترها به نسبت
  آورد  به دستزیر 

( )( ) ,
  

n
t

t t t
t

eQ X bX e
a a

ϕ ϕ ϕ λ−
− −

=

∂∂  = − − − − ∂ ∂ 
∑ 1

2 2
3

2 1  



  ، مهرناز محمدپورسکینه رمضانی                                        223

( )( ) ,
  

n
t

t t t t
t

eQ X e bX e
b b

ϕ ϕ ϕ λ−
− − −

=

∂∂  = − − − − ∂ ∂ 
∑ 1

2 1 2
3

2 1  

( ) ( )( ) ,
  

n
t

t t
t

eQ X eϕ ϕ ϕ λ
λ λ

−
−

=

∂∂  = − − − − − ∂ ∂ 
∑ 1

2
3

2 1 1  

( )( )
  

n
t

t t t t t
t

eQ aX bX e bX eλ ϕ ϕ λ
ϕ ϕ

−
− − − −

=

∂ ∂
= − − + − − − ∂ ∂ 

∑ 1
2 2 1 2

3
2 1  

  که در آن

( )
 

 

t
t t t t t

t

eaX bX e bX e
e

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

−
− − − −

∂
− − − +

∂ ∂=
∂ −

1
2 2 1 2

1  

( ) ( )
   , .

  

t t
t t t t t

t t

e eX bX X e bXe ea b
a b

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −
− − − − −

∂ ∂
− − − −∂ ∂∂ ∂= =

∂ − ∂ −

1 1
2 2 2 1 2

1 1
 

 توان مشتقات جزئی مرتبه دومراحتی میبه
 i j

Q
ϑ ϑ
∂

∂ ∂

2

هاي عبارت کهازآنجاییرا نیز تعیین نمود.  

e1  وe بدون  ،]17[هاي موجود در سوبا رائو چنین به خاطر بحثتوان محاسبه کرد و همرا نمی 2

eتوان شروط کاسته شود می مسئلهاینکه از کلیت  e= =2 1 و  1
  

2

0t

i i j

e Q
ϑ ϑ ϑ

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
را اعمال  

کمترین  هاي روشالگوریتم نیوتن رافسون نیاز به مقادیر اولیه دارد که با استفاده از برآوردگر .کرد
)هاي مدلمربعات شرطی پارامتر )MPTINAR آید. با تکرار مراحل تا زمانی که به دست می 2

) برسد یعنی 310−خطاي دو مرحله متوالی به کمتر از  ) ( )1 310n n
i iϑ ϑ+ −−   یابد. روند ادامه می ≥

هاي توزیع مجانبی برآوردگر  ،]18[کیب توان با استفاده از نتایج فریلند و مکچنین میهم
براي این منظور ابتدا  .محاسبه کرد کمترین مربعات شرطی را

( ),  ,  ,a bH H H H Hλ ϕ= کنیم به این صورت تعریف می 

( )( ) ,
 
t

a t t t
eH X bX e

a
ϕ ϕ ϕ λ−

− −

∂ = − − − − ∂ 
1

2 2 1  

( )( ) ,
 
t

b t t t t
eH X e bX e
b

ϕ ϕ ϕ λ−
− − −

∂ = − − − − ∂ 
1

2 1 2 1  
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( ) ( )( ) ,
 
t

t t
eH X eλ ϕ ϕ ϕ λ
λ
−

−

∂ = − − − − − ∂ 
1

21 1  

( )( ) ,
 
t

t t t t t
eH aX bX e bX eϕ λ ϕ ϕ λ
ϕ

−
− − − −

∂ 
= − − + − − − ∂ 

1
2 2 1 2 1  

, چنینهم ,a bH H H λ∂ ∂ Hو  ∂ ϕ∂  مشتقات جزئی مرتبه اول از  عنوانبهراH  نسبت به بردار
هاي کمترین مربعات شرطی داراي کنیم. با استفاده از مفاهیم بالا، برآوردگرمی تعریفپارامترها 

 باشندزیر می صورتبهتوزیع مجانبی نرمال 

( ) ( )  ~  ,ˆ    10 Tn M VMϑ ϑ − −−  

)که در آن  ) ( )
, ,

,. .  
i j i ji j i j

M E H H V E H Hϑ ϑ ϑ ϑ
= =

   = ∂ ∂ =   
4 4

1 1
  شوند.تعریف می 

 سازيشبیه -3-3

مربعات  نیکمتر و کروالیوروش  دوعملکرد  سهیمقا يبرا سازيشبیهمطالعه  کیبخش،  نیدر ا
) پارامترهاي مدل برآوردی براي شرط ), , ,   M P TINBL 2 0 2  ،. براي این منظورشده استانجام 1
)هاي مختلفی نمونه )n ایم. جدول کرده سازيشبیهاز فرایند  5000 و 1000 ،100 هاياندازه با

 جدولبر اساس دهد. نشان می سازيشبیهبار  500اریبی و میانگین مربعات خطا را بر اساس  1
 برآوردگرهايحجم نمونه  شیبا افزا نی. همچنباشندیپارامتر همگرا م ی، برآوردها به مقدار واقع1

شود. از طرفی زمانی که فضاي پارامتر واکر به مقادیر اصلی زودتر همگرا میحاصل از روش یول
  .شودبدتر می  CLSشود کارایی روشمی ترنزدیکایستایی  اکیداًبه مرز شرط 

 قعیوا دادهنتایج  -4

)یند ایی فرراکا ،ین بخشا در ), , ,   M P TINBL 2 0 2 دو  توسط  ،قعیوا داده سازيمدل دررا  1
 جرائماز  شدهگزارشتعداد کلی  ،شدهگرفته. داده اول در نظر دهیممی ارقر موردبررسی دادهي سر

امین ایستگاه پلیس پترزبورگ -21در  2001 تا 1990تجاوز و سرقت و ... که از سال  آمیزخشونت
امین ایستگاه پلیس -1306در  شدهگزارش سرقتتعداد  ،چنین داده دوم. هماستدر روسیه 
 (http://www.forecasting principles.com) تیها در ساداده نیا. استپترزبورگ 

  . اندشدهارائه

  

http://www.forecasting


  ، مهرناز محمدپورسکینه رمضانی                                        225

) برآورد پارامترهاي مدل سازيشبیه: نتایج )1( جدول ), , ,   2 0 2 1MPTINBL بر اساس اریبی و میانگین مربعات خطا در پرانتز  

n  
CLSϕ  CLSλ  CLSb  C LSa  YWϕ  YWλ  YWb  YWa  

)1/0,1,08/0,2/0(( , , , )a b λ ϕ =  
100  )007/0(008/0-  )018/0(041/0-  )082/0(173/0  )077/0(132/0  )025/0(122/0  )031/0(112/0  )012/0(041/0  )031/0(051/0  

1000  )008/0(004/0    )015/0(004/0-  )021/0(064/0-  )038/0(051/0  )003/0(022/0  )003/0(022/0  )011/0(052/  )026/0(032/0  
5000  )001/0(005/0-  )002/0(002/0  )004/0(002/0  )016/0(028/0  )000/0(008/  )000/0(005/0  )009/0(033/0  )012/0(000/  

)1/0,2,05/0,3/0(( , , , )a b λ ϕ =   
100  )013/0(005/0-  )046/0(095/0-  )065/0(141/0  )077/0(074/0  )014/0(095/0  )051/0(107/0  )005/0(032/0  )038/0(000/0  

1000  )007/0(013/0  )021/0(031/0-  )058/0(043/0  )028/0(005/0  )002/0(016/0  )005/0(013/0  )005/0(032/0  )022/0(000/0  
5000  )000/0(004/0-  )002/0(003/0-  )033/0(009/0  )014/0(025/0  )000/0(004/0-  )005/0(004/0-  )005/0(016/0  )012/0(025/0  

)3/0,3,05/0,6/0(( , , , )a b λ ϕ =   
100  )112/0(161/0  )54/35(885/1  )023/0(041/0  )062/0(092/0  )001/0(017/0  )051/0(023/0  )005/0(028/0    )051/0(126/0-  

1000  )041/0(094/0  )41/9(975/0  )006/0(023/0-  )035/0(011/0-  )002/0(007/0-  )014/0(000/0  )002/0(003/0-  )008/0(012/0  
5000  )012/0(021/0  )75/0(182/0  )007/0(038/0  )036/0(010/0  )000/0(012/0    )005/0(001/0  )001/0(021/0-  )001/0(014/0  

)2/0,1,1/0,7/0(( , , , )a b λ ϕ =   
100  )022/0(002/0  )006/0(021/0  )024/0(008/0-  )004/0(021/0  )033/0(055/0  )011/0(081/0  )111/0(015/0-    )006/0(132/0  

1000  )019/0(012/0    )004/0(033/0  )006/0(056/0-  )003/0(032/0  )009/0(032/0  )003/0(044/0  )004/0 (052/0-  )002/0(052/0-  
5000  )019/0(015/0  )005/0(022/0  )017/0(069/0-  )004/0(044/0  )005/0(032/0  )000/0(041/0  )003/0 (061/0-  )002/0(049/0-  

)8/0,4,005/0,9/0(( , , , )a b λ ϕ =   
100  )007/0(059/0  )81/16(081/2  )001/0(006/0  )023/0(071/0-  )009/0(045/0-  )984/4(451/1-  )000/0(014/0    )012/0(067/0-  

1000  )001/0(007/0  )581/0(291/0  )000/0(002/0-  )004/0(009/0-  )001/0(016/0-  )192/0(276/0-    )000/0(006/0  )000/0(005/0-  
5000  )002/0(007/0-  )571/0(222/0  )000/0(003/0-  )005/0(022/0  )000/0(013/0-  )135/0(021/0-  )000/0(004/0  )000/0(002/0  
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 21 سرقت داده يانمونه یجزئ یو تابع خودهمبستگ یتابع خودهمبستگ ،يانمونه ریمس :)1( شکل

   امین ایستگاه پلیس

 2و  1ل فوق در شک يهاداده جزئی خودهمبستگیتابع و  یتابع خودهمبستگ ،يانمونه ریمس
 يبرا دوممرتبه  ویمدل اتورگرس طیکه شرا شودیمشاهده م 2و  1 شکل. از است شدهداده شینما
اي همدل فرآیند خودهمبستگی جزئیو  یتابع خودهمبستگ کهازآنجایی. ها برقرار استداده نیا

-توان بر وجود فرآیندمی 2و  1هاي با مشاهده شکلاست بنابراین  ویمدل اتورگرسدوخطی شبیه 
ی کیتوسط آزمون د زین هاداده ییستایابراي رفع این مسئله ابتدا  هاي دوخطی تردید کرد.

 غیرخطیآزمون  گر،ید ياز سو شده است. تائید 025/0و  01/0برابر  مقدارهاي-Pبا  1فلرافزایشی
                                                                                                                                          
1- Augmented Dickey-Fuller test   
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ها را در مقابل مدل بودن داده غیرخطی 00025/0و  0014/0برابر  مقدارهاي -Pبا  1کینان
پارامترهاي مدل برازش  YWبرآورد  ،2جدول  است.کرده  تائیددوم مرتبه  ویاتورگرسخطی 
) شدهداده ), , ,   2 0 2 1M PT IN BL دهد. را نشان می  

)برآورد گشتاوري پارامترهاي مدل : )2(جدول  ), , ,   MP TINBL 2 0 2  1306و  21هاي حاصل از داده 1
  امین ایستگاه پلیس پترزبورگ

a  ایستگاه  b λ ϕ 
  39/0  34/2  072/0  51/0  امین ایستگاه-21

  64/0  81/4  029/0  32/0  امین ایستگاه- 1306

  بینیپیش 4-1

-يسر وتحلیلتجزیه درمباحث  ترینمهم ازکه یکی  بینیپیش مسئلهسی رین قسمت به برار د
ي ابر لمعمو روشیک مید شرطی ا ،که گفته شد رطونهما. یمدازپرمی ،ستامانی زي ها

میانگین  گام به جلو از طریق kبینیپیش. است سري زمانیي هادادهمیانگین  ارمقد بینیپیش
  گردد صورت زیر محاسبه میشرطی به

( ) ( )

( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ .

,t t t

t k t k

X a be X

X a b X

ϕ ϕ λ

ϕ λ ϕ λ

+ −

+ + −

= + + −

= − + +

1 1

2

1

1
 

)که در آن  )
( )

ˆˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ
t t t

t

X a be X
e

ϕ

ϕ
− −− +

=
−

1 2

1
ˆ, ,و   ˆ ,ˆ  ˆa b λ ϕ پارامترها میواکر برآوردگرهاي یول-

  باشند.

)لمد بینیپیش ناییاتو و کفایت سیربر جهت ), , ,   MP TINBL 2 0 2 هاي واقعی، براي سري داده 1
  است. شدهگزارش 3گام به جلو در جدول  10 بینیپیش

  گیريبحث و نتیجه -5

 .است شدهپرداختهها مقدار جدید به برازش آن به دادهگسسته  غیرخطی مدلارائه یک  با
 با استفاده آنهاعملکرد  و برآورد یمربعات شرط نیکمتر واکر وولیبا دو روش  مدلارامترهاي پ

 ياست. بر پایه قرارگرفته موردمطالعهبراساس اریبی و میانگین مربعات خطا  سازيشبیهاز 
                                                                                                                                          
1- Keenan test  
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 يترسریعواکر همگرایی روش یولحجم نمونه  شیبا افزا مشاهده شد که ،يسازهیشب اتمطالع
 کیداًادارد. از طرفی زمانی که فضاي پارامتر به مرز شرط  یمربعات شرط نیکمترنسبت به روش 

. این موضوع توسط شودبدتر می یمربعات شرط نیکمتر شود کارایی روشمی ترنزدیکایستایی 
ز لذا در تحلیل و آنالی .شد تائیدپیوسته کلاسیک دو خطی نیز  هايمدلبراي  ]19[برون و هس 

کارایی فرایند . شودمیپیشنهاد  مدلاین  يبرآورد پارامترهابراي  واکرولیروش هاي واقعی داده
  .است شدهیبررسبیش پراکنده  توسط یک سري داده واقعی هادادهدر برازش 

 

 

سرقت  دادهي انمونه یجزئ یو تابع خودهمبستگ یتابع خودهمبستگ ،يانمونه ریمس ):2( شکل
  امین ایستگاه پلیس 1306

  

0 20 40 60 80 100 120 140

0
2

4
6

8
10

t

x$
V1

5 10 15 20

-0
.1

0.
0

0.
1

0.
2

Series Burglary

Lag

AC
F

5 10 15 20

-0
.1

0.
0

0.
1

0.
2

Lag

Pa
rti

al
 A

C
F

Series  Burglary



  ، مهرناز محمدپورسکینه رمضانی                                        229

  امین ایستگاه پلیس پترزبورگ 1306و  21هاي گام به جلو حاصل از داده k بینیپیش ):3(جدول 

k 21 ایستگاه 1306 ایستگاه  
1  170/5  708/1  
2  024/5  957/1  
3  561/4  879/1  
4  524/4  946/1  
5  406/4  925/1  
6  397/4  943/1  
7  367/4  937/1  
8  365/4  942/1  
9  357/4  941/1  

10  356/4  942/1  
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Abstract 
In this paper, we introduce a new integer valued bilinear modeling based on 
the Pegram and thinning operators. Some statistical properties of the model 
are discussed. The model parameters are estimated by the conditional least 
square and Yule-Walker methods. By a simulation, the performances of the 
two estimation methods are studied. Finally, the efficiency of the proposed 
model is investigated by applying it on two real data sets. 

Keywords: Conditional least square, Thinning operator, Pegram operator, 
Integer-valued bilinear model. 
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