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 مقدمه -1

هاي آماري است. دیدگاه مورد پذیرش در انتخاب نديبانتخاب مدل یکی از مسائل بنیادي در مدل
ترین مدل از نقطه نظر پیشگویی است. معمولاً سودمندي یک مدل مدل، یافتن سودمند

نشده سنجیده  یابی نقاط مشاهدهي توانایی آن در پیشگویی مقادیر آینده یا درونوسیلهبه
ی پیشگویی توانای ،بندي نیستسائل مدلشود. با اینکه پیشگویی مهمترین قسمت مربوط به ممی

 بنابراین یافتن ؛یک سنجش طبیعی براي فهمیدن این است که آیا مدل مناسب است یا خیر
  هاي آماري است.بنديبهترین مدل از دیدگاه پیشگویی یکی از ملزومات مدل

 اشندب دراختیار ستنی یکسان هاآن پارامتري بردار ابعاد لزوماً که هامدل از ايمجموعه فرض کنید
 نهمچنی. دارند هاداده روي بر را برازش بهترین هاآن از یک کدام گیري کنیمتصمیم بخواهیم و

 تک هب تک صورتبه هاآن با پاسخ که کرد انتخاب توانمی کمکی متغیر چند پاسخ متغیر براي
 ؛است رویت ابلق جزئی همبستگی کمکی متغیرهاي مابقی حضور در اینکه یا و دارد وابستگی
 ترینمناسب که ايگونهاست به ممکن هايتمام مدل میان از هدف، انتخاب یک مدل بنابراین
 يئلهمس شرایطی چنین در. باشد داشته بهینه کمکی متغیرهاي انتخاب به توجه با را عملکرد
  .شودمی مطرح متغیر انتخاب و مدل انتخاب

 یکبهیکترجیحاً به کمک اعتبارسنجی با حذف ي توانایی پیشگویی انتخاب مدل بر پایه
)CV-LOO1( ]1و یا معیار اطلاع پرکاربرد [ )WIAC2 (]2ها شود. هردوي این] انجام می
نااریب براي توانایی پیشگویی یک مدل داده طور تقریبی به برآوردهايي دهنده ارائه عنوانبه

 توان بهمیشگویی نیز با توابع زیان مختلف معیارهاي دیگر پی ياز جملهاند. شناخته شده ،شده
، 4هاي مختلف بر مبناي توان دوم خطاي پیشگویی [] و اندازهDIC3 (]3( معیار اطلاع کیبش

چیده هاي پیهاي بیزي به دلیل بهره بردن از الگوریتمدر گذشته استفاده از روش .اشاره کرد] 6، 5
د؛ اما در قرن بیست و یکم پیشرفت تکنولوژي و براي رسیدن به نتیجه، سخت و بعضاً ناممکن بو

به همین  است؛ هها را با دقت بالاتري ممکن کردسازي این الگوریتمافزارهاي کاربردي پیادهنرم
 مسائل در .هاي اخیر هستیمهاي بیزي در سالدلیل شاهد افزایش روز افزون استفاده از روش

 وزیعت همان که بوده پسین پیشگوي توزیع بیز، نظریه از برآمده کلیدي کمیت پیشگویی،
  .موجود براي برازش مدل است هايداده شرطبه بنديمشاهدات استفاده نشده در مدل

روش ماکسیمم احتمال پسین  ،بیزي براي انتخاب یک مدل ادبیات یک روش نسبتاً مطلوب در
این روش،  در دلکه استفاده از یک پیشین یکنواخت بر روي فضاي م نشان دادند] 7[ .است

                                                                                                                                          
1- Leave-One Out Cross-Validation  
2- Widely Applicable Information Criterion 
3- Deviance Information Criterion 
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ي انتخاب متغیرهاي دهد. همچنین در زمینهاي را نتیجه میدرستنمایی حاشیه سازيبیشینه
صورت تفصیلی در ] به9] و [8[ .گیرنداي نیز مورد استفاده قرار میهاي حاشیهتبیینی، احتمال

ابی بیزي و ارزیهاي بسیاري براي انتخاب مدل پیشگوي روشتاکنون اند. این مورد فعالیت کرده
  پرداخته است هاآنبه مقایسه عملکرد  ]10[که  آن ارائه شده

در این مقاله، به دنبال آن هستیم که عملکرد روش ماکسیمم احتمال پسین در انتخاب مدل را 
 ور،به این منظ گرا (توزیع پیشین تخت) و مورد سنجش و ارزیابی قرار دهیم.هاي فراوانیدر حالت
 توانایی پیشگویی مدل شعنوان رویکردي براي سنجبهرا آن  برآوردوبیت مدل و ، مطل2در بخش 
 برآورد. همچنین نقصانی در ایمدر نظر گرفتههاي انتخاب مدل، ي عملکرد روشو مقایسه

 برآوردبرازش مطرح شده است که وجود آن باعث غیرقابل اعتماد بودن مطلوبیت به نام بیش
 .]10[ شودمطلوبیت می

عنوان روش انتخاب مدل مورد استفاده در این ، روش ماکسیمم احتمال پسین، به3بخش  در 
. خواهد شد استفادهمدل استاندارد گاوسی براي مطالعات تحلیلی و عددي از و  شده مقاله مطرح
صورت هبراساس توزیع پسین بردار ضرایب رگرسیونی بمدل برآوردي براي مطلوبیت همچنین، 

سازي، عملکرد روش ماکسیمم ي شبیهمطالعه ، به کمک4. در بخش هد شدارائه خوا جبري
 هايدر رهیافت MSEي تعداد متغیرهاي کمکی انتخاب شده، مطلوبیت وبرپایه احتمال پسین

 زهاي واقعی نیز با استفاده ا، یک مجموعه از دادهعلاوهبه. شد گرا و بیزي مقایسه خواهدفراوانی
و  گیري. در انتها نتیجهخواهد گرفت، مورد تحلیل و بررسی قرار پسین روش ماکسیمم احتمال

  شود.ارائه می هاپیشنهاد

 هاي مدلمطلوبیت معیاري براي مقایسه -2

 ارهايمعی) مدل یکی از گوییسنجش عملکرد (توانایی پیش، که در بخش اول گفته شد طورهمان
ي یکی از ابزارهاي مقایسه مدل 1ي مطلوبیتهاست. محاسبهمدلمناسب بودن  مورد قضاوت در

ي عملکرد دو روش در تواند معیاري براي مقایسههاست. از دیگر سو، مطلوبیت مدل میمدل
 دنظرمعنوان روش بهتر تواند بهانتخاب مدل باشد و روشی که مطلوبیت بالاتري داشته باشد می

بینی احتمال، توابع امتیاز لگاریتمی و تابع ر مسائل پیشقرار گیرد. توابع مطلوبیت مناسب د
  .صورت تفصیلی بررسی شده است] به12و [ ]11توسط [ هاآنیکی هستند که خواص -صفر

                                                                                                                                          
1- Utility 
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 مطلوبیت لگاریتمی -2-1

 ارزیابی یمطلوبیت لگاریتمتوانایی پیشگویی مدل در قالب تابعی لگاریتمی از مطلوبیت به نام 
استفاده از تابع  ،Mيي غالب از توزیع پیشگویی مدل نامزد شدهفادهیک است .]14[د شومی

 :صورت زیر استمطلوبیت به

)1                                     (( , ) = ln ( , )u M y p y D M% % 

 دلمهاي مورد استفاده در برازش ي دادهمجموعه D وهاي مشاهده نشده پاسخ %y که در آن 
M .ازآنجاکه استy%پس است، نامعلوم( , )u M y% توان از امید بنابراین می ؛نیست محاسبهقابل

 صورتها بهریاضی آن نسبت به توزیع داده

)2        (              ( ) = [ln ( , )] = ( ) ln ( , )
R

u M E p y D M p y p y D M dy∫% % % % 

) استفاده کرد که در آن )p y% ها است. با توجه به آنچه گفته شد ي توزیع تولید دادهنشان دهنده
)معرفی کرد.  M ي عملکرد پیشگویی مدلیافتهتعمیممطلوبیت  عنوانبهتوان را می )2( )p y% 

برخی موارد در دسترس نیست و در صورت در دسترس بودن نیز در بسیاري موارد عبارت  در
 يمسئله، بنابراین ؛ممکن نیستصورت تحلیلی ي انتگرال بهداخل انتگرال پیچیده بود و محاسبه

ي دو مدل، در مقایسه. شودها مطرح میي مدلملاکی براي مقایسه عنوانبه) 2(معیار  برآورد
 يسئلهمدر بدیهی است شود. مدلی با مطلوبیت بیشتر داراي عملکرد بهتري در نظر گرفته می

 ].10[ تواند انتخاب شودمدلی با مطلوبیت بیشتر میهاي کاندید، انتخاب مدل از میان تمام مدل

 یافتهتعمیممطلوبیت  برآورد -2-2

شامل مشاهداتی از  X و ماتریس Y متشکل از بردار مشاهداتی از متغیر پاسخ( D فرض کنید
برازش داده  هاآن بر M باشد که مدل 1هاي آموزشیمتغیرهاي کمکی متناظر) مجموعه داده

* شده است. همچنین * *
1= ( ,..., )% % % ny y yو*X هایی که توانایی داده( 2هاي آزمونمجموعه داده

 رآوردب منظوربهکنند) را تشکیل دهند. با این مفروضات، ارزیابی می هاآنپیشگویی مدل را با 
 صورترا به )MLPD3 (] میانگین لگاریتم چگالی پیشگو10، [یافتهتعمیممطلوبیت 

)3                        (( ) ,* *

=1

1( ) = ( , , )∑
%

%
%

n

i i
i

MLPD M ln P y x D M
n

 

                                                                                                                                          
1- Training Data  
2- Test Data   
3- Mean of Logarithm of Predictive Density  
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* ارائه کردند که در آن 
ix سطر iام ماتریس *X ) شود که گونه برداشت می) این3است. از

ي همحاسب منظوربهکارلویی از توزیع پسین مدل (مونت هايرا براساس تقریب برآورد] این 10[
)ي یک تقریب برا )u M (مقدار  ،برآورداند. با این توضیح که براي محاسبه این کرده ارائه

ته گیري وابسهاي نمونهرا در چگالی پسین تقریب زده شده توسط الگوریتم موردنظرمشاهدات 
ارلویی (مانند روش گیبز) قرار داده و سپس میانگین لگاریتم مقادیر چگالی کهاي مونتبه روش

 د.کنناستفاده می )2( یافتهتعمیمعنوان تقریبی از مطلوبیت هرا ب آمدهدستبه

 زشابربیش -2-3

]، 11اعتبارسنجی [. مطلوبیت در نظر گرفته شوند برآوردتوانند براي هاي زیادي میروش
MLPD  برازش که حاصل از واریانس زیاد به نام بیش مفهومی. در این بخش به معرفی ... و
اشاره خواهیم کرد. در ، شودمطلوبیت می برآوردهايبوده و باعث نقصان در عملکرد  برآوردگر

مطلوبیت ممکن است منجر به انتخاب مدلی شود که  برآوردسازي حضور واریانس بالا بیشینه
 برآوردهاي ي انتخاب مدل نابهینه در روش. به پدیدهباشدداري از مدل بهینه دور رت معنیصوبه

ه این توان گفت کشود. میدر انتخاب مدل گفته می برازشبیشمطلوبیت به دلیل واریانس بالا، 
رود که مدل انتخاب شده بنابراین انتظار می، شودمطلوبیت می برآوردپدیده باعث نقصان در 

  ود.] مراجعه ش13لوبیتی نابهینه داشته باشد. براي مشاهده مثال و توضیحات بیشتر به [مط

 موردبررسینتخاب مدل اروش  -3

 را بررسی هاآن] 14هاي مختلفی وجود دارند که [در مسائل انتخاب مدل رویکردها و دیدگاه
 1هايمدل ي زیرمجموعهشود که در آن هایی میروشها مربوط به یکی از این دیدگاهاند. کرده

شود) متناهی است و فرض آغاز و به مدل کامل ختم می مبدأممکن (از مدلی تنها شامل عرض از 
مدل درست تولید داده باشد. روش ماکسیمم احتمال پسین  موردنظرهاي کنیم یکی از مدلمی
  .گیردما در این مقاله است؛ در این دسته جاي می موردنظرکه 

 حتمال پسینامدل به روش ماکسیمم نتخاب ا -3-1

هاي مدل مورد استفاده براي توصیف عدم قطعیت با توجه به مشخصه کاريبیزي راه رهیافت
}1=، موردنظرهاي یک فهرست جامع از مدل شرطبهکند. فراهم می }l l

LM  و توزیع بر روي فضاي
 توان نوشت:میمدل 

                                                                                                                                          
1- Sub-models 
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)4                      (              ( ) ( ) ( ),p M D p D M p M∝ 

 :صورتبه) BMA1( گیري مدل بیزيتوانند از طریق روش متوسطها میبنابراین پیشگویی 

,
=1

( ) = ( , ) ( )∑ l l
l

% %
L

p y D p y D M p M D 

ها است. از دیدگاه مدل واقعی تولید داده موردنظرهاي کنیم یکی از مدلدر اینجا فرض می 
 ماکسیمم احتمالرا بیشینه کند که به آن مدل ) 4(توان مدلی را انتخاب کرد که تخاب مدل میان

گوییم. در ادامه براي انتخاب متغیر و به دنبال آن انتخاب مدل براي احتمال می) 2MAP( پسین
 موردنظرت پسین حاصل مدل گیریم و با استفاده از احتمالادر نظر می این روش راها وقوع مدل

)تحت توزیع پیشین کنیم. را انتخاب می ) 1∝p M ،سازي تابع درستنمایی به بیشینه مسئله
 .گرا تقلیل خواهد یافتاي در روش فراوانیحاشیه

 موردبررسیمدل رگرسیونی  -3-2

 گاوسی استاندارد مدلهاي نظري و مطالعات عددي، تحلیل منظوربهدر این مقاله و 

)5                (                      
, , , ,Y X N X

N I

β σ β σ

β σ σ

∼

∼

2 2

2 2

( )

(0, ),
 

بردار  βماتریسی شامل متغیرهاي کمکی بوده، Xمتغیر پاسخ،  Y که در آنشود مطالعه می
 ي کسر کردنواسطهرا به مبدأواریانس نوفه و پارامتري ثابت است. عبارت عرض از  2σضرایب و 

 بنابراین بردار ضرایب رگرسیونی ؛گذاریمکنار می آن، از Xهايمقدار میانگین هریک از ستون
1 صورتبه) 5در مدل ( 2= ( , , ..., )β β β β p که است p در آن تعداد متغیرهاي کمکی است. 

 رداستانداي مدل گاوسی امطلوبیت بر برآورد -3-3

توان می، ] مطرح شد10ارائه شده توسط [ مطلوبیت برآوردي با توجه به آنچه در بخش دوم درباره
 جبريصورت بهرا ) 3(ي توان رابطهتوزیع پسین بردار ضرایب رگرسیونی میداشتن گفت که با 

 ي یک لم وکارلویی حساب کرد. در ادامه با ارائههاي مونتهایی مانند روشو نه به کمک تقریب
طلوبیت، م برآوردعنوان میانگین لگاریتم چگالی پیشگو را به جبريصورت ي بعد از آن، بهقضیه

                                                                                                                                          
1- Bayesian Model Averaging  
2- Maximum a Posteriori 
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ورت تقریب عددي محاسبه صد که تاکنون تنها بهبراي مدل گاوسی استاندارد ارائه خواهیم کر
 شده و مورد استفاده بوده است.

=1 فرض کنید -3,1لم  ,...,
%

ny y y و ×n pX هاي آموزشی براي برازش مدل گاوسی استانداردداده 
 ت:زیر اس صورتبه β باشد؛ آنگاه توزیع پسین بردار وزن )5(

2 2 1, , ( , )β σ β σ −∑
%

p p py X N∼ 

=1 که در آن  ( ) ( )β −+T T
p X X I X y و = ( )+∑ T

p
X X I. 

 :داریم β براي توزیع پیشین بردار مسئلهبراساس فرض  اثبات.

2 2
2

1(0, ) ( ) { ( )}2β σ π β σ β β
σ× ⇒ ∝ − T

p p pN I exp∼ 

 ت:توان نوشمی β همچنین براي توزیع پسین بردار
2 2 2|( , , ) ( , , ) ( )π β σ β σ π β σ∝

% %
y X f y X 

 بنابراین با توجه به توزیع مشاهدات حاصل از متغیر پاسخ
%
y توان نوشتمی:  

2
2 2

1 1|( , , .) { ( ) ( )} { ( )}2 2π β σ β β β β
σ σ

∝ − − − −
% % %

T Ty X exp y X y X exp 

توان نشان دادند که عبارت حاضر در توان را می) 3,41و  3,40هاي (فرمول ]15[ب فرمایر و کنای
 :نوشت βبردار زیر به فرم درجه دوم ازصورت به

( ) ( ) ( ) = ( ) ( )β β β β β β β β β β− − + − − + +∑ ∑
% % % %

T T T T T
p p p p

p p
y X y X y y 

 :داریم βدر نتیجه براي توزیع پسین بردار

( )

( )                     

T T T
p p p p p p

T
p p p

y X exp y y

exp

π β σ β β β β β β
σ

β β β β
σ

∝ − − ∑ − + + ∑

∝ − − ∑ −

2
2

2

1( , , ) { ( ) ( ) }2
1{ ( ) ( ) }2

% % % 

 :جه گرفتیتوان نتبنابراین می 

p p py X Nβ σ β σ −∑2 2 1, , ( , )
%

∼                                                W  



  252                      گاوسی مدل در کمکی متغیرهاي انتخاب مسئله بر تحلیلی

   
 

گیري از مفروضات و نتایج لم قبل که توزیع پسین بردار ضرایب مدل رگرسیونی را اکنون با بهره
 شودمیارائه  موردمطالعهمطلوبیت را براي  برآوردگذارد؛ در قالب یک قضیه، در اختیار می

* فرض کنید -3,2قضیه  * *
1= ( , ..., )%% % %ny y y و *

×%n pX هاي آزمون براي سنجش عملکرد مدلداده
 Mباشند. میانگین لگاریتم چگالی پیشگو MLPD براي مدلM صورتبه 

)6                          (,
n

i i i
i i

MLPD M y ln
n

µ γ
γ

− − +∑* * * 2
2

=1

1 1( ) = ( ( ) ( ))
%

%
% 

* شود که در آنمحاسبه می 
iµ در واقع iامین عضو بردار β pX 2 و

iγ عضو i ام قطر اصلی
Tماتریس

p
X X−∑ β (بردار است  1 pX و ماتریس 

p

−∑ هاي آموزشی ي دادهوسیلهاز لم قبل به 1
  ).انددست آمدهبه M براي برازش مدل

 :با توجه به حکم لم قبل داریم ثبات.ا

,posterior p p py X Nβ β σ β σ −∑2 2 1= , , ( , )
%

∼ 

*از طرفی  * *(Y ,D,M) =η β= posterior posteriorE X Xعنوان پیشگوي (خطی) مدلرا به
M کنیم. تعریف می*η  ترکیب خطی از یک توزیع نرمال است؛ پس خود نیز از توزیع نرمال

 صورتتبعیت خواهد کرد که میانگین و واریانس آن به
* * * *( ) = ( ) = ( ) =η β β βposterior posterior pE E X X E X 

 و
T T

posterior posterior pVar Var X X Var X X Xη β β σ −∑* * * * 2 1 *( ) = ( ) = ( ) = 

چند متغیره، خود توزیع نرمال تک متغیره خواهد شد  اي یک نرمالاز طرفی دیگر، توزیع حاشیه
کوواریانس -با میانگین و واریانسی متناظر با اعضاي بردار میانگین و قطر اصلی ماتریس واریانس

 گر:ي اصلی یا به عبارت دیتوزیع چند متغیره

( ) ( )T
i p pi ii

N X X Xη β σ −∑* * 2 * 1 *( , )∼ 

2γ و µi* را با هاآنتوان میانگین و واریانس می مسئلهکه مطابق فرض  i  رابطه نمایش داد. مطابق
η توابع چگالی )،3( *

i  ي گیریم. دربارهدر نظر می عنوان چگالی توزیع پیشگوي مدلبهها را
η ی پیشگو براي هرلچگا *

i داریم: 
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( )ln ln exp

                                    ln ln

i
i i i i

ii

i i i
i

P y x D M y

y

η
µ

γγ π

γ µ
γπ

 
− −  

 

− − − −

% % %

%

*
* * * * 2

2

* * 2
2

1 1|( , , ) = { ( ) }22
1 1= ( ) ( ) ( )22

 

 رآوردبمطلوبیت، مدلی با بیشینه  بررسی عملکرد مدل براساس يمسئلهدر  به این دلیل که 

ln عبارت ثابت بنابراین شود؛مطلوبیت انتخاب می 1( )
2π

در پاسخ نداشته و قابل  تأثیري 

و نگین لگاریتم چگالی پیشگدست آمده است؛ میاپوشی است. با توجه به آنچه تاکنون بهچشم
 د:شوصورت زیر نوشته میبراي مدل گاوسی استاندارد به

( )
                                                − − +

∑

∑

%

% %
%

%

*
* * *

=1

* * 2
2

=1

1( ) = ( , , )

1 1= ( ( ) ( )) W

i

n

i i
i

n

i i i
i i

MLPD M ln P y x D M
n

y ln
n

η

µ γ
γ

 

π توان بررسی کرد که اگري لم و قضیه قبل میاست که بر اساس رویه ذکرشایان β( ) =  :، آنگاه1

,T T T
posterior py X N X X X y X Xβ β σ σ− −* 2 * * 1 * * 2 * * 1= , , (( ) , ( ) )% %∼ 

ست که این اصل ا يتبیین کنندهت آمده براي بردار ضرایب رگرسیونی، دساین توزیع پسین به
در  ايلهمسئپارامتر، به  روي بر (ناآگاهی بخش) بیزي، با قرار دادن توزیع پیشین تخت مسائلدر 

حالت ، براي M مطلوبیت مدل برآوردرسیم. بنابر آنچه مطرح شد؛ مقدار گرا میحالت فراوانی
 :صورت زیر محاسبه شودتواند بهگرا میفراوانی

ˆ* * 2
2

=1

1 1( ) = ( ) ( )θ
θ

 
− − + 

 
∑ %

%

n

i i i
i i

MLPD M y y ln
n

 

) که در آن )ˆ * 1= ( )−T T
i i

y X X X X y و ( )2 * 1 *= ( )θ σ −T T
i ii

X X X X .روش  ،در ادامه
 دبرآورخطا و  توان دومي میانگین ماکسیمم احتمال پسین را در قالب مطالعات عددي بر پایه

  شود.میده در این بخش ارزیابی مطلوبیت ارائه ش
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 مطالعات عددي -4

 هايآزمایشگرا را در قالب ماکسیمم احتمال پسین براي حالت بیزي و فراوانی در این بخش، روش
، مورد ارزیابی قرار خواهیم داد. ابتدا در بخش اول MSEي مطلوبیت مدل و عددي برپایه

 ررسیموردبسازي شده از مدل گاوسی استاندارد را هاي شبیهاستفاده از داده هایی تشریحی بامثال
هاي واقعی را براي بررسی عملکرد دو روش در قبال قرار خواهیم داد. سپس در قسمت بعد، داده

کار خواهیم برد. محاسبات ي توانایی مدل نهایی انتخاب شده بهمدل استاندارد گاوسی و محاسبه
  .انجام شده است R افزارنرمبخش با استفاده از آماري در این 

 رگرسیونی يمسئلهسازي شبیه -4-1

سازي شده را انتخاب مدل شبیه يمسئلهها و مطالعات عددي، ابتدا یک انجام بررسی منظوربه
ي روش انتخاب مدل کنیم که در آن تعدادي از مفاهیم مهم و اساسی دربارهمعرفی می
 مدله است. تشریح شد موردبررسی

, , ,
, ,  ,

p p

T

X N R R
Y X x N xβ σ σ

×
∈

% %

∼

∼ 2 2

(0 )
= ( ) =1

R
 

= تعداد متغیرهاي کمکی رارا درنظر بگیرید.  30p تایی  3 هايدهیم. متغیرها در گروهقرار می
 داراي توزیع نرمال استاندارد است؛ همچنین این متغیر با هر jX اند. هر متغیربندي شدهدسته

بوده و نسبت به متغیرهاي سایر  ρ یک از متغیرهاي گروه خود داراي همبستگی با ضریب
صورت بلوکی به-ماتریسی قطري R کوواریانس-در واقع ماتریس واریانس ؛استها ناهمبسته گروه

  :زیر است

     
     

       
     

r o o o
o r o o

R

o o o r
×

 
 
 =
 
 
 

L
L

M O
L 10 10

 

  :نکه در آ 

    
    
  

r
ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

×

 
 =  
  3 3

1
1

1
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o و  ×3 که تبیین  β . همچنین برداراستهاي صفر با درایه r ماتریسی مربعی با ابعادي مشابه 3
 صورتي وزن متغیرهاي کمکی است بهکننده

T TOξ ξ ξ ξ ξ ξ
β ξ ξ ξ= ( , , , , , , , , , )2 2 2 4 4 4 

21ه که در آنبود 1= [0] ×O تغیر کمکی مرتبط با تولید متغیر م 9 و این بدان معناست که تنها
سیگنال نرخ نوفه در  ξ بوده و سایر متغیرها داراي وزنی برابر صفر هستند. ثابت مسئلهپاسخ در 

را  ξ و ρبه ازاي مقادیر مختلف مقایسهابلقکند. براي رسیدن به نتایج ها را تنظیم میداده
 يدهیم که رابطهقرار می ايگونهبه

)7                                       (/
Var Y

σ 2

= 0 25
( ) 

 :) داریم7ي (طبق رابطه ξ برقرار باشد. براي به دست آوردن مقادیر 

)8                   (  /T TVar Y Var X R
σ σ σ

β ε β β σ+ +

2 2 2

2= = =0 25,
( ) ( ) 

 که در آن 

 .TR Oβ ξ ρ+
1 1 1 1 1 1= (1 2 )(1,1,1, , , , , , )2 2 2 4 4 4 

 :در نتیجه خواهیم داشت 

)9                    (+ +
+ + +

2 2
2 3 (1 2 ) 3 (1 2 )= 3 (1 2 ) ,4 16

T R ξ ρ ξ ρ
β β ξ ρ 

2 دانیمبا توجه به اینکه می  =1σ صورت زیر اي به) معادله8ي () در رابطه9ري (؛ با جایگذااست
 :خواهیم داشت

)10                      (/T Rβ β ξ ρ+ + + + +2

1 1= =0 251 11 3 (1 2 )(1 ) 1
4 16

 

 :خواهیم داشت ξ ) برحسب10ي (رابطه بازنویسیبا 

)11                         (             
( / )

ξ
ρ+

2 1= .1 3125 (1 2 ) 
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, ر دادن مقادیربا قرا / , /=0 0 5 0 9ρ مقادیر )،11ي (در معادله / , / , /=0 87 0 62 0 52ξ 
 .) برقرار باشد7ي (آیند که رابطهدست میطوري به

,   هاي آموزشیي دادهها با تغییر دادن اندازهآزمایش ,=100 200 400n  و مقادیر ضرایب همبستگی
هاي عنوان دادههاي گفته شده بهتکرار از هریک از اندازه o5،بدین ترتیبشوند. ذکر شده انجام می
روش ماکسیمم احتمال پسین را براي انتخاب مدل  هاآنکنیم و با استفاده از آموزشی تولید می

از  گزینیم که در آنیعنوان روش انتخاب متغیر، روش استاندارد پیشرو را برمبریم. بهکار میبه
احتمال پسین را دارد؛  یشترینهاي مشابه خود بمدلی با تک متغیر کمکی که بین تمام مدل

دهد یم نتیجه را شروع کرده و سپس در هر گام متغیري که بیشترین افزایش در احتمال پسین
ل ي آزمون مستقبر روي یک مجموعه داده آمدهدستبههاي به مدل خواهیم افزود. سپس مدل

 د.شونو مطلوبیت سنجیده می MSEيتایی با محاسبه1000

) که صورت تحلیلی 6، از میانگین لگاریتم چگالی پیشگو (یافتهتعمیممطلوبیت  برآوردعنوان به
هاي کاهش واریانس ناشی از استفاده از داده منظوربهیم. کنستفاده میاآن در بخش سوم ارائه شد؛ 

مدل ( M* را با در نظر گرفتن مدل مرجع Mيهاي انتخاب شدهزیرمدل مختلف، مطلوبیت
 :کنیمگزارش میصورت زیر بهاست)  مسئلهکامل که شامل تمام متغیرهاي کمکی حاضر در 

)12         (           * * *
*( ) = ( ) ( ).MLPD M MLPD M MLPD M∆ − 

با مدل مرجع یکی  Mي این است که عملکرد مدلمشخص کنندهدر این معیار، مقدار صفر 
 Mاست. مقدار منفی بیانگر عملکرد بهتر مدل مرجع و مقدار مثبت بیانگر عملکرد بهتر مدل

 .است

 50به ازاي  احتمال پسین به روش ماکسیمم میانگین تعداد متغیرهاي کمکی انتخاب شده :)1( جدول 
 ).انحراف معیار تعداد متغیرهاي انتخاب شده است (مقدار داخل پرانتز تکرار

گرافراوانی  روش بیزي 
400 200 100 400 200 100  

n ⧸ ρ 

12/  7 (2/ )1   12/  8 (1/ )7  12/  1 (2/ )8  17/  5 (4/ )1  15/  7 (3/ )7   15/  4 (3/ )8  0 

 11/  5 (1/ )6  1  2 (2/ )2   10/8 (2/5) 13/  8 (4/ )2   14/  3 (3/ )3   11/  9 (3/ )6  0/5 
8 /  4 (1/ )6  7/  4 (1/ )8  7/  3 ( )2   1  2 (3/ )4   11/  2 (3/ )5   9 /  3 (2/ )5  0/9 
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قادیر ازاي متکرار را به 50 متوسط تعداد متغیرهاي کمکی انتخاب شده به روي 1جدول 
 گونههماندهد. هاي مختلف نشان میمیان متغیرهاي کمکی و اندازه نمونهمختلف  بستگیهم

تعداد متغیرهاي کمکی انتخابی کمتر و همچنین  با افزایش همبستگی شود.مشاهده میکه 
با افزایش حجم نمونه، تعداد متغیرهاي انتخاب شده نیز افزایش  یابد.انحراف معیار کاهش می

قع هردو رهیافت که مبتنی بر رگرسیون خطی هستند، با افزایش حجم نمونه مایل یابد. در وامی
گرا با توجه به نتایج حاصل از جدول براي دو حالت فراوانی به انتخاب متغیرهاي بیشتري هستند.

ي کمکی کمتري نسبت به روش گرا تعداد متغیرهاکه روش فراوانی شودو بیزي، مشاهده می
تواند انتخاب تعداد متغیر کمتر لزومی بر برتري نیست، اگرچه میظر دارد. بیزي در سطوح متنا

ي قوتی براي یک روش انتخاب مدل باشد. در واقع، این نکته هنگامی مزیت است که قدرت نقطه
با حالت بیزي کمتر باشند. در ادامه با استفاده از  مقایسههاي انتخاب شده نیز در بینی مدلپیش

و ها در دبینی مدلبررسی قدرت پیش مطلوبیت به برآوردوم خطا و همچنین میانگین توان د
  پردازیم.گرا و بیزي میحالت فراوانی

دهد. این مقادیر با استفاده از نشان می تکرار 50 راساسها را بمدلMSEمیانگین 2جدول 
هاي گوناگون را با تنها یک مدل MSE هاي آزمون محاسبه شده و این مزیت را دارد کهداده

تر بوده و هرچه به صفر نزدیک مقایسهقابلبنابراین این مقادیر  ؛مجموعه داده محاسبه کرده است
 .استهاي مختلف باشد بیانگر بهتر بودن عملکرد روش و اندازه

 .در روش ماکسیمم احتمال پسین MSE مقادیر مربوط به :)2( جدول            

گرافراوانی  روش بیزي  
400 200 100 400 200 100 

 

 

n ⧸ ρ 

033/1  115/1  346/1  032/1  099/1  248/1   0 
512/1  559/1  711/1  371/1  462/1  629/1  0/5 
883/1  012/2  459/2  695/1  831/1  005/2  0/9 

در حالت بیزي کمتر از حالت  MSE توان گفت کهمی ،2در جدول  براساس نتایج موجود 
یابد. افزایش می MSE وضوحبهو با افزایش همبستگی میان متغیرهاي کمکی،  گراست فراوانی

n وقتی عنوان مثال،به بین ضرایب همبستگی صفر  MSE باشد؛ در حالت بیزي اختلاف 100=
n است حال آنکه براي 8/0تقریباً  9/0و  = صورت است. همچنین به 65/0این مقدار تقریباً 400

ي آموزشی براي ي مجموعه دادهعمومی و در هردو حالت فراوانی گرا و بیزي با افزایش اندازه
  .یابدنیز کاهش می MSE ربرازش مدل، مقدا
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شوند. همین یافت می ندرتبهمستقل باشند  کاملاً هایی که در عمل داده کهاست  ذکرشایان
با توجه به دلایل مذکور،  نیز صادق است؛ )9/0( هایی با همبستگی خیلی زیادبراي داده مسئله

ρ/ مطلوبیت را براي همبستگی برآورددر ادامه  =0 کنیم که نزدیکی بیشتري با بررسی می 5
  مسائل واقعی دارد.

ریم. در دا مسیر جستجوها و تفسیر نتایج، نیاز به معرفی مفهومی به نام ي تحلیلپیش از ادامه
 رسیموردبري انتخاب متغیر پیشرو، متغیرها به ترتیب اثرگذاري در مدل با توجه به ملاك رویه

اي که اما این ورود متغیرها در نقطه ؛شوندال پسین) وارد مدل شده و مرتب می(در اینجا احتم
(احتمال پسین) انتخاب شده است متوقف  موردنظرمدلی با تعداد متغیر بهینه از دید ملاك 

لی به مدل فع ي نسبتهاي بعدي با یک یا چند متغیر بیشتر عملکرد بهترشود؛ زیرا مدلمی
هاي بعدي با د که این شرط توقف ورود متغیرها برداشته شده و مدلندارند. اکنون فرض کنی

هاي هایی که متغیرهایی با شرایط مشابه (یعنی مدلمتغیرهاي کمکی اضافه شده تنها بین مدل
کمکی قبل از آن یکسان باشند) بهترین عملکرد را داشته باشند. در چنین شرایطی تمامی 

اند. این ترتیب جدید متغیرهاي کمکی ي مرتب شدهمتغیرهاي کمکی موجود با چینش جدید
 .دهندرا می مسیر جستجو تشکیل یک

 بعتبهمطلوبیت با حرکت بر روي مسیرهاي جستجو و  برآوردي تغییرات دهندهنمایش 1شکل 
آن افزایش تعداد متغیرهاي کمکی حاضر در مدل است. در این شکل، خطوط خاکستري نشان 

 50 است و خطوط مشکی میانگین این گانه 50ي اي هر یک از تکرارهاازلوبیت بهي مطدهنده
گرا و بیزي، هردو حالت فراوانی شود،مشاهده می 1که در شکل  گونههمان کنند.بیان می تکرار را

گیرد (واریانس کمتر برازش قرار میهاي آموزشی کمتر در معرض بیشي دادهبا افزایش اندازه
ي شود که مطابق رابطهمطلوبیت در جایی بیشینه می برآوردلت بیزي، شود). همچنین در حامی

) که مطلوبیت مدل منتخب از مدل مرجع بیشتر بوده و درواقع پیشگویی بهتري را در مقایسه 12(
 مطلوبیت مدل برآوردگرا، ي دیگر این است که در حالت فراوانیدهد. نکتهبا مدل مرجع ارائه می
ي خود را در انتهاي بازه اختیار وده و خطوط مشکی رنگ نیز بیشینهمرجع همواره بیشتر ب

  .گرا مدل کامل استنی پیشنهاد حالت فراوانییعکنند که این می

)، برتري محسوسی نسبت به MLPD )6*ي وسیلهبه آمدهدستبهاست که نتایج  ذکرشایان
براي روش  ]10[د. نتایج حاصل در م شده است، دارانجا ]10[مطالعات عددي مشابه که توسط 

ت هاي انتخابی مطلوبیت بیشتري نسبي آن است که مدلماکسیمم احتمال پسین تبیین کننده
 1برازشي کم، منجر به پدیده]10[عددي استفاده شده در  برآوردبه مدل مرجع ندارند. همچنین 

                                                                                                                                          
1- Under-fitting 



 امیرحسین قطاري، مجتبی گنجعلی                                259

 

از تعداد متغیرهاي مرتبط نیز  هاآناضر در هایی شده است که تعداد متغیرهاي حو انتخاب مدل
مطلوبیت عیناً در مدلی  برآورد، در اغلب موارد 1با توجه به نتایج شکل  کهکمتر هستند. حال آن

 يئلهمسبا توجه به تعریف مسیر جستجو متغیرها، فارغ از متغیر بیشینه شده است.  9با تعداد 
 ؛وندشبه ترتیب اولویت ورود به مدل مرتب می انتخاب برخی متغیرها، تمامی متغیرهاي کمکی

د اي که برابر تعدادر نقطه لزوماًي مطلوبیت در هر مسیر جستجو، ي بیشینهبنابراین، نقطه
دهد. براساس توضیحات مطرح انتخاب متغیراست، رخ نمی يمسئلهمتغیرهاي انتخاب شده در 

اطی بیشینه شده است که مدل انتخاب ، براي مسیرهاي جستجو مطلوبیت در نق1شده، در شکل 
  شده مطلوبیت بیشتري از مدل مرجع دارد.

 
در آن محور افقی تعداد متغیرهاي که مطلوبیت به روي مسیرهاي جستجو ( برآوردپراکندگی  :)1( شکل 

خطوط عمودي . همچنین، مطلوبیت از مدل مرجع است برآوردحاضر در مدل و محور عمودي اختلاف 
گر چین بیانرا نمایش داده و خطوط عمودي نقطه "9عدد "د متغیرهاي کمکی مرتبط چین تعداخط

  .)اندخود را اخذ کرده "بیتومطل برآوردبیشینه "اي هستند که خطوط مشکی بیشینه مقدار نقطه
ورود  به مدل در مقابل نرخ) X ستون اول ماتریس 9نرخ ورود متغیرهاي مرتبط ( 2شکل 

آمدن  به دستي نحوه مورد دردهد. متغیرهاي نامربوط را در مسیرهاي جستجو نشان می
هاي حاضر در شکل باید گفت که محور عمودي آن متوسط نرخ ورود متغیرهاي مرتبط منحنی

طور مثال به تکرار موجود است. 50ازاي و محور افقی آن متوسط نرخ ورود متغیرهاي نامرتبط به
, صورتجستجو به اگر مسیر , , , ,3 1110 4 1 صورتبه باشد آنگاه نرخ ورود متغیرهاي مرتبط ...

1 1 1 2 1, , , , , ...9 9 9 9 3
 ياندازهبهاین نرخ با رسیدن به هر متغیر مرتبط در مسیر جستجو، است.  
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1
مدل در مسیر جستجو، به تمام  به معناي این است که 1یابد و رسیدن به عدد افزایش می 9

است. همچنین، هرچقدر دیرتر نرخ به عدد یک برسد، متغیرهاي  متغیرهاي مرتبط رسیده
  نامرتبط بیشتري توسط روش انتخاب مدل داراي اولویت حضور در مدل هستند.

,صورتنرخ ورود متغیرهاي نامرتبط به طور مشابه،به , , , ,0 1 2 2 2 ...
21 21 21 21 21

این  خواهد بود. 

1 ياندازهبهنرخ با رسیدن به هر متغیر نامرتبط در مسیر جستجو 
یابد و وقتی به افزایش می 21

هاي معرفی شده، از دیدگاه نرخیرهاي نامرتبط در مدل حضور دارند. یک برسد یعنی تمام متغ
باشد و محور افقی  الاتربمدلبراي یک مسیر جستجو هرچه سرعت ورود متغیرهاي مرتبط به 

  است.گواهی بر عملکرد بهتر آن مسیر جستجو  ،نزدیک شود 1 زودتر به عدد

 
 .نسبت متغیرهاي مرتبط انتخاب شده در مقابل نسبت متغیرهاي نامرتبط: )2( شکل

هاي آموزشی براي صورت عمومی، با افزایش تعداد دادهشود که بهبرداشت می گونهاین 2ز شکل ا
یابد. همچنین با افزایش ضریب همبستگی مدل، نرخ ورود متغیرهاي مرتبط افزایش میبرازش 

علاوه رسند. بهمی 1ها دیرتر به عدد و منحنی یافتهکاهشگرایش به ورود متغیرهاي مرتبط 
تا  ؛ت ورود متغیرهاي مرتبط بیشتر استطور محسوسی در حالت بیزي سرعتوان گفت که بهمی

nجایی که براي وند و شابتدا متغیرهاي مرتبط وارد می تقریباً و ضریب همبستگی صفر،  400=
 .شوندمتغیرها در مسیرهاي جستجو گنجانده می باقیسپس 
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توان گفت که روش ماکسیمم سازي میطور خلاصه، براساس نتایج حاصل از مطالعات شبیههب
 برآورد، MSE تعداد متغیر انتخاب شده، ازلحاظ احتمال پسین در حالت بیزي عملکرد بهتري

  .مطلوبیت بر روي مسیرهاي جستجو و نرخ ورود متغیرهاي مرتبط دارد

 هاي واقعیتحلیل داده -4-2

ي واقعی در این بخش به بررسی عملکرد روش ماکسیمم احتمال پسین بر روي مجموعه داده
عنوان ، به1شناسیجرمهاي در دسترس عموم قرار دارد. مجموعه دادهپردازیم که می شناسیجرم

گیرد. متغیر پاسخ در این ي واقعی در این مقاله مورد استفاده و تحلیل قرار میمجموعه داده
 متحدهایالاتاز قبیل قتل، تجاوز، سرقت مسلحانه و... در  زآمیخشونت جرائمي انواع ها، سرانهداده

. سازي شده استنرمال یصورت لگاریتمبندي رگرسیونی بهتسهیل در مدل رمنظوبهاست که 
هاي پیشین توزیع و 1992 ي نمونه، اندازه102در این مجموعه داده  تعداد متغیرهاي کمکی

~صورت به در مدل موردنیاز ( , )  ,  ~ ( , I)N Nβ β σ
%

2
0 1020 5 σ̂ منظور ازدر آن که  است 0 2

و دست آمده است بهها مدل کامل است که با استفاده از برازش تمام داده MSE ع، در واق
  گیرد.عنوان مدل مرجع در این بخش مورد استفاده قرار میبه

 ناحتمال پسی به روش ماکسیمم میانگین تعداد متغیرهاي کمکی انتخاب شده :)4(جدول 
 ).انحراف معیار تعداد متغیرهاي انتخاب شده است ز(مقدار داخل پرانت تکرار o5به ازاي 

وشر  n 
 بیزي گرافراوانی

24/  84 (  )18  11/  86 (4/ )25  100 
17/  1 (5/ )77  11/  2 (4/ )5  200 
20/  8 (5/ )7  20/  5 (6/ )2  400 

هاي مطلوبیت مدل وردبرآکنیم. براي استفاده می )5(رگرسیون خطی از مدل  يمسئلهبراي 
متی سازي قسکنیم (مانند بخش شبیهانتخاب شده، فرایند انتخاب مدل را چندین بار تکرار می

ي آزمون مورد استفاده قرار عنوان دادهي آموزشی و قسمتی دیگر بهداده عنوانبهها از داده
هاي آموزشی ي دادهبندي به دو دستهشناسی، براي قسمتهاي جرمدر مجموعه داده ).گیردمی

نمونه  o5بار هرسازي کافی بزرگ است. همانند بخش شبیه ياندازهبههاي آزمون نمونه و داده
ب انتخا يمسئلهکنیم. سپس هاي آموزشی تولید میعنوان دادهبه 400و  200، 100 هايبه اندازه

                                                                                                                                          
1- https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Communities+and+Crime 

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Communities+and+Crime
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هاي آزمون عنوان دادهها بهدهیم و از مابقی دادهجام میها اناز این مجموعه هرکداممدل را براي 
هاي آموزشی بر نتایج را هاي مختلف دادهدهد که اثر اندازهکنیم. این کار اجازه میاستفاده می

  .کنیمهاي واقعی را مشاهده میاز داده آمدهدستبهنیز بررسی کنیم. در ادامه تحلیل نتایج 

هاي آموزشی هم تعداد ، با افزایش تعداد دادهطورکلیبهکه  ستحاکی از آن ا 4جدول نتایج 
گرا در واقع، براي حالت فراوانی روند خاصی ندارند.ها آنمتغیرهاي انتخابی و هم انحراف معیار 

مچنین روش بیزي تمایل یابد. هتوان گفت که با افزایش حجم نمونه، انحراف معیار کاهش میمی
 .گرا داردتعداد متغیرهاي کمکی کمتري در مقایسه با روش فراوانیهایی با به انتخاب مدل

هاي آموزشی در دو حالت بیزي و فراوانی هاي مختلف دادهرا براي اندازه MSE متوسط 5جدول 
ري خطاي کمت وضوحبهسازي، در اینجا نیز روش بیزي دهد. به مانند مطالعات شبیهگرا نشان می

برابر  5/6 تقریباًگرا حالت فراوانیMSE، 100ي آموزشی ازاي تعداد دادهرد. تا جایی که بهدا
ي سازي شده، با افزایش اندازهحالت بیزي است. همچنین در اینجا نیز به مانند مطالعات شبیه

  .یابدکاهش می MSEهاي آموزشی متوسط داده

  .خطا در روش ماکسیمم احتمال پسین توان دوممقادیر مربوط به متوسط میانگین  :)5(جدول 

وشر  n 
 بیزي گرافراوانی

667/2  411/0  100 
488/0  379/0  200 
408/0  365/0  400 

 ها و خطوطدهد. منحنیرهاي جستجو نشان مییمطلوبیت را بر روي مس برآوردتغییرات  3شکل 
اند. همچنین مقادیر سازي شده رسم شدهتعریف مورد استفاده در مطالعات شبیهبا همان 

  .انددست آمده) و با استفاده از مدل مرجع به12ي (براساس رابطه آمدهدستبه

مطلوبیت در جایی  برآوردگرا و بیزي، توان مشاهده کرد که در هر دو حالت فراوانیمی 3در شکل 
کرده است که مطلوبیت مدل از مطلوبیت مدل مرجع بیشتر است. بیشینه مقدارش را اتخاذ 
مطلوبیت تمایل به انتخاب متغیرهاي کمتري در مقایسه با حالت  برآوردهمچنین در حالت بیزي، 

  .دارد مطابقتگرا داشته که با نتایج قبلی فراوانی

 



 امیرحسین قطاري، مجتبی گنجعلی                                263

 

 
 مطلوبیت به روي مسیرهاي جستجو برآوردپراکندگی  :)3(شکل 

   

 گیرينتیجهبحث و  -5

در  ،یردگدر برابر زمانی که پیشین تخت مورد استفاده قرار می قرار دادن توزیع پیشین نرمال با
گرا مورد مقایسه قرار دادیم. براساس نتایج حاصل هاي بیزي را با روش فراوانیواقع یکی از روش

، یمم احتمال پسینتوان گفت روش ماکسمعرفی شده در این مقاله، میجدید مطلوبیت  برآورداز 
در مسائل رگرسیون خطی عملکرد بهتري داشته و تمایل کمتري به انتخاب متغیرهاي نامرتبط 

هاي آموزشی بیشتر باشد؛ دو روش داده هرچه اندازه طورکلیبهبا متغیر پاسخ دارند. همچنین 
مشاهده تایج اما آنچه از ن ؛تري به یکدیگر خواهند داشتگرا عملکرد نزدیکبیزي و فراوانی

هاي با حجم کم، روش ماکسیمم احتمال پسین در حالت بیزي این است که براي نمونه شود،می
خطی  هايمطلوبیت براي مدل برآوردي مقدار تحلیلی تري دارد. بررسی و محاسبهعملکرد مناسب

 .تواند هدف مطالعات آینده باشدمی یافتهتعمیم

  تشکر و قدردانی
و همچنین داوران محترم که با نظرات و ز زحمات سردبیر محترم نشریه نویسندگان مقاله ا

 به عملخود باعث بهبود مطالب مندرج در مقاله شدند؛ کمال تشکر و قدردانی را  هايپیشنهاد
  .آورندمی
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Abstract 
Choosing the most suitable fitted model on data is one of the common 
challenges in statistical modeling. Maximum a posteriori (MAP) criterion is a 
method used in both frequentist and Bayesian approaches. Additionally, the 
utility of the model is used as a tool to compare the performances of methods. 
In this paper, the MAP method is applied for the Gaussian model and its 
performance is compared to that of frequentist approach. Also, an analytical 
form of utility estimation is proposed. Besides, using simulation studies, it is 
shown that the Gaussian model has better performance, based on both utility 
and mean of squared errors (MSE) criteria, when it is used by the Bayesian 
approach. However, both frequentist and Bayesian approaches avoid over-
fitting by increasing the sample size. Also, by increasing correlation among 
covariates, MSE increases, while the tendency of choosing fewer covariates is 
raised. Eventually, the study on a real dataset is shown that in both frequentist 
and Bayesian approaches, MSE of selected models decreases when the size of 
sample increases. 
Keywords: Model selection, Maximum a posteriori, Over-fitting, Utility of 
The Model. 
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