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گالرکین -حل عددي معادله تلگراف دو بعدي با استفاده از روش پترو
 بندي مستقیمموضعی بدون شبکه

 عرفان بهمنی، 1علی شکري      

 گروه ریاضی، دانشگاه زنجان

  2/1/1399 تاریخ پذیرش:   26/9/1397 تاریخ دریافت:

ئل معادلات براي حل برخی از مساهاي محدود تفاضلات متناهی و الماني هاروش :چکیده
ها، گونه محدودیتبراي رفع این باشند.هایی همراه میبا محدودیت دیفرانسیل با مشتقات جزئی

براي حل مسئله  بندي،هاي بدون شبکهدر روش بندي بهره برد.شبکه توان از یک روش بدونمی
ول استفاده ع مجهو از نقاط پراکنده شده در فضا براي تقریب تاب بندي دامنه نیستنیازي به شبکه

دون ب یموضع نیگالرک-با استفاده از روش پترو يمعادله تلگراف دو بعد مقاله. در این شودمی
عددي حل  تصوربهیافته کمترین مربعات متحرك تعمیم مبتنی بر تقریب میمستق يبندشبکه

 موجود هايو سایر روش شده است. براي سنجش دقت این روش از مقایسه نتایج با مقدار دقیق
 .استدقت بالاي این روش  نشان دهندهاستفاده شده است که نتایج حاصل 

گالرکین مستقیم، تقریب کمترین مربعات متحرك، -روش بدون شبکه پترو: هاي کلیديواژه
 .، فرم ضعیف محلیتلگراف دو بعديیافته، معادله تقریب کمترین مربعات متحرك تعمیم

  10L35 ،99M65): 2010بندي ریاضی (رده

 مقدمه -1

یک تابع مجهول از یک یا چند متغیر  که شاملي ریاضی است ي دیفرانسیل یک معادلهمعادله
هاي مستقل است. بسیاري از قوانین هاي مراتب مختلف آن نسبت به متغیرمستقل و مشتق

ی خود ترین بیان ریاضشناسی) طبیعیشناسی و ستارهعمومی طبیعت (در فیزیک، شیمی، زیست
معادلات دیفرانسیل همچنین در مهندسی، اقتصاد و  یابند.در زبان معادلات دیفرانسیل میرا 

هر زمان که یک رابطه بین چند متغیر با  .کاربرد فراوانی دارندهاي دیگر علوم بسیاري از زمینه
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ها در و نرخ تغییرات متغیر وجود داشته باشدهاي مختلف ها یا زمانمقادیر مختلف در حالت
توان آن پدیده را با معادلات دیفرانسیل بیان ، میمعلوم باشدهاي مختلف یا حالات مختلف مانز

) و معادلات ODEبه دو دسته معادلات دیفرانسیل معمولی ( طورکلیبهمعادلات دیفرانسیل  کرد.
هاي عددي بسیاري براي حل شوند. تاکنون روش) تقسیم میPDEدیفرانسیل با مشتقات جزئی (

 هاي محدود یکیمثال روش المان عنوانبهدلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی ارائه شده است. معا
هاي مختلف محاسباتی هاي اخیر توانایی خود را در عرصهدر دهههاي عددي است که از روش

ی ئهاي حل معادلات دیفرانسیل جزترین روشعنوان یکی از متداولنشان داده و به همین دلیل به
هاي موفقیت باوجود]. 2و  1است [گرفته مختلف قرار  هايو متخصص نویسندگاناستفاده مورد 
خطی از خود نشان داده، موارد گیري که این روش در حل مسائل مختلف خطی و غیرچشم

ها با مشکلاتی همراه است. یکی از این موارد مسائلی مختلفی نیز وجود دارد که این روش در آن
. از این یابددر خلال انجام مراحل حل تغییر  به نحويها باید در آن مسئلهي است که هندسه
توان به موضوع گسترش ترك و مسائل سطح آزاد اشاره کرد که اصلاح شبکه نمونه مسائل می

ضروري است. علت بروز چنین مشکلاتی به ارتباط تنگاتنگ روش  امري محاسباتی در هر مرحله
هاي مورد استفاده باید در هر . در واقع الماناستمربوط  مسئله بنديالمان هاي محدود با المان

نحو مقتضی دنبال کرده و در برخی موارد را به مسئلهتغییر هندسه  مسئلهیند حل آمرحله از فر
  ].3شود [ المان بنديدوباره  مسئلهکه هندسه جدید  استحتی لازم 

اتی ارائه شده است که برخلاف روش هاي محاسبجدیدي از روش دستههاي اخیر در طی سال
این  .نیست نیاز مسئلهبندي ناحیه هاي محدود، براي حل معادلات دیفرانسیل، به شبکهالمان

ها نامند. یکی از این روشهاي بدون شبکه میهاي بدون المان یا روشها را روشدسته از روش
در  ].4[آزاد گالرکین استبراي حل معادلات دیفرانسیل در فرم ضعیف محلی، روش المان 

، براي ساخت توابع است توزیع شده مسئلهها که در ناحیه ي گرهها، از مجموعهگونه از روشاین
 ].5شود [سازي و حل معادلات دیفرانسیل جزئی استفاده میتقریب، گسسته

ن در هاي اخیر توجه بسیاري از محققیکه در سال سبب شده استهاي بدون المان مزایاي روش
 اي در زمینهها جلب شده و تحقیقات گستردهزمینه مکانیک محاسباتی به این دسته از روش

 1977هایی در سال ها انجام شود. اولین نمونه از چنین روشگونه از روشخواص و کاربردهاي این
لم در ع سازي اثر متقابل ذرات بر یکدیگرها بر مبناي مدلپایه و اساس این روش]. 6[معرفی شد 

هاي بدون ي اولیه، پژوهشگران توانستند روشفیزیک نوین شکل گرفت که درنهایت با توسعه ایده
  بندي متنوعی را ارائه دهند.شبکه

اي براي یافتن روش مناسب جهت حل عددي مسائل با هاي گستردههاي اخیر، تلاشدر سال
و  7[ یشعاعاي تابع پایه وان به روشتها میمقادیر مرزي صورت گرفته است. از جمله این روش
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شاره کرد. این روش براي حل معادلات مستقیم ا گالرکین-بدون شبکه محلی پترو و روش ]8
 یافتهعمیمت دیفرانسیل جزئی با استفاده از شکل ضعیف محلی و تقریب کمترین مربعات متحرك

ش براي حل معادله تلگراف دو ]. در این مقاله به بیان این روش پرداخته و از این رو9است [
  بعدي استفاده شده است.

معادله تلگراف یک معادله دیفرانسیل جزئی هذلولوي است که ولتاژ و جریان در یک خط انتقال 
اي براي معادلات بنیادي فیزیک اتمی است کند و پایهرا برحسب مسافت و زمان توصیف می

 ها ومسائل متعددي از قبیل آنالیز سیگنال سازي]. همچنین از معادله تلگراف براي مدل10[
هاي میانی یک خط سازي انتشار سیگنال]. این معادله در مدل11شود [انتشار امواج استفاده می

کند ها با یکدیگر نمود پیدا میانتقال، پردازش تصویرهاي دیجیتالی و ارتباط از راه دور سیستم
ها استفاده کردهدر مطالعه گردش خون در سرخرگشناسان از این معادله ]. همچنین زیست12[

  ].13اند [

 بسیاري از دانشمندان قرار گرفته موردتوجهبه دلیل کاربرد گسترده معادله تلگراف، این معادله 
هاي عددي مختلفی براي حل این معادله استفاده شده است. برخی از این است و تاکنون از روش

]، روش بدون شبکه 15[ یمتناهتفاضلات  ]، روش14[ یلورتها عبارتند از: روش ماتریس روش
]، روش 17هار [هاي ]، روش ترکیبی تفاضلات متناهی و موجک16[ یمحلقوي -ترکیبی ضعیف

] و 21[ یشعاعاي هاي توابع پایه]، روش20-19محدود []، روش المان 18لژاندر [چندوجهی 
  ].22[ (DQM)اسپلاین اصلاح شده -Bروش 

بر اساس تقریب کمترین مربعات متحرك  (DMLPG)گالرکین مستقیم -شبکه پتروروش بدون 
] براي حل عددي معادله 9یافته است. این روش براي اولین بار توسط میرزایی و شابک [تعمیم

مستقیم  گالرکین-شد. تاکنون از روش بدون شبکه پترو سازيپیادهانتشار گرماي دو بعدي ابداع و 
ري مثال شک عنوانبهري از معادلات دیفرانسیل جزئی استفاده شده است. براي حل عددي بسیا

]. 23اند [لاندو دو بعدي استفاده کرده-و بهمنی از این روش براي حل عددي معادله گینزبرگ
اند. در بعدي استفاده کرده 3] از این روش براي حل معادله پواسون 24سارتورتو و همکاران در [

یافته یک بعدي براي حل دستگاه زاخاروف تعمیم DMLPGاده از روش ز] دهقان و عباس25[
  اند.و دو بعدي بهره گرفته

ت یافته بیان شده اسهاي بعدي این مقاله ابتدا تقریب کمترین مربعات متحرك تعمیمدر بخش
گالرکین مستقیم روي شکل ضعیف محلی معادله تلگراف دو -و سپس روش بدون شبکه پترو

شده و در نهایت نتایج عددي حاصل از این روش در قالب دو مثال گزارش شده  ازيسپیادهبعدي 
  است.
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  یافتهتقریب کمترین مربعات متحرك تعمیم -2

) معرفی شده است. براي GMLSیافته (در این بخش تقریب کمترین مربعات متحرك تعمیم
قریب تات متحرك هستیم. درك بهتر این تقریب، در ابتدا ناگزیر به بیان تقریب کمترین مربع

 بار توسطنامیم، براي اولین می MLS اختصاربهکمترین مربعات متحرك که از این پس آن را 
در سال  ]27شپارد [و با الهام گرفتن از کارهاي  1981در سال ] 26کاس [سکاوو سال رلنکست
برازش  بر رويات خود در حین مطالع 1976و  1974 هايدر سال] 29و  28[ نیمکلاو  1968

 .هاي چند بعدي مطرح شدمنظور تقریب رویهسطحی و به

 يرونیازاو  استي تقریب ي نقاط تصادفی پراکنده شده در ناحیهبر پایه MLSتقریب عددي در 
هاي بدون شبکه در حل اي براي روشپایه عنوانبهمیلادي و بعد از آن این تکنیک  90 در دهه

روشی براي ساختن  MLSتقریب  دیگرعبارتبهقرار گرفت.  موردتوجهانسیل معادلات دیفر
ي تقریب تقریبی از یک تابع مجهول پیوسته با داشتن مقدار آن تابع در تعدادي نقطه مجزا بر پایه

هاي بدون شبکه براي حل معادلات دیفرانسیل کمترین مربعات وزنی است. در بسیاري از روش
ولز نایر 1992شود. در سال براي ساختن توابع شکل استفاده می MLSروش  با مشتقات جزئی از

دو ]. 30[استفاده کردند MLSساخت توابع شکل از روش  منظوربهو همکاران براي اولین بار 
  ]:31[ اند ازسبب استفاده از آن شده است عبارت که خصوصیت اصلی این روش

 .پیوسته است مسئلهکل دامنه تابع میدانی تقریب زده شده در  ) 1

  .را دارد همواريمرتبه دلخواه از هر این روش توانایی ساخت تقریب از تابع مجهول با ) 2

 این روش، برخلاف وسیلهبهاین است که تابع تقریب ساخته شده  MLSي دیگر درباره روش نکته
ري گیاري برابر با مقدار اندازهکه تابع تقریب ساخته شده در خود مراکز مقد یابیدرونهاي روش

نی منح دیگربیانبهگیري شده داشته باشد. تواند مقداري متفاوت با مقدار اندازهشده دارد، می
  ).را ببینید 1شکل (عبور داده شده از میان نقاط داده شده، ممکن است از خود نقاط عبور نکند 

) فرض کنید MLSتقریب  براي تعمیم ),m mu C∈ Ω }همچنین  و0≤ ( )}N
j juµ یک مجموعه  1=

)هاي خطی و پیوسته از دوگان از تابعک )mC Ω  یعنی*( )mC Ω  .براي یک تابعک ثابت باشند
)*يداده شده )mCλ ∈ Ω یافتن تقریب مقدار  هدف( )uλ به کمک مقادیر{ ( )}N

j juµ   است. 1=
j,و λهايتابعک j Nµ ≤ یا مشتقات  uتابع ياهاي نقطهتوانند ارزیابمثال می عنوانبه  1≥

)·و مشتقات آن باشند. تقریب uهایی موضعی شامل تابعیا حتی انتگرال mيآن تا مرتبه )uλ  
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  مربعات متحرك نیکمتر بیتقر): 1( شکل

)هاي بایستی نسبت به داده λاز  )j uµزیر نوشت صورتهخطی باشد، یعنی باید بتوان آن را ب  

)1 (                                ·( ) ( ) ( )
N

j j
j

u a uλ λ µ
=

= ∑
1

  

شود کلاسیک، فرض می MLSخطی باشند. همانند روش λباید نسبت به jaهمچنین ضرایب
   براي یک زیر فضاي با بعد متناهی )1(ي تقریبی معادله

{ , ,..., } ( )m
Qspan p p p C= ⊂ Ω1 2P 

   ، یعنیاستدقیق 

)2(  ( ) ( ) ( ),
N

j j
j

a p p pλ µ λ
=

= ∀ ∈∑
1

P  

)· کتابع GMLSتقریب  )uλ  از( )uλ صورت به· *( ) ( )u pλ λ= آید که دست میبه*p ∈P 
   داربا کمینه کردن خطاي کمترین مربعات وزن

)3(            ( ) ( ) ,( )
N

j j j
j

u p wµ µ
=

−∑ 2

1
  

pروي  ∈P هاي مثبت سازي از وزنبهینه يمسئلهشود. در این حاصل می ,..., Nw w1  استفاده
ست دبهشوند که در نهایت یک تقریب موضعی از جواب می شود. این توابع وزن طوري انتخابمی
  ].32[ برقرار است) 1( در این حالت متذکر شد که. البته باید آید
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}فرض کنید  , ,..., }NX x x x= ⊂ Ω1 کلاسیک حالت خاصی از  MLSتقریب . x∈Ωو  2
GMLS  است کهλ  و,j j Nµ ≤ و نقاط  x يهاي ارزیاب در نقطهترتیب تابعکبه 1≥

{ } 
N

j j
x

=1
هها است. همچنین توابع وزن بايجملهیک فضاي با بعد متناهی از چند Pهستند و 
   صورت

)4(             ( )( , ) ( / ,  )j j j jw w x x x x x x j Nδ δ= = Φ − = Φ − ≤ ≤
2

1   

بیشتر است، صفر است  δهاي آن از ي آرگومانبراي حالتی که فاصله w که تابع نامنفی است
)در گوي Φیعنی محمل تابع  ),B δ0 ریب کلاسیک بندي معادل تققرار دارد. یک فرمولMLS 

  سازي شکل درجه دومعبارت است از کمینه

)5(                     ( ) /
N

j j
j

a wλ
=

∑ 2

1

1
2

  

) عنوان تابعکی از ضرایببه )ja λ هاي جواب). 2( هايمشروط بر قید*p و 
* * *( ) ( ( ),..., ( ))T

Na a aλ λ λ= با روابط زیر در ارتباط ) 5(و  )3(زي سابهینه هايمسئله در 1
  هستند

)6(                                 · * *( ) ( ) ( ) ( ),
N

j j
j

u p a uλ λ λ µ
=

= = ∑
1

   

يوابسته نیست. با محاسبهλ کبه تابع) 3(سازي بهینه يمسئلهبراي  p*توجه کنید که جواب
*p هاي ز دادها( )j uµ توان تقریبی از می( )uλ يبراي همهλي ها با محاسبه*( )pλ 
ستی بسیار مهم است اما بای MLSدست آورد. این روش براي مثال در تخمین مشتقات تقریب به

  ].33داشت [توجه λ کبه نقش استقلال توابع وزن از تابع

وزنی  از توابع ي انتخاب توابع وزن دقت کرد. در حقیقتگونه که اشاره شد، بایستی به نحوههمان
تر ها در حالت کلیو همچنین در تقریب تابعککلاسیک  MLSتوان در تقریب ) می4( صورتبه

}هاي اندیس ،x ي ثابتبراي موضعی کردن تقریب در اطراف نقطهاستفاده کرد.  ,..., }j N∈ 1 
  یابدبه مجموعه زیر کاهش می

( ) : { : , , ) } ( jJ x j j N w x x= ≤ ≤ >1 0  

}با انتخاب پایه },..., Qp p1  ازP زیرهاي و تعریف  
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| ( )|

( ),

| ( )| | ( )|

( ,..., ) ,

( ( ) : ( ) ,

( )

: ( )

( )
( )

( )

T Q
Q

T J x
j

j j J x Q

J x J x
j

Q

k k
k

b b b

u u x j J x

P p x

W diag w j J x

p b p ρ

∈ ≤ ≤

×

=

= ∈

= ∈ ∈

=

= ∈ ∈

= ∈∑

l l

¡

¡

¡

1

1

1

 

  شودتبدیل میسازي زیر مینیمم مسئلهصورت ، به¡∋Qbبر روي تمام  )3( يمسئله

( )Min W u Pb−
2

2
 

ي معادلهدر  b*ي سازي کمترین مربعات کلاسیک، جواب بهینهي بهینهبا استفاده از نظریه
   نرمال

)7(                                               *    Ab Bu=  

TAکند که در آن صدق می P WP=  وTB P W= .ماتریس A ي از مرتبهQ Q×  است و
گاه باشد آن Qبرابر Aستونی)(ي سطري کند. اگر رتبهبازي می MLSمی در تقریب نقش مه

)*بهترین جواب تقریبی از  روینازا جواب بهینه یکتا خواهد بود. )a λ صورت زیر ) به6در ( ¡∋
  است 

)8(                                   *( ) ( ) ( )T Ta WP PWP pλ λ−= 1   

Nو jwهاي وزنییک ماتریس قطري با درایه  Wکه در آن QP )با مقادیر یک ماتریس × )j kpλ 
j,است که  N k Q≤ ≤ ≤ ≤1 ) . همچنین1 ) ( ),..., ( )

T Q
Qp p pλ λ λ = ∈  براي ]. 33[ 1¡

   توان از توابع وزن متفاوتی استفاده کرد.می Wهاي ماتریس وزنیدست آوردن دارایههب

 هاي مربعی و مکعبی، تابعتوان از توابع وزن مختلفی نظیر اســـپلاینبراي انتخاب تابع وزن می
مرتبه همواري داراي  ازنظراوســـی اســـتفاده نمود. توابع وزن وزن نمایی و همچنین تابع وزن گ

  هر مرتبه همواري دلخواه ساخته شوند.  باتوانند این توابع میاهمیت بسیاري هستند. 

  تابع اسپلاین  ،یک نمونه از این توابع

( / ) ( / ) ( / ) , ,( )
,        . .j

r r r rS x x
o w

δ δ δ δ − + − ≤ ≤
− = 



2 3 41 6 8 3 0
0
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توان از تابع وزن گاوسی استفاده کرد که همچنین می .قرار دارد C3ي همواري است که در رده
     را ببینید) 2(شکل  شودصورت زیر تعریف میبه

)9(          
( / ) ( / )

, ,
( ) ( / )

,         . .
j

exp r c exp c
r

W x x exp c

o w

δ
δ

δ

    − − −    ≤ ≤− =  − −  



2 2

2 0
1

0

   

است. این پارامتر، ثابت  يپارامتر شکل تابع وزن نام دارد که داراي مقدار ،c در این تابع، پارامتر
منجر  cترکوچک. مقادیر است مؤثرو در پایداري روش بسیار  کندشکل تابع وزن را کنترل می

اي براي این عدد در دست نیست و همواره شوند. مقدار بهینهمی دارتریبشي به تابعی با قله
قدار آزمایشی مناسبی براي آن در نظر گرفته شود. م مسئلهسعی بر این است که بسته به نوع 

C ي همواريتابع وزن گاوسی در رده    .است ∞

در این پژوهش نیز بعد از ارزیابی و مقایسه تابع وزن اسپلاین و تابع وزن گاوسی، در نهایت از 
c/تابع وزن گاوسی با پارامتر شکل ثابت  =0  استفاده شد. 1

  
  نیو تابع وزن اسپلا یتابع وزن گاوس: )1(شکل 

  DMLPGروش  سازيپیادهفرم ضعیف معادله تلگراف و  -3

 GMLSاستفاده کردن از فرم ضعیف یک معادله دیفرانسیل و تقریب  DMLPGاساس کار روش 
  شود.دي ساخته می]. در ادامه شکل ضعیف معادله تلگراف دو بع9است [



  ، عرفان بهمنیعلی شکري                                         275

 

  ]:34است [صورت زیر معادله تلگراف دو بعدي به

)10(   ( , , ),      ( , , ) , ,  u u u u f x y t x y t t T
t t

α β
∂ ∂

+ + − ∇ = ∈Ω < <
∂ ∂

2
2 2

2 2 0   

]که در آن  , ] [ , ]Ω = × ⊂ ¡20 1 0 ضرایب  شود.عنوان مرز ناحیه در نظر گرفته میبه Ω∂و  1
α > βثابت و اختیاري بوده و زمانی که βو  0 معادله تلگراف به معادله موج  آنگاهباشد  0=

    صورت زیر است) به10شود. شرایط اولیه و شرایط مرزي معادله (تبدیل می

)11(       ( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , )tu x y u x y u x y v x y x y= = ∈Ω0 00 0  

)12(     ( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , ) , ,u y t y t u y t y t x y t= Φ = Φ ∈∂Ω >1 20 1 0   

)13(      ( , , ) ( , ), ( , , .   ) ( , ), ( , ) , u x t x t u x t y t x y t= Ψ = Ψ ∈∂Ω >1 20 1 0   

 
 مختلف آن يهادامنه ریو ز یدامنه کل: )2(شکل 

}اي از نقاط مانند هاي بدون شبکه مجموعهدر روش , , , }NX x x x= L1 و مرز  Ωيدر دامنه 2
Γ هاي استاندارد مانند شوند. در روشدر نظر گرفته میMLPG  وDMLPG  در همسایگی هر

kي کوچک یک زیر دامنه kx نقطه 
sΩ ⊂ Ω = Ω ∪ Γ مثال زیر  عنوانبهشود. انتخاب می

kيدامنه
sΩ تواند گوي می( , )kB x r0 به مرکز kx ع و شعاr0  مربعو یا ( , )kS x r0  به مرکز kx 
 تلگرافي عادله). اکنون با ضرب طرفین مرا ببینید 3شکل در نظر گرفته شود. ( r0 ضلعو طول 

 تلگرافي ضعیف محلی معادله شکل sΩيگیري روي زیر دامنهو با انتگرالν در تابع تست) 10(
  .آیددست میهزیر ب صورتبه
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)14(                      
s

u u u u f d
t t

α β ν
Ω

∂ ∂
+ + − ∇

 
 


− Ω =

∂ ∂
∫

2
2 2

2 2 0   

 )14معادله (، و همچنین با استفاده از قضیه دیورژانس ز هر قسمتگیري اسازي و انتگرالبا جدا
  صورت زیر نوشتتوان بهرا می

)15(
,

s s s s s

s

uu d u d u d d u d
t t n

f d

ν α ν β ν ν ν

ν

Ω Ω Ω ∂Ω Ω

Ω

∂ ∂ ∂
Ω + Ω + Ω − Γ + ∇ ∇ Ω

∂ ∂ ∂
= Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

2
2

2 2

شود. تمامی سازي می) پیاده15بر اساس شکل ضعیف ( DMLPGکه اشاره شد، روش  طورهمان
  شوند.ابط زیر تقریب زده میو استفاده از رو GMLS) با استفاده از تقریب 15ها در (انتگرال

)16(                  ·
, , ,( ) : ( ) ( ) ( ),   

s

N

k k j k j
j

u uvd u a x u xλ λ
Ω

=

= Ω ≈ = ∑∫1 1 1
1

   

)17(            ·
, , ,( ) : . ( ) ( ) ( )   

s

N

k k j k j
j

u k u v u a x u xλ λ
Ω

=

= ∇ ∇ Ω ≈ = ∑∫2 2 2
1

   

)18(           ·
, , ,( ) : ( ) ( ) ( ).  

s

N

k k j k j
j

uu d u a x u x
n

λ ν λ
∂Ω

=

∂
= − Γ ≈ =

∂ ∑∫3 3 3
1

   

توان به دستگاه ) می15ها در معادله () و جایگذاري آن16(-)18هاي (اکنون و با استفاده از تقریب
  وابسته به زمان زیر رسید 

)19(  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )  ) ( ( ) ( ), ,A t A t A A t t
t t

α β
∂ ∂

+ + − + = =
∂ ∂

u u u bl l l
2

1 1 2 1
2 2 1 2 3     

)که در آن  )( ) ( , ), , ( , ) T N
Nt u x t u x t= … ∈u یک بردار وابسته به زمان از مقادیر نقاط  1¡

  آینددست میماتریس ضرایب از رابطه زیر به هايدرایهاي است و گره

)20                         (( )
,( ) ( ), , ,T T

k ka WP PWP λ−= =pl
l l1 1 2 3  

)که  )
, ( ), , ,kj j kA a x= =l

l l 1 2 3 ،k− امین سطر ماتریس( )A l    است. همچنین داریم  

)21                 (, ( ) , , , ,
s s s

T

k Qp vd p vd p vdλ
Ω Ω Ω

 = Ω Ω Ω  ∫ ∫ ∫L1 1 2P   

)22(, ,  ( ) .  , . , , .
s s s

T

k Qp vd p vd p vdλ
Ω Ω Ω

 = ∇ ∇ Ω ∇ ∇ Ω ∇ ∇ Ω  ∫ ∫ ∫L2 1 2P         
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)23           (, , .( ) , ,
s s s

T
Q

k

pp pd d d
n n n

λ ν ν ν
∂Ω ∂Ω ∂Ω

∂ ∂ ∂
= − Γ Γ Γ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫L1 2
3 P  

)هاي بردار مقادیر سمت راست درایه )tb آینددست مینیز از رابطه زیر به  

)24(                                   ( ) ( , ) ,
s

kb t f x t dν
Ω

= Ω∫   

k\بر روي  νاگر تابع تست 
s N∂Ω Γ دیگر وجود ندارد. این) 23( يبطهابه صفر میل کند، ر 

صورت زیر در نظر توان تابع تست را بهمثال می عنوانبهاست.  1DMLPGدر واقع روش  حالت
   گرفت

( ; ) k
k

x x
x x

r
ν ν

 −
= = Φ  

 
2

0
  

kي محلی و در دامنه است δ با شعاع MLSتابع وزن تقریب  Φکه 
sΩ ، تابع وزن مذکور با

تابع تست استفاده شده  عنوانبه) 9(در این مقاله از تابع گاوسی ( شوددر نظر گرفته می r0شعاع 
   است).

ي به بنابراین نیاز؛ شودگرفته می در نظرتست تابع  عنوانبههویساید تابع  5DMLPG در روش
  .است 1DMLPG تر از روشساده 5DMLPG روش و در نتیجه نیست kλ2, کي تابعمحاسبه

قیم گالرکین مست-از طریق روش بدون شبکه پتروف تلگراف دو بعديدر نهایت براي حل معادله 
رت صوو با استفاده از روابط قبل، یک دستگاه وابسته به زمان به) 5DMLPG و 1 این مقاله(در 
 نیکلسون استفاده شده-هاي زمانی از روش کرانککه در آن براي تقریب گام آیددست میهزیر ب
  است

)25    (
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

,

k k k

k k

A dtA K dt u A dtA u A u

dt b b

α α+ −

+

+ + = + −

+ +

l1 1 2 1 1 1 1 1

2
1

2 2

2

   

  در اینجا 
( ) ( ) ( ) ( ) , , .( )K A Aβ= − =+l l l l2 11 2 3  

توان جواب تقریبی معادله تلگراف می LU) با استفاده از روش تجزیه 25در نهایت با حل دستگاه (
اي مجزا از یکدیگر بوده و از توابع پایه صورتبهچون نقاط انتخاب شده از دامنه دست آورد. را به

براي تقریب توابع مجهول استفاده شده است بنابراین ماتریس ضرایب  مسئلهمتناسب با فضاي 
  پذیر است و جواب دستگاه یکتاست.  معکوس
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  نتایج عددي -4

روي معادله  5DMLPGو  1DMLPGسازي دو روش در این بخش نتایج عددي حاصل از پیاده
نوشته شده و روي  Matlab افزارنرمها با استفاده از تلگراف دو بعدي ارائه خواهد شد. برنامه

اجرا شده و خطاها بر اساس  RAMحافظه  GB 4با  Core i3 3.1GHzکامپیوتري با مشخصات 
 دست آمده در این. همچنین نتایج بهدو نرم بینهایت (بیشینه خطا) و نرم دو گزارش شده است

] نیز در هر دو مثال مقایسه شده 22از مرجع [ (DQM)اسپلاین اصلاح شده -Bمقاله با روش 
توان است. مرتبه همگرایی عددي را می DMLPGاست که این نتایج حاکی از دقت بالاي روش 

  دست آورد.از رابطه زیر به

)26(                                              ( )
ln

( / )
e h

e h
∞

∞

 
  
 2

   

]) را در ناحیه مستطیل شکل 10: معادله هذلولوي تلگراف دو بعدي (1مثال  , ]Ω = 20 با شرایط  1
  اولیه 

( , ) exp( ),
( , ) exp( ),

u x y x y
v x y x y

= +

= − +
0

0
  

  ].22[ یریدبگاي زیر در نظر و شرایط مرزي دیریکله
( , ) exp( ),
( , ) exp( ),
( , ) exp( ),
( , ) exp( ).

y t y t
y t y t
x t x t
x t x t

Φ = −

Φ = + −

Ψ = −

Ψ = + −

1

2

1

2

1

1

  

αاین حالت در β= )و  1= , , ) exp( )f x y t x y t= − + عبارت  مسئله. جواب دقیق این 2−
)است از  , , ) exp( )u x y t x y t= + −.  

 نقطه 441 يمختلف برا يهادر زمان 1مثال  يخطا و نرم دو خطا برا نهیشیبمقدار  :)1(جدول 

  L∞ L2 
  1DMLPG  5DMLPG  1DMLPG  5DMLPG  زمان

1=T  / −× 51 00 10  / −× 51 58 10  / −× 58 85 10  / −× 41 57 10  
2=T  / −× 64 46 10  / −× 63 73 10  / −× 52 04 10  / −× 53 76 10  
3=T  / −× 61 78 10  / −× 61 34 10  / −× 68 17 10  / −× 65 34 10  

هاي مختلف براي در زمان 5DMLPGو  1DMLPGمقادیر خطا براي دو روش  1جدول در 
dt/براي  مسئلهنقطه منظم در دامنه  441 =0 مقادیر خطا  2جدول گزارش شده است. در  01
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که از نتایج  طورهماننقطه ارائه شده است.  221هاي مختلف براي روش متفاوت در زمان 3براي 
 3جدول اله داراي دقت بالاي عددي هستند. در هاي ارائه شده در این مقمشخص است روش

 يبالاسرعتدهنده برحسب ثانیه آورده شده که نتایج نشان زمان اجراي برنامه براي این دو روش
مرتبه همگرایی عددي دو روش گفته شده با استفاده از  4جدول هاي ارائه شده است. در روش

خطا براي دو روش  یشینهبنمودار  4ل شک) محاسبه شده و ارائه گردیده است. 13رابطه (
1DMLPG  5وDMLPG  ازاي نمودار نرم دو خطا براي این دو روش را به 5شکل و/dt =0 01 

Tدر زمان  کاهش  hبا توجه به این اشکال، خطا در هر دو روش با کاهش  دهند.نشان می 1=
  بیشتر است. 5DMLPGنسبت به روش  1DMLPGو دقت روش  یابدمی

  نقطه 121 يمختلف برا يهادر زمان 1مثال  يخطا و نرم دو خطا برا بیشینهمقدار  :)2جدول (

  L∞ L2 
 1DMLPG  5DMLPG  DQM 1DMLPG  5DMLPG  DQM  زمان

1=T  / −× 51 15 10  / −× 53 72 10  / −× 22 99 10 / −× 56 42 10  / −× 42 18 10  / −× 21 44 10 
2=T  / −× 62 30 10  / −× 51 61 10  / −× 33 97 10 / −× 51 11 10  / −× 58 35 10  / −× 31 38 10 
3=T  / −× 72 43 10  / −× 61 32 10  / −× 31 30 10 / −× 61 02 10  / −× 66 43 10  / −× 31 30 10 

 5DMLPGو  1DMLPGدو روش  يبرنامه برا يزمان اجرا: )3(جدول 

  زمان اجرا (ثانیه)  
  1DMLPG  5DMLPG  زمان

1=T /4 38  /4 80 
2=T  /8 00  /6 90  
3=T  /11 3  /10 6  

  مختلفتعداد نقاط  يبرا 5DMLPGو  1DMLPGدو روش  يبرا يعدد ییمرتبه همگرا: )4(جدول 

  مرتبه همگرایی    
  h 1DMLPG 5DMLPG (N)تعداد نقاط

36  /0 2  --  --  
121  /0 1  /3 35 /2 84  
441  /0 05  /−0 96  /2 33  
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  5DMLPGو  1DMLPGدو روش  يخطا برا بیشینهنمودار ): 3(شکل 

 
  5DMLPG و 1DMLPGدو روش  ينمودار نرم دو خطا برا: )4(شکل 
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α) را با پارامترهاي 10: معادله تلگراف هذلولوي دو بعدي (2مثال  β= در ناحیه مستطیلی 1=
[ , ]Ω = 20   با شرایط اولیه  1

( , ) sin( )sin( ),
( , ) ,

u x y x y
v x y

=

=
0

0 0
 

  ]22[ یریدبگاي زیر در نظر و شرایط مرزي دیریکله

( , ) ,
( , ) cos( )sin( )sin( ),
( , ) ,
( , ) cos( )sin( )sin( ).

y t
y t t y
x t
x t t x

Φ =

Φ =

Ψ =

Ψ =

1

2

1

2

0
1

0
1

  

)تابع طرف راست  مسئلهدر این  , , ) (cos( ) sin( ))sin( )sin( )f x y t t t x y= و جواب دقیق  2−
)برابر  , , ) cos( )sin( )sin( )u x y t t x y=  .است   

هاي متفاوت براي در زمان 5DMLPGو   1DMLPGمقادیر خطا براي دو روش  5در جدول 
dt/با  مسئلهنقطه تصادفی پراکنده شده در دامنه  225 =0 جدول گزارش شده است. در  001

نقطه تصادفی پراکنده شده  221هاي مختلف براي روش متفاوت در زمان 3مقادیر خطا براي  6
dt/با  مسئلهدر دامنه  =0 از  مسئلهادفی در دامنه گزارش شده است. براي تولید نقاط تص 01
هاي ارائه که از نتایج مشخص است روش طورهماناستفاده شده است.  Hammersleyالگوریتم 

هاي زمان اجراي برنامه براي روش 7جدول شده در این مقاله داراي دقت بالاي عددي هستند. در 
1DMLPG   5وDMLPG  الايبسرعته دهندبرحسب ثانیه آورده شده است که این نتایج نشان 

به ترتیب نمودار جواب تحلیلی و عددي براي دو روش  7و  6هاي هاي ارائه شده است. شکلروش
1DMLPG  5وDMLPG  به ازاي/dt =0 T در زمان  001   است.  1=

تصادفی نقطه  225  يبرا لفمخت يهادر زمان 2مثال  يبراخطا خطا و نرم دو  بیشینهمقدار : )5(جدول
dt/براي دو روش با  پراکنده در فضا =0 001  

  L∞ L2  
  1DMLPG  5DMLPG  1DMLPG  5DMLPG  زمان

1=T  / −× 62 60 10  / −× 63 29 10  / −× 52 01 10  / −× 52 10 10  
2=T  / −× 56 84 10  / −× 41 26 10  / −× 41 89 10  / −× 42 39 10  
3=T  / −× 32 77 10  / −× 21 44 10  / −× 33 43 10  / −× 22 14 10  
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تصادفی  نقطه 121 يمختلف برا يهادر زمان 2مثال  يخطا و نرم دو خطا برا بیشینهمقدار  :)6(جدول
dt/روش  3پراکنده در فضا براي  =0 01  

  L∞  L2 
 1DMLPG  5DMLPG  DQM 1DMLPG  5DMLPG  DQM  زمان

1=T / −× 52 47 10  / −× 52 33 10  / −× 32 27 10 / −× 41 39 10  / −× 41 36 10  / −× 49 87 10 
2=T  / −× 42 16 10  / −× 42 17 10  / −× 32 87 10 / −× 31 32 10  / −× 31 32 10  / −× 31 09 10 
3=T  / −× 42 24 10  / −× 42 27 10  / −× 46 08 10 / −× 31 39 10  / −× 31 41 10  / −× 42 28 10 

 5DMLPGو  1DMLPGدو روش  يبرنامه برا يزمان اجرا: )7(جدول 

  زمان اجرا (ثانیه)  
  1DMLPG  5DMLPG  زمان

1=T /21 1  /18 1  
2=T  /41 00  /37 4  
3=T  /61 5  /57 00  

 
 225در  1DMLPGبا روش  2مثال  يبرا يو عدد یلینمودار جواب تحل :)5(شکل 
  هیپراکنده در ناحتصادفی نقطه 
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  گیرينتیجه-5

براي حل عددي معادله ) DMLPGگالرکین مستقیم (-مقاله، ما از روش بدون شبکه پترو نیدر ا
ته یافکمترین مربعات متحرك تعمیم بیکه براساس تقر میاستفاده کرددو بعدي تلگراف 

)GMLS( تقریباست.  گالرکین-پتروه و روش بدون شبک GMLS  بیتقر اي برايگره ریمقاداز 
 هاياچندجمله بر رويفقط را  هااستفاده کرده و انتگرال توابع شکل در نظر گرفتنبدون  جواب
 دیگري منظم و يهاگره یکی رويشده است که  ارائهدو مثال  يبرا يعدد جینتاکند. یم اعمال
و سرعت روش ارائه شده در  دقتبهتوان مشاهده نتایج فوق می تصادفی است. با يهاگره روي

روش توان مشاهده کرد که این مقاله پی برد. همچنین با مقایسه نتایج گزارش شده می
DMLPG5 روش  نسبت بهDMLPG1 است.تر سریع  

 
 225در  5DMLPGبا روش  2مثال  يبرا يو عدد یلینمودار جواب تحل: )6(شکل 
  هیپراکنده در ناحتصادفی نقطه 

  منابع
[1] Menegaz, G.L., Gomide, L.C. and Araújo, C.A. (2019), Biomechanical 

evaluation of acromioclavicular joint reconstructions using a 3-
dimensional model based on the finite element method, Clinical 
Biomechanics, 70, 170-176. 



  284       ...       گالرکین-له تلگراف دو بعدي با استفاده از روش پتروحل عددي معاد

   
 

[2] Zhou, T., Chazot, J.D., Perrey-Debain, E. and Cheng, L. (2019), 
Performance of the Partition of Unity Finite Element Method for the 
modeling of Timoshenko beams, Computers & Structures, 222, 148-154. 

[3] Dai, B., Zheng, B., Liang, Q. and Wang, L. (2013), Numerical solution of 
transient heat conduction problems using improved meshless local 
Petrov-Galerkin method, Applied Mathematics and Computation, 219, 
10044-10052. 

[4] Belytschko, T., Lu, Y. and Gu, L. (1994), Element-Free Galerkin methods, 
International Journal for Numerical Methods in Engineering , 37, 229–
256. 

[5] Hua, L. and Mulay, S.S. (2013), Meshless methods and their numerical 
properties, CRC Press, Boca Raton, FL. 

[6] Gingold, R.A, and Monaghan, J.J. (1977), Smoothed particle 
hydrodynamics theory and application to non-spherical stars, Monthly 
Notices of the Royal Astronomical Society, 181, 375–389. 

[7] Shirzadi, A., Ghayedi, S., Safarpoor, M. and Bagheri Bardi, G. (2018), 
Numerical solutions of a mathematical model of plankton-oxygen 
dynamics using a meshless method, Journal of Advanced Mathematical 
Modeling, 8(2), 74-93. 

[8] Ghazanfari, B. and Shahkarami, A. (2015), Meshfree method for solving 
mathematical fractional order model of capillary formation in tumor 
angiogenesis, Journal of Advanced Mathematical Modeling, 5(1), 1-18. 

[9] Mirzaei, D. and Schaback, R. (2014), Solving Heat Conduction Problems 
by the Direct Meshless Local Petrov-Galerkin (DMLPG) method, 
Numerical Algorithms, 65, 275-291. 

[10] Lakestani, M. and Saray, B.N. (2010), Numerical solution of telegraph 
equation using interpolating scaling functions, Computers & 
Mathematics with Applications, 60 (7), 1964-1972. 

[11] Dehghan, M. and Ghesmati, A. (2010), Solution of the second-order one-
dimensional hyperbolic telegraph equation by using the dual reciprocity 
boundary integral equation (DRBIE) method, Engineering Analysis with 
Boundary Elements, 34 (1) 51-59. 

[12] Pozar, D.M. (1990), Microwave Engineering, Addison-Wesley.   
[13] Olufsen, S. M., Charles, S.P., Kim, W., Erik M. P., Nadim, A. and Larsen, 

J. (2000), Numerical Simulation and Experimental Validation of Blood 
Flow in Arteries with Structured-Tree Outflow Conditions, Annals of 
Biomedical Engineering, 28, 1281–1299, 



  ، عرفان بهمنیعلی شکري                                         285

 

[14] Bulbul, B. and Sezer, M. (2011), Taylor polynomial solution of 
hyperbolic type partial differential equations with constant coefficients, 
International Journal of Computer Mathematics , 88 (3), 533–544. 

[15] Gao, F. and Chi, C. (2007), Unconditionally stable difference schemes 
for a one-space-dimensional linear hyperbolic equation, Applied 
Mathematics and Computation, 187 (2), 1272–1276. 

[16] Dehghan, M. and Ghesmati, A. (2010), Combination of meshless local 
weak and strong (MLWS) forms to solve the two-dimensional hyperbolic 
telegraph equation, Engineering Analysis with Boundary Elements, 34 
(4), 324–336. 

[17] Pandit, S., Kumar, M. and Tiwari, S. (2015), Numerical simulation of 
second-order hyperbolic telegraph type equations with variable 
coefficients, Computer Physics Communications, 187, 83–90. 

[18] Yousefi, S. (2010), Legendre multi-wavelet Galerkin method for solving 
the hyperbolic telegraph equation, Numerical Methods Partial 
Differential Equations, 26, 535–543. 

[19] Bales, L.A. (1984), Semi discrete and single step fully discrete 
approximations for second order hyperbolic equations with time-
dependent coefficients, Mathematics of Computation, 43, 383–414. 

[20] Bales, L.A. (1986), Higher-order single-step fully discrete 
approximations for nonlinear second-order hyperbolic equations, 
Computers & Mathematics with Applications, 12, 581–604. 

[21] Dehghan, M. and Shokri, A. (2009), A meshless method for numerical 
solution of a linear hyperbolic equation with variable coefficients in two 
space dimensions, Numerical methods for partial differential equations , 
25 (2), 494-506. 

[22] Mittal, R.C. and Bhatia, R, (2014), A numerical study of two-dimensional 
hyperbolic telegraph equation by modified B-spline differential 
quadrature method, Applied Mathematics and Computation, 244, 976-
997. 

[23] Shokri, A. and Bahmani, E. (2019), Direct meshless local Petrov–
Galerkin (DMLPG) method for 2D complex Ginzburg–Landau equation, 
Engineering Analysis with Boundary Elements, 100, 195–203. 

[24] Sartoretto, F., Mazzia, A. and Pini, G. (2014), The DMLPG meshless 
technique for poisson problems, Applied Mathematical Sciences, 8(164), 
8233–50. 

[25] Dehghan, M. and Abbaszadeh, M. (2017), Numerical investigation based 
on direct meshless local Petrov Galerkin (direct MLPG) method for 
solving generalized Zakharov system in one and two dimensions and 



  286       ...       گالرکین-له تلگراف دو بعدي با استفاده از روش پتروحل عددي معاد

   
 

generalized gross-Pitaevskii equation, Engineering Computations, 33, 
983–96. 

[26] Lancaster, P. and Salkauskas, K. (1981), Surfaces generated by moving 
least squares methods, AMS Mathematics of Computation, 37, 141–158. 

[27] Shepard, D. (1968), A two-dimensional interpolation function for 
irregularly-spaced data, In Proceedings of the 23th National Conference 
ACM, 517–523. 

[28] McLain, D.H. (1974), Drawing contours from arbitrary data points, The 
Computer Journal, 17, 318–324. 

]29[ McLain, D.H. (1976), Two-dimensional interpolation from random data, 
The Computer Journal, 19,178–181. 

[30] Nayroles, B.P., Touzot,G. and Villpn, P. (1992), Generalizing the finite 
element method: diffuse approximation and diffuse elements, 
Computational Mechanics, 10, 307-318. 

[31] Liu, G. (2003), Mesh Free Methods, CRC PRESS, Boca Raton, London, 
New York.  

[32] Mirzaei, D., Schaback, R. and Dehghan, M. (2012), On generalized 
moving least squares and diffuse derivatives.  IMA Journal of Numerical 
Analysis, 32, 983-1000. 

[33] Mirzaei, D. and Schaback, R. (2013), Direct Meshless Local Petrov-
Galerkin (DMLPG) method: A generalized MLS approximation. Applied 
Numerical Mathematics, 68, 73-82. 

[34] Singh, B.K. and Kumar, P. (2018), An algorithm based on a new DQM 
with modified extended cubic B-splines for numerical study of two-
dimensional hyperbolic telegraph equation, Alexandria Engineering 
Journal, 57, 175-191. 

 



JAMM,  
DOI:  10.22055/JAMM.2020.27924.1668 

  ISSN: 2251-8088
Jamm.Scu.ac.ir

 

… … … … … 

Numerical Solution of the 2D Telegraph Equation Using Direct 
Meshless Local Petrov-Galerkin (DMLPG) Method 

Ali Shokri, Erfan Bahmani 

Department of Mathematics, University of Zanjan, Zanjan, Iran   

Received: December 17 2018                               Accepted for publication: March 21 2020 
Corresponding author: a.shokri@znu.ac.ir 
© 2020 Published by Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran  

Abstract 
The two most important numerical methods, finite difference, and finite 
element methods have some limitations in solving some problems arising in 
partial differential equations. A meshless method can be used to overcome 
these limitations. In these methods, no mesh required in the domain to solve 
the problem, and just scattered points are used for the approximation of the 
unknown function. In this paper, the two-dimensional telegraph equation is 
solved using a direct meshless local Petrov-Galerkin (DMLPG) method based 
on generalized moving least squares. To measure the accuracy of this method, 
the comparison of the results with the theoretical solution and other methods 
has been used, which results indicate the high accuracy of the proposed 
method. 
Keywords: Direct meshless Local Petrov-Galerkin method, Moving least 
squares, Generalized moving least squares, Two-dimensional telegraph 
equation, The local weak form. 
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