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تاب روي هاي شبه منسجم تخت و همرستۀ هموتوپی از بافه
 هاي شبه فشرده و منفکاسکیم

 1اسماعیل حسینی

 ، دانشگاه شهید چمران اهوازریاضیگروه 

  3/3/1399تاریخ پذیرش:     17/4/1398 تاریخ دریافت:
-هاي شبهرستۀ همۀ بافه QcoXفشرده و منفک و -اسکیمی شبه X فرض کنید چکیده:
منسجم تخت و هم-هاي شبهباشد. نشان خواهیم داد که رستۀ هموتوپی بافه X روي منسجم
منسجم تصویري -هاي شبهمدول -XO ها، جایگزین طبیعی رستۀ هموتوپیمدول -XOتاب از 

 تاب ازمنسجم و هم-هاي شبهکنیم که هر همبافت تخت از بافهثابت می است. براي این منظور
XO- پذیر است.ها، انقباضمدول 

تاب، همبافت تخت، رستۀ منسجم، بافۀ تخت، بافۀ هم-شبهاسکیم، بافۀ هاي کلیدي: واژه
 هموتوپی، رستۀ مثلثی.

 05F14 ،30E18): 2010بندي ریاضی (رده

 مقدمه -1

باشد. در حالت کلی  X 3روي اسکیم 2منسجم-هاي شبهرستۀ همۀ بافه QcoX فرض کنید
خط  Xمثال، وقتی  عنوانبهزیرا  ؛به اندازة کافی شئ تصویري ندارددانیم که این رسته می

(به  داراي شی تصویري غیر صفر نیست QcoXروي میدانی با مشخصۀ صفر باشد،  4تصویري
 QcoX دراین یکی از مشکلات اساسی جبر همولوژي  مراجعه کنید). ]5[ از مرجع 1,2مثال 
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 آنرا در  2هاي تصویريمبتنی بر تحلیل 1هاي مشتق شدةنتوانیم تابعگون شوداست که باعث می
قدیمی و مهم  ايمسئله QcoXبنابراین، یافتن جایگزین براي اشیاي تصویري در  ؛تعریف کنیم

موفق  3نیمن، ]14[ پاسخی به آن داده نشده بود. در 2008در هندسۀ جبري است که تا سال 
جایگزینی براي اشیاي تصویري بیابد که  4هاي هموتوپیشد در حالت آفین و با استفاده از رسته

و  5ندیکگروتبر تعمیم قضیۀ دوگانی  هاي غیر آفین باشد. مبناي کار نیمنبه حالت تعمیمقابل
و  2005هاي هموتوپی استوار است. تعمیمی که نقطۀ شروع آن به سال تعبیر آن به زبان رسته

موفق  7و کروزه 6، آینگار]11و  9[در  آمدهدستبهاز ترکیب نتایج  .گرددبرمی ]11و  9[ هايمقاله
 هانآمیم دهند. هاي هموتوپی تعبیر کرده و تعگروتندیک را به زبان رسته شدند قضیۀ دوگانی

 ارزيباشد، هم D 8بافت دوگانباهمجابجایی و نوتري  ايحلقه Rنشان دادند که اگر  ]10[در 

   (Proj ) ( :  K  Inj ) K R R R⊗ →−D ;                             (1) 
K(Injوجود دارد که در آن  9هاي مثلثیاز رسته  )R رستۀ هموتوپی R- هاي تزریقی و مدول

K(Proj رستۀ )R رستۀ هموتوپی R- ارزي تکمیل در واقع این هم .تصویري است هايمدول
اشیاي  خلأنقطۀ آغازي بر رفع  توان آن راقضیۀ دوگانی گروتندیک است که می 10نامتناهی

] 14[ زیرا با استفاده از آن، نیمن موفق شد در دو مقالۀ بسیار مهم ؛دانست QcoX تصویري در
  ارزيهم ]15و [

 pacK K Flat  / K(Proj ) ( ) ( )FlatR R R→;                      (2) 
K(Flat کهطوريبههاي مثلثی کشف کند را از رسته )R روي  11هاي تخترستۀ هموتوپی مدول

pacK و Rحلقۀ دلخواه F( lat )R رستۀزیر K(Flat )R است.  12هاي تختاز همبافت متشکل
pacK قسمتخارجکه  دهدمی) نشان 2ارزي (هم Flat  /K Fl( ) ( )atR R طوربهتوان را می 

K(Projجایگزین  عنوانبهطبیعی  )R  در نظر گرفت. این جایگزینی نیمن را قادر ساخت که
 13، شاگرد او مورفت2007که در سال  ايمسئلههاي غیر آفین بیان کند. ) را در حالت2ارزي (هم
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قسمت خارجاما  ؛موفق به انجام آن شد ]12[ ي دکتري خوددر رساله
pacK Flat  /K Fl( ) ( )atR R است و همین امر موجب  1هاي مثلثی داراي ساختاري صلباز رسته

 که حسینی و سالاریان در ايمسئلههایی براي آن مورد توجه قرار گیرد. تا شناسایی معادلشد 
  ارزيموفق شدند نشان دهند هم هاآناند. به آن پرداخته ]8[

 pac( ) (Flat ) K dg-Cof K / (FlK at )X X X→;                    (3) 
Kکه طوريبههاي مثلثی وجود دارد از رسته dg-C( of  )Xهاي ، رستۀ هموتوپی همبافتdg- 

X منسجم روي اسکیم -هاي شبهاز بافهمراجعه کنید)  1 تبصره(براي تعریف آن به  2تابهم
Kنشان دادند که  هاآناست. همچنین  dg-C( of  )X  و رستۀ هموتوپیK(Cof  )X هاي از بافه

 -هاي شبهبرابرند اگر و تنها اگر هر همبافت تخت از بافه باهمتاب منسجم تخت و هم -شبه
K(Cofباشد ( 3پذیرتاب، انقباضمنسجم هم  )X  وK dg-C( of  )X هاآن 4را با تصویر اساسی 

FlaK)در  t  )X بنابراین براي آنکه جایگزین رستۀ هموتوپی براي اشیاي ؛گیریم)یکی در نظر می 
دست آورد که روي را به Xهایی مثل کافی است اسکیم صریح مشخص شود طوربهتصویري، 

هاي که در حالت ايمسئله. باشدپذیر تاب، انقباضهاي هممدولXO -هر همبافت تخت از  هاآن
  زیر به آن پاسخ داده شده است:

  .مراجعه کنید) ]7[(به مرجع  یک اسکیم نوتري با بعد کرول متناهی استX (آ)
 ]6[(به مرجع  است nℵ حداکثر 7با عدد اصلی 6و منفک 5فشرده -یک اسکیم شبه X(ب) 

  .مراجعه کنید)
مراجعه ] 7(به مرجع [ است Dیک اسکیم موضعاً نوتري و داراي همبافت دوگان  X(پ) 

  کنید).
 -اسکیم شبه کنیم روي هرثابت می در این مقاله، با حذف محدودیت عدد اصلی در حالت (ب)

پذیر است. در واقع تاب انقباضمنسجم و هم -هاي شبهفشرده و منفک، هر همبافت تخت از بافه
  تساوي Xفشرده و منفک -کنیم که روي اسکیم شبهثابت می

K dg-Cof  K Co( ) ( )f  X X=  
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هاي بافه هامدول -XO، فشرده و منفک -شبهیک اسکیم  Xدر سراسر این مقاله،  برقرار است.
مگر آنکه خلاف آن را  است هامدول -XO همۀ ۀرست QcoXو هامدول -XOاز  منسجم-شبه

 1است هرگاه داراي پوششفشرده و منفک  -شبهیک اسکیم  X کنیمیادآوري می ذکر کنیم.
 Ω { } i

n
iU ==   ) (باشد  3و آفین 2باز هايزیرمجموعهاز 1

n

i
iX U

=
= ∪

1
که اشتراك هر دو طوريبه 

زیر مجموعۀ باز و آفین از آن یک زیر مجموعۀ باز و آفین باشد (براي جزئیات بیشتر دربارة 
 را تخت گویند هرگاه تابعگون Fمدول -XOمراجعه کنید).  ]4[ ها به مرجعها و بافهاسکیم

 : Qc- o Qco
X

X X⊗ →OF .4تابعگون همورد کنیمیادآوري می دقیق باشد  -
X

⊗OF 
  ۀ دقیقدقیق است هرگاه براي هر دنبال

 → → → →0 0G C  K  

، دنباله QcoXدر
X X X

→ ⊗ → ⊗ → ⊗ →0 0O O OF G F C  F K هدنبال-
 -XOتخت باشد. هاي مدول -XO ردة همۀ FlatX فرض کنید .باشد QcoXاي دقیق در

  گویند، هرگاه 5تابرا هم C مدول

Flat { Qco |  Ext ,  ,   Flat }.( )
X

X X X⊥∈ = ∈ = ∀ ∈1 0OC B F B F  

XO- مدولF تاب باشد. فرض کنیدتخت و هم توأماًتاب گویند، هرگاه را تخت و هم  CotX 
طبق تاب) باشد. به ترتیب، تخت و هم(تاب ي همهامدول -XO ) ردة همۀCofX(به ترتیب. 

  دقیق ۀدنبال Gدلخواه  مدول -XO براي هر ،4از بخش  2ۀ نتیج ]3[ مرجع
  → → → →0 0G C   F  

لازم به ذکر است که  .CotX∈C و Flat X∈F  کهطوريبهوجود دارد  هامدول -XOاز 
که خواننده  است QcoXهاي فراوانی در جبر همولوژي نسبی در وجود این دنباله داراي مزیت

  ها را مشاهده کند.بخش مهمی از این مزیت ]13و  12[در مراجع  تواندمی

  تابهمهاي مدول -XO هاي تخت ازهمبافت -2

پذیر تاب، انقباضهاي هممدول -XO در این بخش نشان خواهیم داد که هر همبافت تخت از
  دنبالۀ است. منظور ما از یک همبافت
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4- Covariant functor 
5- Cotorsion 
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 :   

n nn n n −− ∂ ∂ +→ → →→ G GG L LG G G
11 1  

داشته باشیم  nبراي هر عدد صحیح  کهطوريبهاست  1اهریخت -XO وها مدول -XO از
 n n−∂ ∂ =G G

1 )Cرا با نماد ها مدول -XOهاي از همبافت . رستۀ همۀ0 )X دهیم. نمایش می
)Cدانیم می )X همبافت .است 2یک رستۀ گروتندیک ( , )n n

n∈= ∂GG G Z از XO- هامدول 
nگویند هرگاه براي هر  3دوررا بی ∈Z  

Ker Im .n n−∂ = ∂G G
1 

)همبافت دقیق  , )n n
n∈= ∂GG G Z  ازXO- شود هرگاه نامیده می 4دورمحض بی طوربه هامدول

، Gمدول  -XOبراي هر 
X

⊗G O G  از  دورهمبافتی بیXO- باشد. همبافت  هامدول
( , )n n= ∂FF F  ازXO- هرگاه  ،گویند را تخت هامدولF  از  دورمحض بی طوربههمبافتی

XO- هاي تخت از همۀ همبافت ردةتخت باشد.  هايمدولXO- را با  هامدولpac (FC lat )X 
  دهیم.نمایش می

دنبالۀ دقیق ، Gکه براي هر همبافت  ه شده، نشان داد]8[ از مرجع 6,2در گزاره  :1تبصره 
    → → → →G C F0 pac کهطوريبهها وجود دارد از همبافت0 (Fl t )C a X∈F و  

C( )pac pac( ) (C Flat  { C( )|Ext ,    ,   C Flat  }.) ( )XX X X⊥∈ = ∈ = ∀ ∈C K F K F1 0  

همبافت کنیم،می یادآوري
 

( , )n n
n∈= ∂CC ZCdg- هرگاه، تاب استهم pacC Flat  ( )X ⊥∈C.  

توان نشان داد که همبافت می ]2[از مرجع  4,3با روشی مشابه اثبات گزاره  :2تبصره 
 ( , )n

n n
∈= ∂CC C Z ازXO- هامدول dg - اگرتاب است اگر و تنها هم 

nبراي هر  )1 ∈Z ،nC  یکXO- تاب باشد.هم مدول  

)براي هر همبافت تخت  )2 , )n n= ∂FF F ، همبافت( , )( , )
X

δ•Hom F CO دور باشد که بی
 در آن

( ( , )  :  Hom , , )

( ) )

)

)

(

( (

XX

n i i n

n i i n i n i i
i

i

f f f

δ

δ δ δ

• +

+ +
∈

∈
= ∏

= − −C F

Hom F C
11¢

OO F C
Z
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)توجه داشته باشید که  ( , ),δ)
X

•Hom F CO هاي آبلی است.همبافتی از گروه  

  توان دید که یکریختیمی راحتیبه :3تبصره 

K( )H ( , ) Hom ( , [( ) ])
X

n
X n• ≅Hom F C F CO  

-ی و رستههاي هموتوپهاي آبلی همواره برقرار است. براي تعاریف، نمادها و جزییات رستهاز گروه
نتایج  مراجعه کنید. ]6[ هاي اول و دوم از مرجعو فصل ]18[از مرجع  10به فصل هاي مثلثی 

  کنیم.هاي تخت اختصاص دارد آغاز میمدول -XO این بخش را با گزارة زیر که به ساختار

  صورت شرایط زیر معادل هستند.باشد. در این مدول -XO یک Fفرض کنید  .1,2گزاره 

  تخت است. F(آ) 

| ،Xاز  U(ب) براي هر زیر مجموعۀ باز و آفین  UF یکUO-  مدول)( |U X U=O O  تخت
  است.

)،Xاز  U(ث) براي هر زیر مجموعۀ باز و آفین  )  UF   یک( )X UO- .مدول تخت است  

یک زیر مجموعۀ باز و آفین از  Uمدول تخت و -XOیک  Fفرض کنید (ب) ←. (آ)اثبات
X ۀباشد. دنبال  

 → → → →0 0G C  K  
f:ها را در نظر بگیرید. اگرمدول -UOاز  U X→ نگاشت شمول و f∗ تصویر  تابعگون

  ۀ دقیق چپدنبال متناظرش باشد آنگاه 1مستقیم
  f f f∗ ∗ ∗→ → → →0 0G C  K  

که دنبالۀ فوق دقیق راست باشد کافی است نشان دهیم ها وجود دارد. براي آنمدول -XO از
  ۀدنبال، Xاز  Vبراي هر زیر مجموعۀ باز و آفین 

( ) ( ) ( )  f V f V f V∗ ∗ ∗→ → → →0 0G C  K  
)از  )X VO- اما طبق فرض  ؛ۀ دقیق استلها یک دنبامدولX یک اسکیم منفک است و

U درنتیجه V∩  زیر مجموعۀ باز و آفینی ازX بنابراین دنبالۀ ؛است  
  U V U V U V→ → → →0 ( ) ( ) ( ) 0∩ ∩ ∩G C  K  

                                                                                                                                          
1- Direct image functor 
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)اي دقیق از دنباله )X VO- از فصل دوم از  2,5و  6,5 هايگزارههاست و در نتیجه طبق مدول
  ۀدنبال ،]4[ مرجع

  f f f∗ ∗ ∗→ → → →0 0G C  K  
  ها دقیق است. پس طبق فرض دنبالۀمدول -XO از

 
X X X

f f f∗ ∗ ∗→ ⊗ → ⊗ → ⊗ →0 0O O OF G F C  F K  
  دقیق دنبالۀ Uبه  ها است که تحدید آنمدول -XOاز اي دقیق دنباله

| | |
X X XU U U→ ⊗ → ⊗ → ⊗ →0 0O O OF G F C  F K  

| دهد. پسرا نتیجه می  UF یکUO- است. تخت مدول  
  است. واضح (آ) ←(ب)

  دقیق دنبالۀ (ث)←(ب) 
M N K→ → → →0 0   

)از  )X UO- 4[ از فصل دوم از مرجع 2,5صورت طبق گزارة ها را در نظر بگیرد. در اینمدول[ ،
  دقیق دنبالۀ

f M f N f K∗ ∗ ∗→ → → →0 0% % %   
f:ها وجود دارد که در آن مدول -XOاز  U X→ بنابراین طبق  ؛نگاشت شمول است

  دنبالۀ فرض

X X X
f M f N f K∗ ∗ ∗→ ⊗ → ⊗ → ⊗ →0 0% % %

O O OF F F  
  دقیق است. در نتیجه، دنباله دقیق هامدول -XOاز 

( ) ( ) ( )
X X X

f M U f N U f K U∗ ∗ ∗→ ⊗ → ⊗ → ⊗ →0 0% % %
O O OF F F  

از فصل دوم  2,5گزارة قسمت عکس هم به طریق مشابه و با استفاده از  کند.اثبات را کامل می
  ∎ شود.نتیجه می ]4[ مرجعاز 

C(Cofفرض کنید   )X هاي از همۀ همبافت ةردXO- تاب باشد. در ادامۀ تخت و هم هايمدول
pacCدهیم نشان می بخشاین  Flat ) C(Cof ) C( (Flat )X X X⊥ C(Flatکه در آن  =⊇ )X 
زیر که به ساختار  ةهاي تخت است. حال به گزارلمدو -XOهاي از همۀ همبافت ةرد

  پردازیم.ها اختصاص دارد میمدول -XO هاي تخت ازهمبافت

)همبافت  .2,2گزاره. , )n n= ∂FF F  ازXO- را در نظر بگیرید. در این صورت شرایط ها ولمد
  :اندمعادلزیر 



  348                        تاهاي شبه منسجم تخت و همرستۀ هموتوپی از بافه 

 

  تخت است. F (آ)

nدور است و براي هر بی F(ب)  ∈Z ،Ker n∂F  یکXO- تخت است. مدول  

)فرض کنید  (ب) ←(آ) :اثبات , )n n= ∂FF F  همبافتی تخت باشد. در این صورت به ازاي
n ∈Z ،دلخواه Ker n∂F از  1یک زیر مدول محضXO-  مدول تختnF  است و در نتیجه

X ،Kerاز Uبراي هر زیر مجموعۀ باز و آفین  |U
n∂F  یک زیر مدول محض ازUO-  مدول

U|تخت 
nF  (ب)). پس 2,1است (گزارهKer |U

n∂F یک UO- بنابراین  ؛مدول تخت است
Ker، 2,1طبق گزارة  n∂F  یکXO- تخت است. مدول  

nو براي هر  دقیق Fفرض کنید  (آ) ←(ب) ∈Z ،Ker n∂F  یکXO- تخت باشد. در  مدول
nاین صورت براي هر  ∈Zۀ دقیق، دنبال  

 Ker Kern n n+∂ ∂→ → → →F FF   10 0  
از  Uزیر مجموعۀ باز و آفین  براي هر ،2,1هاي تخت وجود دارد. طبق گزارة مدول -XOاز 
Xدنبالۀ دقیق ،  

 Ker Ker( ) ( ) ( )n n nU U U+∂ ∂→ → → →F FF   10 0  
) از )X UO- دانیم هر دنبالۀ دقیقی که به یکهاي تخت وجود دارد. از طرفی میمدول  ( )X UO
  دلخواه بود پس دنبالۀ Uچون  محض دقیق است. طوربهمدول تخت ختم شود  -

 Ker Kern n n+∂ ∂→ → → →F FF   10 0  

  ∎.تخت است Fمحض دقیق است و در نتیجه همبافت طوربه

دار باشد. در این صورت هر همبافت تخت و یک پذیرشرکتیک حلقۀ  Rدفرض کنی .23, قضیه
  پذیر است.انقباض ،تابهاي هممدول -Rاز 

)فرض کنید  :اثبات , )n n= ∂FF F  یک همبافت تخت ازR- تاب باشد. چون هاي هممدول
( , )n n= ∂FF F  حد مستقیم  صورتبهآن را  توانیممییک همبافت تخت است پس

co lim ii I∈
=F X براي هر  کهطوريبهها بنویسیم از همبافتi I∈، iX  همبافتی تصویري

coدانیم هاست. میمدول -Rاز  lim ii I∈
X ی از قسمتخارجii I∈

⊕ X دنبالۀ دقیقبنابراین  است  

colim
i I

i
i I

i
∈ ∈

→ → →→ =⊕K X F X0 0                   (4) 

                                                                                                                                          
1- Pure submodule 
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 1با نمایش متناهی است پس براي همبافت دارجهتاي مجموعه Iها وجود دارد. چون از همبافت
  دنبالۀ دقیق Gمثل 

( ) ( ) ( ), ,colim ))X X i X ii Ii I ∈∈
→ ⊕→ → →C C CHom (G,K) Hom (G X Hom (G X0 0

از مرجع  2و  1هاي آبلی وجود دارد (براي دیدن تعاریف و جزئیات بیشتر به بخش هايگروه از
)بنابراین دنباله  ؛] که روي هر اسکیم شبه فشرده و منفک برقرارند مراجعه کنید)2[  طوربه 4(

iبراي هر  دانیممیاز طرفی  محض دقیق است. I∈ همبافت تصویري ،iX یک همبافت انقباض -
j ،]5[از مرجع  11,2اما طبق قضیه  ؛هاي تصویري استپذیر از مدول

j J∈
=K K∪ کهطوريبه 

nهر  هاي تخت است. چون برايپذیر از مدولیک همبافت انقباض jKبراي هر،  ∈Z، nF 
  دنبالۀ دقیق زیر تاب است پسهم

• ••( , ) ( , ) ( , )R R
i I

R i
∈

→ → → →⊕Hom F F Hom X F Hom K F0 0
 

 
، 1هاي آبلی وجود دارد. طبق تبصره ها در رسته گروهاز همبافت

C( )C( )Ext ,  E( ) x , )t (  X j
j JX ii I ∈∈

= =⊕ X F K F11   هايهمبافت و در نتیجه ∪0
• ( , )RHom K F  و• , )(

i I
R i

∈
⊕Hom X F بنابراین  ؛دقیق هستند• ( , )RHom F F  نیز دقیق

  3با استناد به تبصره  است. در نتیجه

.K( )Hom ( , )X =F F 0  

  ¾انقباض پذیر است. Fبنابراین همبافت 

ابتدا برخی  نیز برقرار است. QcoXدهیم که مشابه قضیۀ فوق در رستۀ در قضیۀ زیر نشان می
)  کنیم. فرض کنیدآوري مییاد ]4[ از فصل سوم از مرجع 4ها را از بخش نماد )i IiU

∈
U = 

مدول  -XO 2امین چک-pمدول باشد. در این صورت  -XOیک  Fو Xپوششی باز براي 
F  بارا 

,...,... *( , ) ( )|
i ip p

p
Ui i f< <= ⊕

00
F FC U که در آن  کنیمتعریف می

...,..., p pii i iU U U= ∩ ∩
00

:,...,و  
pi if XU →

0
، طبق لم تابع شمول است. همچنین 

  ، همبافت دقیق]4[ از مرجع فصل سوماز  2,4
     

( , ) :   ( , ) ( , ) ( , )→  → → →→ 10 20 LC U C U C U C UF F F F F  

                                                                                                                                          
1- Finitely presented 
2- Cech 
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مشهور است. لازم به توضیح است که طبق  1ها وجود دارد که به همبافت چکمدول -XOاز 
یعنی  ؛موضعی با صفر هموتوپ است طوربه، این همبافت ]4[ از مرجع فصل سوماز  2,4لم اثبات 

xبراي هر  X∈  همبافت( , ) xFC U  از,x XO- بنابراین براي  ؛ها با صفر هموتوپ استمدول
)همبافت  G مدول -XOهر  , ) ⊗F GC U موضعی با صفر هموتوپ و در نتیجه دقیق  طوربه

) دهد کهاست. این نشان می , )FC U محض دقیق است. طوربه 

,...,...فرض کنید  .4,2لم  p pi i i iU U U= ∩ ∩
0 0

:,...,و  
pi if XU →

0
تابع شمول باشد.  

  در این صورت

  دقیق است.∗f (آ) تابعگون

f(ب) تابعگون    کند.محض دقیق را حفظ می طوربههاي دنباله ∗

f(پ) تابعگون    کند.تخت را حفظ می هايمدول ∗

f (ث) تابعگون   کند.را حفظ می 2حدهاي مستقیم ∗

f(ت) تابعگون    کند.هاي تخت را حفظ میهمبافت ∗

 410صفحه  B.6شوند. (ث) طبق لم مستقیم از تعاریف نتیجه می طوربه (آ)، (پ) و (ت) اثبات:
  ¾برقرار هستند. ]5[ از مرجع 5,2و (ب) طبق لم  ]17[ از مرجع

  تابهمهاي مدول -XO هاي تخت ازبافت. هم3

وشن رهاي غیر آفین خواهیم پرداخت و تعبیري به تشریح قضایاي نیمن در حالت در این بخش،
یابیم. مزیت روش ما این است که عناصر رستۀ هموتوپی جایگزین ) می2ارزي (براي هم

K(Proj )R صریح مشخص خواهیم کرد طوربهرا.  

  پذیر است.تاب، انقباضهم هايمدول -XO. هر همبافت تخت از3,1 قضیه

)فرض کنید  اثبات: , )n n= ∂FF F  یک همبافت تخت ازXO- کافیتاب باشد. هاي هممدول 
 ،pنشان دهیم براي هر  است

,...,... *( , ) ( )|
i ip p

p
Ui i f< <= ⊕

00
C U F F پذیر است.انقباض  

,..., و هر p، براي هر 3,2ۀ طبق قضی ...
ppi i i iU U U= ∩ ∩

0 0
، 

,...,
|

i i pUF
0

همبافتی تخت از  

,...,i i pU 0
O- محض دقیقطوربهاي دنبالۀ مولفه ،4,2لم  بنابراین طق ؛هاستمدول  

                                                                                                                                          
1- Cech complex 
2- Direct limit 
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,...,
)( |

i i p

p p
j J j i U

i I
f f f∗ ∈ ∗ ∗

∈
→ ⊕→ → →K X F

0
0 0∪  

iبراي هر  کهطوريبههاي تخت وجود دارد از همبافت I∈ ،p
iX پذیر از یک همبافت انقباض

jو براي هر  هاي تختمدول J∈ ،p
jK هاي تخت است. پذیر از مدولیک همبافت انقباض

nهر  چون براي ∈Z، nF دنبالۀ دقیق  تاب است پسهم  

,...,

• • •( | , ) ( , ) ( , )
i iX X Xp

p p
U ii I

f f f∗ ∗ ∗
∈

→ → → →⊕Hom F F Hom X F Hom K F
0

0 0O O O  

Hom• همبافت ،2د دارد. طبق تبصره هاي آبلی وجوگروه ۀها در رستاز همبافت ( , )
X

pf∗K FO 
Hom• همبافت و ( , )

X

p
i

i I
f∗

∈
⊕ X FO بنابراین  ؛دقیق هستند

,...,

• ( | , )
i i pX Uf∗Hom F FO 0

نیز  

≥دقیق است و در نتیجه براي هر  ≤0 k n ،• ( ( , ), )
X

kHom F FO C U  استهمبافتی دقیق .
  محض دقیق طوربه ايمؤلفهحال با استفاده از همبافت 

    
( , ) :   ( , ) ( , ) ( , )n→ → → →→ →F F F F F100 0LC U C U C U C U  

گیریم نتیجه میتاب است هاي هممدول -XO همبافتی از Fو با توجه به اینکه 
• ( ( , ), )

X
Hom F FC UO هاست. در نتیجه همبافتی دقیق از همبافت• ( , )

X
Hom F FO 

K(Flatبنابراین ؛همبافتی دقیق است ) K( )( , ) Hom ( , )Hom X X= =F F F F  F و در نتیجه 0
  ¾پذیر است.انقباض

  تساوي .2,3قضیه 

pacK (Flat )  K(Cof )X X⊥ =  

K(Flatدر رستۀ  )X برقرار است.  
  در ابتدا لازم است که درستی تساوي :اثبات

pac ( )C Flat C(Cof ).X X⊥ =  

C(Flatرا در )X  هايرستهزیر  عنوانبهو C( )X .هر 1قسمت ( 2طبق تبصره  ثابت کنیم (
)عضو  )pacC Flat  X  داریم تاب است و در نتیجههاي هممدول -XOهمبافتی از  ⊥

pacC Flat C(Cof )( )X X⊥   بنابراین باید نشان دهیم ؛⊇

pac (C(Cof ) C Fl )at .X X ⊥⊆  

  ۀدنبال ،2طبق تبصرة  صورتتاب باشد. دراینهم هايمدول -XO همبافتی از Xفرض کنید 



  352                        تاهاي شبه منسجم تخت و همرستۀ هموتوپی از بافه 

 

 f→   →→ → X C F 00                               (5) 

C(Cof آن درها وجود دارد که از همبافت )X∈C داریم و pac (C Fl )atX∈Fبنابراین  ؛F 
پذیر انقباض Fتاب است. در نتیجه هاي تخت و هممدول -XOمحض دقیق از  طوربههمبافتی 

   1پذیر است در نتیجه مثلث شاخصاي انقباضمؤلفه طوربهۀ فوق طرفی دنبال از است.

.∑→ → →X C F X  
X≅ بنابراین ؛وجود دارد C  درK(Flat )X  2و در نتیجه طبق تبصره، pacC Flat  ( )X ⊥∈C

). پس ) ( )pacC Cof =C Flat  X X ) . در نتیجه،⊥ ) pacK Cof K (Flat )X X  نشان. حال ⊇⊥
) دهیممی )pacK (Flat ) K CofX X⊥ pacK. براي این منظور فرض کنید ⊇ (Flat )X ⊥∈X

  ، مثلث شاخص]8[ از مرجع 1,3صورت، طبق گزاره . در این

→ → →∑X C F X  
K(Flatدر  )X  کهطوريبهوجود دارد pacK (Flat )X∈F  داریم وK(Cof )X∈C.  با اعمال

2تابعگون کوهمولوژي
K(Flat )Hom ( , )X −F ،  گیریم که نتیجه میروي این مثلث شاخص

K(Flat )Hom ( , )X =F F X≅پذیر است و در نتیجه انقباض Fپس  .0 C  درK(Flat )X؛ 
  ¾کند. این اثبات را تمام می که

  هم ارزي. 3,3نتیجه 

pacK(Cof )  K(Flat ) / K Flat  ( )X X X→;  

  هاي مثلثی وجود دارد.از رسته

  هم ارزي]، 16[از مرجع  13,1,9ق قضیه طب دانیممیاثبات: 

pac pacK (Flat )  K(Flat ) / ( )K Flat    X X X⊥ →;  

  ، هم ارزي6,2بنابراین طبق قضیه  ؛مثلثی وجود دارد هايرستهاز 

pacK(Cof )  K(Flat () / K Fla  )t  X X X→;  

  ¾هاي مثلثی وجود دارد. از رسته

                                                                                                                                          
1- Distinguished triangle 
2- Cohomological functor 
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 ، تساويXفشرده و منفک-اسکیم شبهپس در این مقاله نشان دادیم که روي 
K (dg-Cof ) K(Cof )X X=  رسته ،7,2برقرار است و در نتیجه طبق نتیجه K(Cof )X 

  است. QcoX جایگزین طبیعی براي اشیاي تصویري در

از داوران محترم که زحمت داوري مقاله را قبول  دانممیدر پایان بر خودم لازم سپاسگزاري: 
  .کرده و نظرات ارزشمندي در راستاي بهبود مقاله پیشنهاد دادند قدردانی کنم
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Abstract 

Let X  be a quasi-compact and semi-separated scheme and QcoX  be the 
category of all quasi-coherent sheaves of XO -modules. We show that any flat 
complex of cotorsion quasi-coherent sheaves of XO -modules is contractible. 
As an application, it is shown that the homotopy category of cotorsion flat 
quasi-coherent sheaves of XO -modules is the natural replacement of the 
homotopy category of projectives. 
Keywords: Scheme, quasi-coherent sheaf, flat sheaf, cotorsion sheaf, flat 
complex, homotopy category, triangulated category . 
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