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 هايروشوجود سه جواب براي معادلات تفاضلی با استفاده از 
  تغییراتی

 ، امجد سالاري1حیدر خانیشاپور 

 گروه ریاضی، دانشگاه رازي کرمانشاه

  3/4/1399 تاریخ پذیرش:              25/5/1398 تاریخ دریافت:

. نماییممیرا مطالعه یک کلاس از معادلات تفاضلی  هايجوابچندگانگی  ما در این مقاله چکیده:
همواري که روي فضاهاي باناخ بازتابی تعریف  هايتابعکتغییراتی براي  هايروشدر واقع از 

، . بعلاوهکنیممیآوردن وجود حداقل سه جواب براي این معادلات استفاده  به دستبراي  اندشده
نامنفی  آمدهستدبه هايجوابکه  کنیممیغیرخطی ثابت  هايقسمتبا فرض نامنفی بودن 

  .نماییممی سازيشفافرا  آمدهدستبهبا ارائه یک مثال نتایج  درنهایتهستند. 

 ، شرط لیپ شیتز، روشگسستهمعادلات تفاضلی غیرخطی، مسائل مقدار اولیه هاي کلیدي: واژه
 تغییراتی، نظریه نقطه بحرانی

 .15B34 ،05A39): 2010بندي ریاضی (رده

  مقدمه -1

 ه ما به مطالعه مسئله مقدار مرزي تفاضلی با شرایط مرزي دیریکلهدر این مقال

( ( ( ))) ( ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( ( )),  [ ,  ],
( ) ( )

p k pu k q u k f k u k g k u k h u k k T
u u T
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 (1) 

>1که در آن  پردازیممی < ∞p ،( ) | | 2φ −= p
p s s s،: ( ) 0= >kq q k  براي هر[ ,  ]k T∈ 1 ،

2≥T  ،یک ثابت صحیح است[ ,  ]T1  بازه گسسته{ , , }1 … ⊂ ¥T  ،است
, :[ ,  ]f g T × →1 ¡ :توابعی پیوسته هستند،  ¡ →¡ ¡h  یک تابع پیوسته لیپشیتز از

)است که  L≤0با ثابت لیپ شیتز  p−1مرتبه  )0 0=h  و( ) ( ) ( )1∆ = + −u k u k u k  عملگر
  تفاضلی پیشرو است.
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کنترلی،  هايسیستمتحقیقاتی مانند علوم کامپیوتر، مهندسی مکانیک،  هايزمینهدر بسیاري از 
ر داریم که د کار و ریاضی سر هايمدلاقتصاد و ... همواره با  عصبی، هايشبکهمطالعات زیستی، 

به مسائل مقدار اولیه گسسته یا همان معادلات تفاضلی با شرایط  هاسازيمدلبسیاري از این 
 مثالعنوانبهبه این مسائل وجود دارد،  ايویژه. با توجه به این موضوع توجه شودمیاولیه منتهی 

  و مراجع آن را ملاحظه نمایید. ]1[ توانیدمی

بالایی و  هايجوابي از محققان با استفاده از نظریه نقطه ثابت، روش در سالیان اخیر تعداد
پایینی، نظریه نقطه بحرانی، روش تغییراتی و نظریه مورس به مطالعه وجود و چندگانگی 

 از این آمدهدستبهمعادلات تفاضلی متناهی پرداختند. براي مشاهده و مطالعه نتایج  هايجواب
وجود  ]2[ عنوان مثال نویسندگان در مراجعه کرد. ]13 الی 1[ به منابع توانمیتحقیقات 
متناوب را با استفاده از  ضرایبمثبت متناوب را براي معادلات تفاضلی غیرخطی با  هايجواب

 هايجواببا استفاده از روش  ]1[ بررسی کردند. نویسندگان در هامخروطیک قضیه نقطه ثابت در 
  بالایی و پایینی مسئله

( ) ( , ) [ , ]2
1 0 1−∆ + + = ∈k k k kx q x f k x k N  

  را با شرایط مرزي
,0 0= ∆ = ∆N Nx x x x  

]14[ نویسندگان درآوردند.  به دستدر نظر گرفتند و نتایج وجودي و یکتایی را  بر اساس  
اصل تغییراتی ریچري1 وجود حداقل سه جواب را براي مسئله (1-1) در حالت  0≡ ≡kq h  به 

]12[ وهشگران درآوردند. پژ دست جواب مثبت  سه با استفاده از یک قضیه نقطه ثابت، وجود 
- لاپلاسین گسسته �را براي مسئله 

( ( ( ))) ( ) ( ( )) , [ , ],
( ) ( ) , or

( ) ( )

p u t a t f u t t T
u u T

u u T

φ∆ ∆ − + = ∈ +
∆ = + =
 = ∆ + =

1 0 1 1
0 2 0

0 1 0
 

]:در آن  را که , ) [ , )f ∞ → ∞0 ]:تابعی پیوسته است و  0 ,  ] [ , )a T + → ∞1 1  به دست، 0
بحرانی، شرایط مختلف را براي وجود و  نقطهسهیاي بر اساس قضا ]5[ آوردند. نویسندگان در

تفاضلی با شرایط مرزي نویمن را بررسی  غیرخطیمسئله مقدار اولیه  هايجوابچندگانگی 
 لاپلاسین-�با استفاده از نظریه نقطه بحرانی وجود بینهایت جواب را براي مسئله  ]3[ کردند. در

                                                                                                                                          
1- Ricceri 
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ررسی ب غیرخطیت شرایط مجانبی روي قسمت غیرخطی گسسته با شرایط مرزي دیریکله را تح
  شد.

) بر اساس 1-1با توجه به نتایج فوق، ما در این مقاله در پی اثبات وجود سه جواب براي مسئله (
در  مورداستفادهحقیقی هستیم. روش  هايبازهي متعلق به µو  λمقادیر مختلف پارامترهاي 
 ربحرانی است که توسط ریچري د نقطهسهیک قضیه  تردقیق طوربهاین مقاله، روش تغییراتی و 

که ما در این مقاله با استفاده از این قضیه، وجود حداقل سه جواب را  است آمدهدستبه ]15[
 غیرخطی، هايقسمتو با استفاده از شرط نامنفی بودن  آوریممی به دست) 1-1براي مسئله (

نتایج اصلی  سازيشفافنامنفی هستند. درنهایت براي  آمدهدستبه هايجواب دهیممینشان 
  .دهیممییک مثال ارائه 

  .دهیممیدر اینجا یک حالت خاص از نتیجه اصلی این مقاله را ارائه 

f:فرض کنید  .1-1قضیه  →¡ h:تابعی نامنفی و پیوسته باشد و  ¡ →¡ تابعی پیوسته  ¡
)باشد که این ثابت در شرط  Lلیپ شیتز با ثابت لیپ شیتز )LT T + <1 و  کندمیصدق  4

( )h =0   . فرض کنید0
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  که در آن
: { :[ , ] : ( ) ( ) }.E u T u u T= + → = + =0 1 0 1 0¡  

]آنگاه براي هر بازه فشرده  , ] ( , )c d λ⊂ ∞å که در آن 
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R ]ي با خاصیت زیر وجود دارد: براي هر 0< , ]c dλ و براي هر تابع پیوسته و نامنفی ∋
:g →¡ ¡ ،γ > ]براي هر  کهطوريبهي وجود دارد 0 , ]µ γ∈   ، مسئله0

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )), [ ,  ],
( ) ( ) ,

u k u k f u k g u k h u k k T
u u T

−∆ − + = + + ∈


= + =

2 1 1
0 1 0

 

iuداراي حداقل سه جواب نامنفی  E∈،, ,i = 1 2   کهطوريبهاست  3

/| ( ) | | ( ) |( )
T

p p p
i k i

k
u k q u k R

+

=

∆ − + <∑
1

1

1
1 ,    , ,i = 1 2 3 . 

  تعاریف اولیه و مقدمات -2

استفاده  هاآندر این بخش تعدادي از نکات، تعاریف و مفاهیم اولیه را که در این مقاله از 
 .کنیممیرا بیان  کنیممی

  بعدي Tدر سرتاسر این مقاله، فضاي باناخ 
: { :[ ,  ] : ( ) ( ) }E u T u u T= + → = + =0 1 0 1 0¡  

  گیریممیر را با نرم زیر در نظ

/: | ( ) | | ( ) | .( )
T

p p p
k

k
u u k q u k

+

=

= ∆ − +∑
1

1

1
1‖ ‖  

 کنیممیاثبات شده است استفاده  ]14[ از 2,2در ادامه این مقاله از نامساوي زیر که در لم 
( )/

[ , ]
( )max | ( ) |

p p

k T
Tu k u

−

∈

+
≤

1

1
1
2

.‖ ‖                           (2) 

Tحال فرض کنید  ≥ ]:یک عدد صحیح و ثابت باشد،  2 ,  ]f T × →1 ¡ تابعی پیوسته  ¡
h:باشد و  →¡ pتابعی پیوسته لیپشیتز از مرتبه  ¡ Lبا ثابت لیپشیتز  1− ≥ باشد، یعنی  0

t,براي هر  t ∈1 2 ¡،  

| ( ) ( ) | | |ph t h t L t t −− ≤ − 1
1 2 1 2  

)و  )0 0=h فرض کنید ثابت لیپشیتز .L ≥ )در شرط  0 ) p pLT T −+ <11 براي  صدق کند. 2
]هر  ,  ]k T∈ tو هر  1 ∈   قرار دهید ¡
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( , ) : ( , )d
t

F k t f k ξ ξ= ∫0
 

  و
( ) : ( )d .

t
H t h ξ ξ= ∫0

 
]:که نگاشت  کنیمیمیادآوري  .1-2ملاحظه  ,  ]f T × →1 ¡  عنوانبهپیوسته است هرگاه  ¡

]یک نگاشت از فضاي توپولوژیک  ,  ]T ×1 پیوسته باشد. در این  ¡به توي فضاي توپولوژیک  ¡
]مقاله توپولوژي روي  ,  ]T1 توپولوژي گسسته است.  

 آمدهدستبه ]15[ از 2است که توسط ریچري در قضیه  1-2ابزار اصلی ما در این مقاله، قضیه 
  زیر است: صورتبهاست. این قضیه 

: هايتابعکرا کلاس تمام  XWیک فضاي باناخ حقیقی باشد،  Xاگر  XΦ → ظر در ن ¡
  :کنندمیبگیرید که در خاصیت زیر صدق 

}اگر  }nu در ايدنبالهX  ضعیف به  طوربهباشد کهu X∈  و  کندمیمیل
infim ( ) ( )l nn

u u
→∞

Φ ≤ Φ آنگاه ،{ }nu  قوي به  طوربهکه  است زیر دنبالهداراي یکu  میل
  .کندمی

]:یک فضاي محدب یکنواخت باشد و  Xاگر مثالعنوانبه , )g ∞ →0 تابعی پیوسته و نزولی  ¡
)اکید باشد، آنگاه تابعک  )u g u→ ‖   است. XWمتعلق به کلاس  ‖

X:باشد. فرض کنید  پذیرجدایییک فضاي باناخ بازتابی و  Xفرض کنید  .1-2قضیه  X → ¡ 
ضعیف  پیوستهیمنو  1باشد که داراي خواص بازدارندگی XWو متعلق به  C1یک تابعک از کلاس 

است و مشتق آن یک معکوس  دارکران Xدارکراناست که روي هر زیرمجموعه  2ايدنباله
J:. همچنین فرض کنید پذیردمی X*پیوسته روي  X → شد با C1تابعک از کلاس  -یک  ¡

با خاصیت  u0داراي یک مینیمم موضعی  Φکه مشتق آن فشرده است. فرض کنید 
( ) ( )u J uΦ = =0 0   ، قرار دهیددرنهایتباشد.  0

( , )

( ) ( )max , sup , sup ,lim li
( ) ( )

( )sup ,
)

m

(

u uu

u

J u J u
u u

J u
u

ρ

σ
−

→→∞

∈Φ ∞

 
=  

Φ Φ 

=
Φ

0

1 0

0
‖ ‖  

                                                                                                                                          
1- Coercive 
2- Sequentially weakly lower semicontinuous  
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ρو فرض کنید  σ< فشرده . آنگاه براي هر بازه[ , ] ( , )c d
σ ρ

⊂
1 =,(با قرارداد 1 ∞ =

∞
1 1 0
0

 ،(R ]ي با خاصیت زیر وجود دارد: براي هر 0< , ]c dλ ، C1و هر تابعک از کلاس  ∋
: XΨ → γبا مشتق فشرده،  ¡ > ]براي هر  کهطوريبهي وجود دارد 0 ,  ]µ γ∈ 0،  

( ) ( ) ( )u J u uλ µ′ ′ ′Φ = + Ψ  
  است. Rکمتر از  هاآندارد که نرم  Xحداقل سه جواب در 

ن وجود حداقل سه جواب براي مسائل آورد به دستاز قضیه فوق براي  ]19الی  16[ منابع در
  مقدار اولیه مختلف استفاده شده است.

uحال براي هر  E∈ کنیممیزیر را تعریف  هايتابعک  

( ) ( ( ))
p T

k

uu H u k
p =

Φ = − ∑
1

‖ ‖                                                (3) 

( ) ( , ( ))
T

k
J u F k u k

=

= ∑
1

                                                         (4) 
  و

( ) ( , ( )).
T

k
u G k u k

=

Ψ = ∑
1

                                                       (5) 
I:که تابعک  دهدمییک محاسبات ساده نشان  Jµ λΦ − Ψ است و مشتق  1گتو پذیرمشتق −

uآن در نقطه  گاوي E∈  براي هرv E∈ عبارت است از  

( )( ) ( ( ( ))) | ( ) | ( ) ( ( )) ( )

( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ).

T
p

p k
k

T T

k k

I u v u k q u k u k h u k v k

f k u k v k g k u k v k

φ

λ µ

+
−

=

+ +

= =

′  = − ∆ ∆ − − + 

− −

∑

∑ ∑

1
2

1
1 1

1 1

1
 

  ) است.1یک جواب مسئله ( Iبنابراین، هر نقطه بحرانی تابعک 

مسئله  هايجواباثبات شده است، براي اثبات مثبت بودن  ]3[ از 2-2ما از لم زیر که در قضیه 
  .کنیممیستفاده ) ا1(

                                                                                                                                          
1- Gateaux differentiable 
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 گرا. 1-2لم 

( ( ( ))) ( ( )) , [ , ],
( ) , ( ) ,

p k pu k q u k k T
u u k

φ φ−∆ ∆ − + ≥ ∈
 ≥ + ≥

1 0 1
0 0 1 0

 

uمثبت است یا  uآنگاه یا  ≡0.  

  نتایج اصلی -3

  فرض کنید .کنیممیدر این بخش نتایج اصلی این مقاله را بیان و اثبات 

( ( ))
inf : , ( , ( ))

( , ( ))
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u p H u k
u E F k u k

p F k u k
λ =

=

=

−
= ∈ >

∑
∑

∑
1

1
1

1

0
‖ ‖

 

و 
{ }max , ,

λ
λ λ∞
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1
0

  که در آن 

| |
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u p
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  و
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sup .
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k

p F k u k

u p H u k
λ =

∞
→∞

=

=
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∑

∑
1

1
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  فرض کنید .1-3قضیه 

( )1A  یک ثابتε   کهطوريبهوجود داشته باشد  0<

[ , ] [ , ]

| |

max ( , ( )) max ( , ( ))
max sup , sup ;

| | | |
lim limk T k T

p p
u u

F k u k F k u k
u u

ε∈ ∈

→ →∞

 
< 

 

1 1

0
 

( )2A  یک تابعw E∈  کهطوريبهوجود داشته باشد  

( ( ))
T

p

k
w p H w k

=

− ≠∑
1

0‖ ‖  

  و 
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( ) ( , ( ))
( ) .

( ( ))

( ) T
p p

p k
T

p

k

LT T F k w k
p T

w p H w k
ε

−

− =

=

− +
+ <

−

∑

∑

1

1 1

1

2 1
1

‖ ‖
 

]آنگاه، براي هر بازه فشرده  , ] ( , )c d λ λ⊂ 1 2 ،R ي با خاصیت زیر وجود دارد: براي هر 0<
[ , ]c dλ ]:پیوسته  و براي هر تابع ∋ ,  ]g T × →1 ¡ ¡ ،γ >  کهطوريبهي وجود دارد 0

]براي هر  ,  ]µ γ∈   است. Rکمتر از با نرم  E) داراي حداقل سه جواب در فضاي 1مسئله ( 0

X قرار دهید اثبات. E= .وضوحبه X  و محدب یکنواخت است.  پذیرجدایییک فضاي باناخ
) تعریف 5) و (4)، (3باشند که در ( هاییهمانبه ترتیب  Ψو  Φ ،J هايتابعکفرض کنید 

. بعلاوه، پذیردمی X*است و مشتق آن یک معکوس پیوسته روي  C1از کلاس  Φشدند. تابعک 

Φ است. در واقع، با قرار دادن ايدنبالهپایینی ضعیف  پیوستهنیم( ) ( ( ))
T

k
S u H u k

=

= ∑
1

، براي 

nuهر X∈  کهnu u→ ضعیف در صورتبهX ،ازآنجاکه S  رويX پیوسته است، داریم  

liminf ( ) liminf lim ( ) ( ) ( ).
p

p
n nn n n

uu S u u S u u
p p→∞ →∞ →∞

Φ = − ≥ − = Φ
1‖ ‖ ‖ ‖  

)یک تابع پیوسته لیپشیتز از مرتبه  h ) و اینکه2حال با توجه به ( )p Lبا ثابت لیپشیتز 1− ≥ 0 
)است و )h =0   داریم 0

  
  
  
  
  
  
  
)6(  
  

( )

( )

( )

( ) ( )

| ( ) | | | d

| ( ) | d | ( ( )) |

( ) | ( ( )) | | ( ) | d

p p p
p p p

p p

T T u kp p p p

k k

T Tu kp p

k k
T T u kp p

k k

LT T LT Tu u u
p p p

Lu u k u L t t
p p p

u h t t u H u k
p p

u u H u k u h t t
p p

− −

−

= =

= =

= =

− + +
= −

≤ − = −

≤ − ≤ −

≤ Φ ≤ + ≤ +

≤

∑ ∑∫

∑ ∑∫

∑ ∑∫

1 1

1
01 1

01 1

01 1

2 1 1 1
2 2

1 1

1 1

1 1

1

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
( )

| | d | ( ) |

( ) ( ) ,

T Tu kp p p p

k k

p p p
p p p

p p

Lu L t t u u k
p p p

LT T LT Tu u u
p p p

−

= =

− −

+ = +

+ + +
≤ + =

∑ ∑∫ 1
01 1

1 1

1

1 1 2 1
2 2

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖
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) شرطبهکه با توجه  ) p pLT T −+ <11 یک تابعک بازدارنده است.  Φکه  دهدمینشان  ، این2
cیعنی یک ثابت  ؛باشد Xاز دارکرانیک زیرمجموعه  Aبعلاوه، فرض کنید  وجود داشته  0<

uبراي هر  کهطوريبهباشد  A∈ ،u c≤‖   ) داریم6. آنگاه با توجه به (‖

( )( ) | .
p p

p
p

LT Tu c
p

−+ +
Φ ≤

12 1
2

 

با بعد  Xفضاي  ازآنجاکهاست. همچنین،  دارکران Xدارکرانروي هر زیرمجموعه  Φبنابراین 
XΦتناهی است، م ∈W .هايتابعک J  وΨ  از کلاسC1  .و داراي مشتق فشرده هستند

)داراي یک مینیمم سراسري صفر با خاصیت  Φبعلاوه،  ) ( )JΦ = =0 0   است. 0

)با توجه به  )1A ،τ1  وτ τبا خاصیت  2 τ< <1 ]براي هر  کهطوريبهوجود دارند  20 ,  ]k T∈ 1 
|که  uو براي هر | [ , ) ( , )u τ τ∈ ∪ ∞1 20  

( | ., ) |pF k u uε≤                                                      (7) 
) ازآنجاکه , )F k u  روي[ ,  ]T ×0 ] رويپسپیوسته است،  ¡ ,  ]k T∈ است و  دارکران 1

| | [ , ]u τ τ∈ 1 ηیم توانمیین ما بنابرا ؛2 > pυو  0 براي هر  را طوري انتخاب کنیم که <
( , ) [ ,  ]k u T∈ ×1 ¡،  

( , ) | | | |pF k u u u υε η≤ +  
u)، براي هر 2بنابراین با توجه به ( X∈ داریم  

( ) /( ) ( ) .( )
p p p

p
p

T TJ u u u
υ

υ
υ

ε η− −+ +
≤ +

1 11 1
2 2

‖ ‖ ‖ ‖                         (8) 

  ) داریم8بنابراین با توجه به (

| |

( ) ( )sup .
( ) ( )

lim
p

p p
u

J u p T
u LT T

ε−

−
→

+
≤

Φ − +

1

1
0

1
2 1

                                       (9) 

}) براي هر 7بعلاوه، با توجه به ( }u X∈   داریم �0
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| | | |

[ , ],| | [ , ]

[ , ],| | [ , ]

( , ( )) ( , ( ))
( )
( ) ( ) ( )

sup ( , ) ( )
( ) ( )

sup ( , )
( ) .

( )

u u

p p
t T u

p

p
t T u

p pp

F k u k F t u k
J u

u u u
F t u p T u

u u
F t u

p T
LT Tu

τ τ

τ

τ

ε

ε

≤ >

−
∈ ∈

−
∈ ∈

−

= +
Φ Φ Φ

+
≤ +

Φ Φ

+
≤ +

− +

∑ ∑
2 2

2

2

1
0 0

1
0 0

1

1
2

2 1
2 1

‖ ‖

‖ ‖

 

  بنابراین

( ) ( )sup .
( ) ( )

lim
p

p p
u

J u p T
u LT T

ε−

−
→∞

+
≤

Φ − +

1

1
1

2 1‖ ‖
                                      (10) 

  ) داریم10) و (9حال با توجه به (

( ) ( ) ( )max , sup , sup .
( ) ( ) ( )

lim lim
p

p p
uu

J u J u p T
u u LT T

ε
ρ

−

−
→→∞

  +
= ≤ 

Φ Φ − + 

1

1
0

10
2 1‖ ‖

        (11) 

)شرط  )2A ) که دهندمی) نتیجه 11به همراه  

{ }( , )

( , ( ))
( ) ( )sup sup
( ) ( ) ( ( ))

( , ( ))
( ) .

( )( ( ))

T

k

Xu

T

p
k

T p p
p

k

F k w k
J u J u

u u w t

p F k w k
p T

LT Tw p H w k

σ

ε
ρ

−

=

∈Φ ∞

−
=

−

=

= = ≥
Φ Φ Φ

+
= > ≥

− +−

∑

∑

∑

1

1

00

1
1

1

1

1
2 1

�

‖ ‖

 

λ وضوحبهبرقرار است.  1-2بنابراین تمام شرایط قضیه 
β

=1
λو  1

α
=2

. پس با توجه به قضیه 1

]براي هر بازه فشرده  2-1 , ] ( , )c d λ λ⊂ 1 2 ،R ي با خاصیت زیر وجود دارد: براي هر 0<
[ , ]c dλ ]:و براي هر تابع پیوسته  ∋ ,  ]g T × →1 ¡ ¡ ،γ > براي  کهطوريبهي وجود دارد 0

]هر  ,  ]µ γ∈   است. Rکمتر از  X) داراي حداقل سه جواب است که نرمشان در 1، مسئله (0
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)اگر براي هر  .1-3ملاحظه  , ) [ ,  ]k t T∈ ×1 ¡ ،( , ) ( , )f k t g k tλ µ+ آنگاه با توجه به  0≤
)و شرط  1-2لم  ) p pLT T −+ <11 نامنفی هستند. در  1-3از قضیه  آمدهدستبه هايجواب 2

)دو تابع نامنفی باشند و  gو  fحالت خاص اگر  , ) ( , )f k g k= =0 0  هايجواب، آنگاه 0
]نامنفی هستند. بعلاوه، اگر براي هر  1-3از قضیه  آمدهدستبه ,  ]k T∈ 1،

( , ), ( , )f k g k ≠0 0  ]3[ از 1-2مثبت هستند (ملاحظه  1-3در قضیه  آمدهدستبه هايجواب، 0
 را ببینید).

  زیر است. صورتبه 1-2کاربرد دیگر قضیه 

  فرض کنید .2-3قضیه 

[ , ] [ , ]

| |

max ( , ( )) max ( , ( ))
max sup , sup ,

| | | |
lim limk T k T

p p
u u

F k u k F k u k
u u

∈ ∈

→ →∞

 
≤ 

 

1 1

0
0   (12) 

  و

( , ( ))
sup .

( ( ))

T

k
T

u E p

k

p F k u k

u p H u k

=

∈

=

>
−

∑

∑
1

1

0
‖ ‖

                               (13) 

]آنگاه براي هر بازه فشرده  , ] ( , )c d λ⊂ ∞1 ،R > ي با خاصیت زیر وجود دارد:: براي هر 0
[ , ]c dλ ]:ه و براي هر تابع پیوست ∋ , ]g T × →1 ¡ ¡ ،γ > براي  کهطوريبهي وجود دارد 0

]هر  , ]µ γ∈   است. Rنرم کمتر از  با E) داراي حداقل سه جواب در فضاي 1مسئله ( 0

ε)، 12با توجه به ( اثبات. τ,و  0< τ1 τبا خاصیت  2 τ< <1 براي هر  کهطوريبهوجود دارند  20
[ ,  ]k T∈ |که uو براي هر  1 | [ , ) ( , )u τ τ∈ ∪ ∞1 20،  

( | ., ) |pF k u uε≤  
) ازآنجاکه , )F k u  روي[ , ]T ×0 ] رويپسپیوسته است  ¡ , ]T0 است و  دارکران

| | [ , ]u τ τ∈ 1 ηیم توانمیبنابراین ما  ؛2 > pυو  0 را چنان انتخاب کنیم که براي هر  <
( , ) [ , ]t u T∈ ×0 ¡،  

.( , ) | | | |pF t u u u υε η≤ +  
دلخواه است،  ε ازآنجاکه) را داریم. 10) و (9روابط ( 1-3بنابراین با روند مشابه در اثبات قضیه 

  ) داریم10) و (9با توجه به (

lim lim( ) ( )max , sup , sup .
( ) ( )uu

J u J u
u u→→∞

 
≤ 

Φ Φ 0
0 0

‖ ‖
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ρ، 1-2پس با نمادگذاري قضیه  = σ)، 31و با توجه به ( 0 . در این حالت واضح است که 0<

λ
σ

=1
λو  1 =   .آیدمی به دستنتیجه این قضیه  1-2بنابراین، با استفاده از قضیه  ؛2∞

  است. 2-3نتیجه فوري قضیه  1-1قضیه  .1-3ملاحظه 

)در شرط  .2-3ملاحظه  )2A  اگرw  زیر انتخاب کنیم صورتبهرا  

, [ ,  ],
( )

, , ,
d k T

w k
k k T

∈
=  = = +

1
0 0 1

                                            (14) 

  زیر بازنویسی کنیم: صورتبهیم آن را توانمی

( )′
2A  یک ثابت مثبتd  کهطوريبهوجود دارد  

( )( )
T

p
k

k
q d pTH d

=

+ − ≠∑
1

2 0  

  و

( ) ( , )
( ) .

( )

( )

( )

T
p p

p k
T

p
k

k

LT T F k d
p T

q d pTH d
ε

−

− =

=

− +
+ <

+ −

∑

∑

1

1 1

1

2 1
1

2
 

w وضوحبه X∈ و  

( )
T

p p
k

k
w q d

=

= + ∑
1

2‖ ‖  

  ) داریم6) و (3و با استفاده از (

( ) ( )( ) .( ) ( )
p p p pT T

p p
k kp p

k k

LT T LT Tq d w q d
p p

− −

= =

− + + +
+ ≤ Φ ≤ +∑ ∑

1 1

1 1

2 1 2 12 2
2 2

 

. براي پردازیممی اندشدهاز هم جدا  fحالتی که متغیرهاي تابع حال به بیان تعدادي نتایج براي 
  این منظور مسئله زیر را در نظر بگیرید

( ( ( ))) ( ( )) ( ( ))
( , ( )) ( ( )), [ ,  ],

( ) ( )

p k p ku k q u k f u k
g k u k h u k k T

u u T

φ φ λθ
µ

−∆ ∆ − + =
+ + ∈
 = + =

1
1

0 1 0
         (15) 
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]:که در آن  ,  ]Tθ →1 ]یک تابع نامنفی و ناصفر است، براي هر  ¡ ,  ]k T∈ 1 ،: ( )k kθ θ=
 ،:f →¡ ]:تابعی پیوسته است و  ¡ ,  ]g T × →1 ¡ است که در  gمانند همان تابع  ¡

  ) معرفی شد.1مسئله (

)براي هر  , ) [ ,  ]k t T∈ ×0 )قرار دهید  ¡ , ) ( )kF k t F tθ= ر آن براي هر که دt ∈ ¡،  

( ) ( )d
t

F t f ξ ξ= ∫0
. 

  هستند. 2-3به همراه ملاحظه  2-3و  1-3قضایاي زیر به ترتیب نتیجه قضیه 

 فرض کنید .3-3قضیه 

( )′
1A  یک ثابتε   کهطوريبهوجود دارد  0<

[ , ]
| |

( ) ( )max .max sup , sup ;
| |

li  
|

im
|

m lk T k p p
u u

F u F u
u u

θ ε∈
→ →∞

 
< 

 
1

0
 

( )′′
2A  یک ثابت مثبتd  کهطوريبهوجود دارد  

( )( )
T

p
k

k
q d pTH d

=

+ − ≠∑
1

2 0  

  و 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

T
p p

k
p k

T
p

k
k

LT T F d
p T

q d pTH d

θ
ε

−

− =

=

− +
+ <

+ −

∑

∑

1

1 1

1

2 1
1

2
 

  ) داده شده است.14در ( wکه در آن 

]آنگاه، براي هر بازه فشرده  , ] ( , )c d λ λ⊂ 3  λ2و  λ1به ترتیب مانند  λ4و  λ3که در آن  4

) هاآنهستند، اما در  , ( ))
T

k
F k u k

=
∑

1
)با   ( ))

T

k
k

F u kθ
=

∑
1

Rجابجا شده است،   ي با خاصیت 0<

]زیر وجود دارد: براي هر  , ]c dλ ]:و براي هر تابع پیوسته  ∋ ,  ]g T × →1 ¡ ¡ ،γ > ي 0
]براي هر  کهطوريبهوجود دارد  ,  ]µ γ∈ ) داراي حداقل سه جواب است که 15، مسئله (0
  است. Rکمتر از  Eنرمشان در 

  کهطوريبهوجود داشته باشد  dفرض کنید ثابت مثبت . 4-3قضیه 

( ) ,( )
T

p
k

k
q d pTH d

=

+ − >∑
1

2 0                                     (16) 
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  و

( ( ))
T

k
k

F w kθ
=

>∑
1

0                                                    (17) 
  ) داده شده است. بعلاوه فرض کنید14در ( wکه در آن 

| |
lim lim( ) ( )sup sup .

| | | |p p
u u

f u f u
u u− −

→ →∞
= =1 1

0
0                                 (18) 

]آنگاه براي هر بازه فشرده  , ] ( , )c d λ⊂  λ2و  λ1به ترتیب مانند  λ4و  λ3که در آن  3∞

) هاآنهستند، اما در  , ( ))
T

k
F k u k

=
∑

1
)با   ( ))

T

k
k

F u kθ
=

∑
1

Rجابجا شده است،   ي با خاصیت 0<

]راي هر زیر وجود دارد: ب , ]c dλ ]:و براي هر تابع پیوسته  ∋ ,  ]g T × →1 ¡ ¡ ،γ > ي 0
]براي هر  کهطوريبهوجود دارد  , ]µ γ∈ ) داراي حداقل سه جواب است که نرمشان 15، مسئله (0

  است. Rکمتر از  Eدر 

)که شرط کنیممیملاحظه  اثبات. )′
1A  براي هرε  به دست )18و ( )17از ( سادگیبه 0<

ε) با انتخاب 16. بعلاوه، با استفاده از (آیدمی )یم شرط توانمیکافی کوچک،  اندازهبه 0< )′′
2A 

  .آیدمی به دست 3-3بنابراین نتیجه از قضیه  ؛آوریم به دسترا 

در این مقاله ما فقط شرایط جبري روي  آمدهدستبهکه در نتایج  کنیممیملاحظه  .3-3ملاحظه 
هی بدی هاجوابدر فوق ممکن است  آمدهدستبهوه، در نتایج . بعلاایمگرفتهدر نظر  gو  fتوابع 

)باشند زیرا مقادیر  , )f k )و  0 , )g k ]براي  0 ,  ]k T∈   نامشخص هستند. 1

  .دهیممیارائه  4-3قضیه  سازيشفافما مثال زیر را براي  درنهایت

pفرض کنید  .1-3مثال  = 2 ،T = 3 ،kq k= ،k
k eθ ,براي  = ,k =1 2 3،  

sin , if ,( )
sin , if
t t tf t

t t
 <

= 
≥

2 2

2

0
0

 

  و

( ) ln         .
cosh

( )h t t
t

= ∀ ∈4
1 ¡  

Lنامنفی است،  fبنابراین  =
1
4

  و 

( ) p pLT T −+ = < =11 3 2 4  
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dبا انتخاب  = 1،  
, , , ,

( )
, , .

k
w k

k k
=

=  = =

1 1 2 3
0 0 4

 

,بنابراین براي  , ,k =0 1 2 3 ،( )w k ≥0،  

( ) ln cosh d ,( ) ( )
T

p
k

k
q d pTH d t t

=

+ − = + >∑ ∫
1

01

32 8 0
2

 

( ( ))d ( )d ( )d ( )d ( )d

sinsin ( )d ( )

T

k
k

F w k t f t t f t t f t t f t t

t t

θ
=

= + + =

= = − >

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

1 1 1 1

0 0 0 01

1 2
0

2 3 6

26 3 1 0
2

 

  و
( ) ( )lim lim .

| | | |u u

f u f u
u u→ →∞

= =
0

0  

]، براي هر بازه فشرده 4-3بنابراین، با استفاده از قضیه  , ] ( , )c d ⊂ ∞0 ،R ي با خاصیت زیر 0<
]وجود دارد: براي هر  , ]c dλ g:و براي هر تابع نامنفی و پیوسته  ∋ →¡ ¡ ،γ > ي وجود 0

]براي هر  کهطوريبهدارد  , ]µ γ∈   ، مسئله0

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ln , , , ,
cosh ( )

( ) ( )

( )ku k ku k e f u k g u k k
u k

u u

λ µ


−∆ − + = + + =

 = =

2 4
11 1 2 3

0 4 0
 

  داراي حداقل سه جواب نامنفی در فضاي
{ :{ , , , , } : ( ) ( ) }E u u u= → = =4 0 1 2 3 4 0 4 0¡  

  است. Rنرم کمتر از  با

  .هاپیشنهادنتایج و  -4

یک مسئله تفاضلی را بر اساس مقادیر مختلف پارامترهاي  هايجوابما در این مقاله چندگانگی 
λ  وµ در این مقاله، روش تغییراتی و  مورداستفادهحقیقی یافتیم. روش  هايبازهي متعلق به
جود ا استفاده از این قضیه، وکه ما در این مقاله ب بحرانی است نقطهسهیک قضیه  تردقیق طوربه

آوردیم و با استفاده از شرط نامنفی بودن  به دست) 1-1حداقل سه جواب را براي مسئله (
نامنفی هستند. درنهایت براي  آمدهدستبه هايجوابغیرخطی، نشان دادیم  هايقسمت
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قاتی آتی در این زیر براي کارهاي تحقی هاپیشنهادرا ارائه دادیم.  1-3نتایج مثال  سازيشفاف
  :گرددمیزمینه ارائه 

ی مانند روش نقطه هایروش) با استفاده از 1-1مسئله تفاضلی ( هايجواببررسی چندگانگی  -1
  بالایی و پایینی، روش درجه توپولوژیکی و ... . هايجوابثابت، روش 

  .)بینیدرا ب ]20[( ) با مشتقات کسري1-1مسئله تفاضلی ( هايجواببررسی چندگانگی  -2
  مسائل تفاضلی مرتبه چهارم. هايجواببررسی چندگانگی  -3
  .ايچندنقطهمسائل تفاضلی با شرایط مرزي  هايجواببررسی چندگانگی  -4
  .)را ببینید ]21[( پیشرفته ریاضی هايسازيمدلی در بررسی کاربردهاي معادلات تفاضل -5
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Abstract 
This paper is devoted to the study of the multiplicity results of solutions for a 
class of difference equations. Indeed, we will use variational methods for 
smooth functionals, defined on the reflexive Banach spaces in order to achieve 
the existence of at least three solutions for the equations. Moreover, assuming 
that the nonlinear terms are non-negative, we will prove that the solutions are 
non-negative. Finally, by presenting one example, we will ensure the 
applicability of our results. 
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boundary value problem, Lipschitz condition, Variational methods, Critical 
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