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دیفرانسیل غیرخطی با نماي متغیر  بررسی مدلی از معادلات
 وسیله روش تغییراتیبه

 1سعید شکوه

 گنبدکاووس، دانشگاه ریاضیگروه 

  28/4/1399 تاریخ پذیرش:      9/9/1398 تاریخ دریافت:

. استناشی از نیروهاي چسبندگی سطحی هاي مهم فیزیکی از پدیده مویینگیخاصیت  چکیده:
گرفتن اثرات دو نیروي مخالف شرح داد. در واقع  نظر درطور اجمالی با توان بهاین پدیده را می

ها است و هاي یک مایع و مخازن آنیکی نیروي چسبندگی، یعنی نیروي جاذب بین مولکول
. در این مقاله استهاي یک مایع نی نیروي جاذب میان مولکولدیگري نیروي پیوستگی، یع

 کنیم. سازي یک پدیده مویینگی است، بررسی میکلاسی از مسائل مقدار مرزي را که حاصل مدل
نشان خواهیم داد مدلی از معادلات دیفرانسیل غیرخطی با  بحرانی نقطهسهبا استفاده از قضیه 

است. در این روش که مبتنی بر روش تغییراتی است، نماي متغیر داراي سه جواب ضعیف 
ملگر کنیم که نقاط بحرانی این عاي نظیر میگونهي دیفرانسیل را با یک عملگر غیرخطی بهمعادله
طور که در بخش بعدي مشاهده باشند. همان موردنظري دیفرانسیل هاي ضعیف از معادلهجواب
µو  λ پارامتر کنترلی ، دوموردبحثشود در معادله دیفرانسیل می هایی وجود دارد. بازه 0≤
Aλازاي بهکه طوريیابیم بهمی Bو Aمانند Bµو ∋ ما داراي سه جواب ضعیف  مسئله، ∋
 در یک فضاي سوبولف با نماي متغیر باشد. دارکران
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 مقدمه -1

طور شناسی، پزشکی و ... بهها در فیزیک، مهندسی، زیستسازي ریاضی بسیاري از پدیدهمدل
اي زیادي هشود. به همین دلیل است که نویسندهطبیعی به بررسی معادلات دیفرانسیل منجر می

ه نمایند. اگر پدیده تنها به یک متغیر وابستدر زمینه انواع مختلف معادلات دیفرانسیل پژوهش می
 ،باشد، مدل ریاضی آن یک معادله دیفرانسیل معمولی و اگر به بیش از یک متغیر وابسته باشد

یک پدیده در  مطالعه خواهد بود. جزئیانسیل با مشتقات ي دیفرمدل ریاضی آن یک معادله
در واقع تبدیل زبان طبیعت و  مسئلهسازي مدل. مرحله اول استمرحله شامل دو  واقعی دنیاي

به زبان ریاضی است که علوم مختلف مانند شیمی، فیزیک، مهندسی، ریاضی و ... با توجه به نوع 
 که مباحث استتحت شرایط حاکم بر آن حل معادله پدیده در این مرحله نقش دارند. مرحله دوم 

شف جبرخطی و هندسه) باعث ک گوناگون ریاضی (مانند آنالیز تابعی، آنالیز عددي، آنالیز حقیقی،
ها، به دست آوردن جواب دقیق معادله اند. یکی از این روشهاي متنوعی در این زمینه شدهروش

معادلات (مانند معادلات دیفرانسیل  بسیار خاصی از يردهاست که به روش تحلیلی معروف است. 
ل دیفرانسیل مرتبه اول کام خطی مرتبه اول، معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت، معادلات

هاي تحلیلی در بسیاري از موارد قادر به ارائه و روش هستند حلقابلطور تحلیلی و دقیق بهو ...) 
هاي توانی هاي عددي و سريروش هاي ریاضی نیستند.هایی با فرم بسته و دقیق براي مدلجواب

ر د با رشد سریع علم و صنعتروند. کار میجهت یافتن جواب تقریبی از معادلات دیفرانسیل به
مثال  عنوانبه( قرار گرفتند موردتوجهعددي حل معادلات دیفرانسیل  هايروش هاي اخیر،دهه

، تفاضلات متناهیتوان به عددي می هاي. از جمله روش] را مشاهده نمایید)2] و [1مراجع [
با توجه به اینکه مدل  .اشاره کرد خطوط و متناهی هايحجم، چندگامی، اجزاي متناهیطیفی، 

ها آوردن جواب صریح آن دست بهها، معادلات دیفرانسیل غیرخطی است، ریاضی اکثر پدیده
 ها و بررسیکیفی جواب وتحلیلتجزیه. از طرفی اثبات وجود جواب، نیستپذیر امکان معمولاً

معادلات از اهمیت خاصی  گونهاینها در فضاي توابع مناسب، براي رفتار هندسی و مجانبی جواب
هاي جذاب و کاربردي برخوردار است. امروزه آنالیز غیرخطی و حساب تغییرات یکی از شاخه

ترین . برخی از معروفاستهاي فوق جهت بررسی معادلات دیفرانسیل غیرخطی از جنبه
 نظریه انشعاب،هاي توپولوژیکی (مانند نظریه نقطه ثابت، هاي غیرخطی عبارتند از روشروش

سیر (لم م تغییراتی روشپایینی و ...) و -هاي یکنوایی (روش جواب بالایینظریه درجه و ...)، روش
روش ما در این مقاله مبتنی بر یکی از  کوهی، قضیه نقطه زینی، اصل تغییراتی اکلند و ...).

دیفرانسیل با  ياست. حل هر معادله 1هاي تغییراتی به نام قضیه نقطه بحرانی ریچريروش
ها و شرایطی است که در قضیه ها در فرضهاي خود را دارد و تفاوت آنهاي فوق زیباییروش
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 عنوانبه. مقدار مرزي یا مقدار اولیه داراي جواب باشد مسئلهشود تا یک وجود جواب اعمال می
و یک جواب پایینی مانند v0پایینی باید یک جواب بالایی مانند -مثال در روش جواب بالایی

u0  با شرطu v≤0 متفاوت از روش مورد استفاده در این  کاملاًاز معادله دیفرانسیل بیابیم که  0
 زیر است: صورتبه، 1اسمال-. یا در لم مسیر کوهی شرطی به نام پالازاستمقاله 

}کند هرگاه براي هر دنباله در این شرط صدق می Φاسمال: تابعی مانند -شرط پالاز }nu  که
  داراي شرایط زیر است:

● { }( )nuΦ باشد، دارکران  

● lim ( )nn
u

→∞
′Φ =0،  

  همگرا دارد. در قضیه نقطه بحرانی ریچري این شرط وجود ندارد. يدنباله زیرنتیجه بگیریم 

 ات درنفوذ مایع تواناییبه در قسمت چکیده به اجمال خاصیت مویینگی توضیح داده شد. در واقع 
 وجود خارج محیط در که گرانش نیروي و برخلاف دیگر پدیده از جانبی کمک بدون باریک فضـــاي
شهگویند. اگر یک لوله باریک می یمویینگ دارد، را در آب قرار دهیم، آب در لوله بالا رفته  ايشی

شان می سطح آن مقعر خواهد بود که ن شه نیروي چسبندگی دهد بین مولکولو  شی هاي آب و 
ستگیقوي ست. اگر همین لوله را در جیوه قرار دهیم، جیوه از مولکول تر از نیروي پیو هاي آب ا

هاي تر رفته و سطح محدب خواهد داشت یعنی نیروي پیوستگی مولکولپایین سطح قبلی خود
سطحی مولکولجیوه قوي سبندگی  ست. تر از نیروي چ شه و جیوه ا شی یکی از دلایل بالا هاي 

چنین . همها همین اثر مویینگی اســـتها و درختآن مواد معدنی در گیاه همراه بهرفتن آب و 
صیت را می سلولزي، چاپگرهاي این خا شانتوان در پد  سموم جوهراف شش  ، رنگرزي پارچه، پا

صال روغن از دانه ستح شاورزي، ا شاهده کرد. به همین دلیل پدیده مویینگی از ک هاي روغنی م
اي از معادلات دسته ] ملاحظه شود).5-3آید (مراجع [شمار میدر صنعت به موردعلاقهمباحث 

  سازي یک پدیده مویینگی است، به شکله حاصل از مدلک

( ), ,         ,    
| |

,          ,

u
div f x u x

u
u x

  
    

 


∇
− = ∈Ω

+ ∇

= ∈∂Ω

21
0

      (1) 

  اشاره کرد.
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 پایهابزار و مفاهیم  -2

  است.] 18[ابزار اصلی ما براي اثبات نتایج، قضیه زیر از پروفسور ریچري 

Iانعکاسی حقیقی و 1یک فضاي باناخ X فرض کنیم: 1قضیه  ⊆ یک بازه باشد. تابعک  ¡
: XΦ → R هاي زیر صدق نماید:گیریم که در شرطرا طوري در نظر می  

C اي ضعیف وپیوسته پایینی دنبالهنیم  •  باشد، 1
 باشد، دارکران Xاز دارکرانروي هر زیر مجموعه  •
X مشتق آن روي •   باشد.داراي وارون پیوسته  ∗
J:علاوه فرض کنیم تابعک به X → R ،C                    با مشتق فشرده باشد. اگر 1

ي . مسائلی به این فرم نقش مهمی در هندسه دیفرانسیل و نظریه نسبیت ایفا کرده و در دههاست
است  قرارگرفته موردبررسیها، توسط محققین مختلف براي آن اخیر وجود و چندگانگی جواب

  ] را مشاهده نمایید). 10-6(مراجع [

    مسئلههاي مثبت را براي ها وجود جواب]، نویسنده10در مقاله [

( ), ,         ,    
| |

,          ,

u
div f x u x

u
u x

λ
  ∇  − = ∈Ω   + ∇ 
 = ∈∂Ω

21
0

                (2)
 

)با مقایسه ) ( ), : ,F t f t x dx
ξ

ξ = ∫
0

صفر و  ξ2 و  اند. در نهایت، بررسی کردهدر بی ξنزدیک 

)ها با توجه به حد توابع واقع آن ),F t ξ

ξ )در صفر و  2 ),F t ξ
ξ

نهایت، وجود و چندگانگی در بی 

سئلهجواب را براي  ستفادهاثبات کرده )2( م شان با ا از روش جواب بالایی  اند. در حالت خاص ای

)اند: اگر سازي نشان دادهو پایینی و روش کمینه )
limsup

F

ξ

ξ

ξ+→

= +∞2
0

)و   )
liminf

F

ξ

ξ

ξ+→
=20

0 

λازاي به آنگاهباشــد،  > تفکیک شــده اســت، یک دنباله از  f) در حالتی که تابع2( مســئله 0
 هاي ضعیف مثبت دارد. جواب
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  شود:اي از معادلات به شکل زیر بررسی میدر این مقاله رده

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

| |div | | | |
| |

, , ,             ,

,                        ,

p x
p x p x

p x

u u u a x u u
u

f x u g x u x
u x

λ µ

ν

− −
  

∇  − + ∇ ∇ +    + ∇  
= + ∈Ω

∂
= ∈∂













∂



Ω

2 2
2

1
1

0

        (3) 

NΩ که ⊂ R، ( )N ≥ C با مرز از کلاس دارکران، دامنه 2 1، ν  بردار یکه عمود بر∂Ω ،
,λ µ )و توابع  است 0≤ ),a p L∞∈ Ω اي هستند که در شرایط گونهبه

: ess inf ( )aa xΩ
− =   و  0<

: ess inf ( ) : ess sup ( )pN px p xp −
Ω Ω

+≤ < ≤ = ∞= < +2  
, چنین توابعباشند. هممی صادق :f g Ω × →R R هستند.  1داراي خاصیت کاراتئودري
) 2در فضاي سوبولف )2) و (1( معادلات ),W Ω12 ،اند ولی در این مقاله قرار گرفته موردبررسی
) را در فضاي سوبولف با نماي متغیر مطالعه خواهیم کرد. در بخش بعدي این فضا را 3( مسئله

معادلات دیفرانسیل در فضاي سوبولف با نماي  کنیم. بررسیبیان می را آنتعریف و خواصی از 
ي هاتوان به مقالهمثال می عنوانبههاي مختلف بوده است که ریاضیدان موردتوجه اخیراًمتغیر 

Iλ هر به ازاي 11-71[ ∈،  

( ) ( )lim ( )x x J xλ→+∞ Φ + = +∞  

ρو  ∈R موجود باشد که
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )sup inf Φ inf sup Φ

x X x XI I
x J x x J x

λ λ
λ ρ λ ρ

∈ ∈∈ ∈
+ + < + +)4      (  

Aصورت یک مجموعه باز ناتهیدر این I⊆ یک عدد مثبت  وq :با خاصیت زیر وجود دارد  

Aλبه ازاي :ازاي تابعک و به ∋ XΨ → R  ،با مشتق فشردهτ که براي هر  استموجود  0<
[ ],µ τ∈ )، معادله 0 ) ( ) ( )u J u uλ µ′ ′ ′Φ + + Ψ   ■داراي سه جواب ضعیف است. 0=

                                                                                                                                          
1- Caratheodory 
2- Sobolev 
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] توسط پروفسور 19[در اثبات نتیجه اصلی از گزاره ذیل نیز استفاده خواهیم نمود که در مقاله 
  اثبات شده است. 1بونانو

چنین فرض باشد. هم X دو تابع روي JΦ, یک مجموعه ناتهی و X:  فرض کنیم1گزاره 
x به ازاينماییم  X∈، ( )xΦ uو 0≤ X∈0  که چنان باشد( ) ( )u J uΦ = =0 0 - . به0

u علاوه فرض کنیم X∈1  وr   موجود باشد که 0<

)الف)  )u rΦ >1،  

)ب)  ) ( ) ( )
( )

sup ( )x r
J u

J x r
uΦ <

−
− <

Φ
1

1
.  

υصورت براي هر در این > ρو براي هر  1 ∈R صادق در  

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

sup ( )
sup ( ) ,

x r

x r

J u
r J x

u J u
J x r

u
ρ

υ

Φ <

Φ <

−
− −

Φ −
− + < <

Φ

1

1 1

1
  

  داریم:

( ) ( )( )( )
[ ]

( ) ( )( )( )
,

sup inf Φ inf sup Φ
x X x X

x J x x J x
λ λ σ

λ ρ λ ρ
∈ ∈∈ ∈

+ + < + +
0R

  

  که

( )
( ) ( ) ( )

.
sup ( )x r

r
J u

r J x
u

υ
σ

Φ <

=
−

− −
Φ

1

1

  

مقدماتی از فضاهاي سوبولف با نماي متغیر را بیان  اینجاهاي محترم، در براي راحتی خواننده
  ] را مشاهده فرمایید.22-20کنیم. براي جزییات بیشتر مراجع [می

  دهیم: قرار می

( ) ( ) ( ){ }: : , .C h C h x x+ Ω = ∈ Ω > ∀ ∈ Ω1  

)براي هر  )p C +∈ Ωکنیم:، تعریف می  

                                                                                                                                          
1- Bonanno 
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( ) ( ) ( ) ( ): : , measurable, | | .p x p xL u u x dx
Ω

  Ω = Ω → < +∞ 
  

∫R    

)حال نرم زیر را روي فضاي  ) ( )p xL Ωگیریم:، در نظر می  

( )
( ) ( )

| | inf : .
p x

p x
u x

u dxβ
β

Ω

 
 = > ≤ 
  

∫0 1  

)]، فضاي 20از مقاله [ ) ( ) ( )( ),| |p x
p xL uΩبا نماي  1، یک فضاي باناخ است که فضاي لبگ

)، x∈Ω به ازايشود. چون متغیر نامیده می )p x< < ]، 20از [ 1,10، طبق قضیه است 1∞
) فضاي ) ( )p xL Ω طور یکنواخت محدب و در نتیجه انعکاسی است. فضاي سوبولف با نماي به

)متغیر را با نماد  ) ( ),p xW Ω1 کنیم:صورت زیر تعریف مینشان داده و به  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, : .p x p x p xW u L u LΩ = ∈ Ω ∇ ∈ Ω1  

ضا با نرم  )این ف ) ( ) ( ),p x p x p xu u u= ضاي باناخ جدایی، 1+ ستیک ف سی ا  پذیر انعکا

)فرض کنیم  ).را مشـــاهده نمایید] 20[از مرجع  2,1(قضـــیه  )a L∞∈ Ω تابعی با شـــرط 

( )essinf a xΩ )صورت نرم زیر روي فضاي باشد. در این 0< ) ( ),p xW Ω1  با نرم فوق معادل
  ] را ملاحظه نمایید):22است (مرجع [

( ) ( )
( ) ( ) ( )

inf : .
p x p x

a
u x u x

u a x dxβ
β β

Ω

  ∇  = > + ≤      
∫0 1  

)فضاي  ) ( ),p xW Ω1  همراه با نرم u a  را در ادامه باX دهیم. نشان می  

) طور پیوسته در فضايبه X ]، چون فضاي22] و [20از مراجع [ ),pW
−

Ω1  آنجانشانده و از 

)که  ),pW
−

Ω1 طور فشرده در فضايبه ( )C Ω0 گیریمنتیجه می ،شودنشانده می X طور به
) فشرده در )C Ω0 بنابراین  ؛شودنشانده میc u به ازايکه طوريموجود است به 0< X∈ ،

                                                                                                                                          
1- Lebesgue 
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( )C au c uΩ توان کران بالاي زیر است، می دارکران Ω ]، وقتی23. با توجه به مقاله [0≥
  ارائه داد: c را براي

( )( )

( ) ( )
max ,

pp
p p Lp

L L
p

apc
a ap N

N

κ

−− −−
− − − ∞− Ω

−
Ω Ω−

 
    −  ≤ Ω + Ω     −   
  

1 11

11 1

1 12 1  

  باشد.می Ωاندازه لبگ  Ωو  Ω قطر دامنه κکه 

f:: تابع 1تعریف  Ω× →R R گوییم هرگاه:را کاراتئودري می  

)الف) تابع  ),x f x t→ به ازاي t ∈ R پذیر باشد،اندازه  

) ب) تابع ),t f x t→ به ازاي x ∈Ω ًجا پیوسته باشد.همه تقریبا  

u)، تابع3( مسئلهیک جواب ضعیف از  :2تعریف  X∈ به ازايکه رابطه زیر طورياست به
v X∈ :برقرار باشد  

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

| || | | |
| |

, , .

p x
p x p x

p x

u uu u v dx a x u uv dx
u

f x u v dx g x u v dxλ µ

−
− −

Ω Ω

Ω Ω

 
∇ ∇ ∇ ∇ + ∇ +  + ∇ 

− − =

∫ ∫

∫ ∫

2 2
2 2

21

0
 

,هاي خواهیم تابعکدر اینجا می :J XΦ → R  را معرفی کنیم که در اثبات قضیه اصلی از
  استفاده خواهیم کرد. هاآن

) به ازايابتدا  ),x t ∈Ω × R کنیم: تعریف می  

( ) ( ), : , .
t

F x t f x dξ ξ= ∫
0

  

,سپس توابع  :J XΦ → R  به ازايراu X∈ گیریم:صورت زیر در نظر میبه  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ): | | ,p x p xp xu u a x u dx

p x
u

Ω

 
Φ ∇= + + ∇ + 

 ∫ 21 1
  

( ) ( )( ): , .J u F x u x dx
Ω

= − ∫
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 Xروي 1توان ثابت کرد توابع فوق داراي مشتق گاتو] می16در مقاله [ شدهارائهمشابه روش 
uها در نقطههستند و مشتق آن X∈ ،به ازايv X∈ برابر است با  

( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

| || |
| |

| |

p x
p x

p x

p x

u uu v u u vdx
u

a x u uvdx

−
−

Ω

−

Ω

 
∇ ∇ Φ = ∇ ∇ + ∇  + ∇ 

′

+

∫

∫

2 2
2

2

2

1  

  و
( )( ) ( )( ) ( ), .J u v f x u x v x dx

Ω

= −′ ∫  

کنیم و در اثبات نتایج از آن ] جهت راحتی خواننده بیان می22] و [20را از مراجع [لم زیر 
  بهره خواهیم برد:

, به ازاي: 1لم  ( ) ( )p xu W∈ Ω1 کنیم تعریف می

( )( ) ( )( ) ( )p x p x
a u u a x u dxρ

Ω

= ∇   صورت خواهیم داشت:، در این∫+

auالف) اگر  )صورت باشد، در این 1> )a
p p
a au u uρ

+ −
≤≤،  

auب) اگر  )صورت باشد، در این 1< )a
p p
a au u uρ

− +
≤≤.■  

 نتایج اصلی -3

  شود.ها بیان میآندر این بخش نتایج اصلی و اثبات 

wو تابع rفرض کنیم عدد مثبت : 2قضیه  X∈ که شرایط زیر برقرار طوريموجود باشد به
  باشد:
)الف)  )w rΦ >،  

ب) 
[ ]

( )
( )( )

( )( ),

,  
sup ,

t c c

F x w x dx
F x t dx r

w xη η

Ω

∈ −Ω

<
Φ

∫
∫،  

                                                                                                                                          
1- Gateaux 
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)پ)  ),
limsup tp p

F x t

p c t θ→+∞+ ++
<

1 x به ازاي 1 ∈Ω ،t ∈R  به ازايو θ هایی

  صادق در 

( )( )
( )( ) [ ] ( ),
,

sup , .t c c
F x w x

r F x t dx
w x η ηθ

−

Ω
∈ −Ω

 
 > −
 Φ
 

∫
∫

1

  

)مانند بازه باز ناتهی آنگاه ],A rθ⊆   با خاصیت زیر وجود دارند: qو عدد مثبت  0

Aλ به ازاي g: و تابع کاراتئودري ∋ Ω× →R R، τ به که طوريموجود است به 0<
] ازاي ],µ τ∈ کمتر  qها از که نرم آن است Xداراي سه جواب ضعیف در) 3( مسئله، 0

  است.
توابع و  Xفضاي) استفاده کرده و موضوع را ثابت نماییم. 1خواهیم از قضیه (می برهان:

, :J XΦ → R تابعک 1گیریم. با توجه به لم (نظر میرا مانند قبل در ،(Φ  روي هر
uبه ازاياست زیرا  دارکران Xاز دارکرانمجموعه  X∈ :داریم  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

| |

meas( )

max , meas( ) .

p x p xp x

p x p x

p x p x

p p
a a

u u a x u dx
p x

a x u d

u

x
p

a x u dx
p

u u
p

u

u

Ω

−
Ω

−
Ω

+ −

−

 
Φ = + + ∇ + 

 
 
 ≤ + +
  
 
 ≤ + + Ω
  

 

∇

∇

∇


≤ + Ω  

   

∫

∫

∫

21 1

1 1 2

2

2

 

uدر هر نقطه مانندچنین این تابعک هم X∈ پذیر است. در واقع با توجه به تعریف مشتق
uمشتق گاتو، در نقطه دلخواه X∈  به ازايوv X∈ :داریم  
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( )( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ):

( )

| || | | | .
| |

p x

h h

p x p x

h
p x

h
p x

p x p x
p x

u hv u h vu v u h v v dx
h u h v

u h vu h v u h v v dx
u h v

u hva x u hv v dx
u hv

u uu u vdx a x u uvdx
u

−

= Ω =
− −

Ω =

−

Ω =
−

− −

Ω Ω

∂Φ + ∇ + ∇
Φ = = ∇ + ∇ ∇

∂ ∇ + ∇

∇ + ∇
+ + ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇

∇ + ∇

+
+ +

+

 
∇ ∇ = ∇ ∇ + ∇ +  + ∇ 

′ ∫

∫

∫

∫ ∫

1

0 0
1

2 2 12

0
1

0
2 2

2 2
2

1

1

 

پیوسته  Φ′ و اي ضعیفپیوسته پایینی دنبالهنیم Φ]، تابعک 42] و [21با توجه به مراجع [
قضیه  هايداراي وارون پیوسته است و یکی دیگر از شرط Φ′ کنیم عملگر. حال ثابت میاست

دهیم ]، نشان می22) برقرار خواهد شد. براي این منظور، با توجه به نامساوي زیر از مرجع [1(
  یکنواست: اکیداً Φ′ عملگر

, , , ,  ,s s s N
s sξ ξ η η ξ η ξ η ξ η− −− − ≥ − ∀ ∈ ∀ ≥¡2 2 1 2

2
  

⋅,که  p . چون طبق فرضاست ¡N ضرب داخلی معمولی در ⋅ N− ≥ > ، با توجه به 2
u, به ازاي)، 1رابطه فوق و لم ( v X∈  که)u v≠گیریم:) نتیجه می  

( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ), ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( )

min , .

p x p x

p x p x

p x p x

p

p p
a ap

u v u v u u v u u v v v

u u v v u v dx

a x u u v v u v dx

u v a x u v dx

u v u v

− −

Ω
− −

Ω

+
Ω

+ −

+

′ ′ ′ ′ ′ ′Φ − Φ − = Φ − Φ − Φ + Φ

≥ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇ − ∇

+ − −

≥ ∇ − ∇ + −

 
≥ − − 

 

∫

∫

∫

2 2

2 2

1

2
1

2
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 Φ′ ]، وارون عملگر22از کتاب [ A(d).26یکنواســت. طبق قضــیه  اکیداً Φ′ بنابراین عملگر
) کنیموجود دارد. اکنون ثابت می )−′Φ 1

ــت. فرض کنیم  ــته اس } پیوس }nα طور اي بهدنباله
X یعنی(  X در فضــــاي دوگــان  α همگرا بــه نقطــه قوي ــــد. قرار می∗ دهیم ) بــاش

( ) ( )n nvα−′Φ )و  1= ) ( ) vα−Φ′ = )یعنی  %1 )n nv α′Φ )و  = )v α′Φ   . از رابطه زیر %=
( )( ) , ;pa

a a
a a

uu u u u X u
u u

ρ − −Φ
≥ ≥ ∀ ∈ >

′ 1 1  

} اجباري است. پس دنباله Φ′ گیریمنتیجه می }nv در فضاي انعکاسی X لذا است دارکران .
{ }nv  اي مانند همگراي ضــعیف به نقطهداراي یک زیردنبالهv̂ در X مجدداً را که آن اســت
{ }nv نامیم. چونمی { }nα به α  استهمگرا:  

ˆ ˆlim ( ) ( ), lim , .n n n nn n
v v v v v vα α

→∞ →∞
′ ′Φ − Φ − = − − =% 0  

له با } در نتیجه دن }nv
 

به پیوســـتگیبه v̂به  با توجه  ـــت.  لهΦ′ طور قوي همگراس با  ، دن
( ){ }nv′Φ

 
بهبه ) طور قوي  )v̂′Φ  از طرفیاســـتهمگرا . ( ){ }nv′Φ

 
 به همگراي قوي

( )v′Φ )ˆاســـت، پس باید  % ) ( )v vΦ = Φ′  گیریم، نتیجه میاســـتیک بهیک Φ′ . چون تابع%′
ˆv v=%بنابراین دنباله ؛ ( ){ }( )nα−′Φ ) طور قوي بهبه 1 ) ( )α−′Φ یعنی تابع  ؛همگرا اســت 1

( )−′Φ   پیوسته است. ∗X روي 1

u در هر نقطه مانند Jکنیم تابعک حال ثابت می X∈ شتق ست. در واقع با توجه به م پذیر ا
u تعریف مشتق گاتو، در نقطه دلخواه X∈  به ازايو v X∈ :داریم  

( )( ) ( ): ( , ) ( , ) .
h h

J u hvJ u v f x u hv v dx f x u v dx
h = Ω Ω=

∂ +′ = = − + = −
∂ ∫ ∫

0 0

  

شان می J: دهیم عملگراکنون ن X X ∗′ شرده → ست ف ست ثابا ت کنیم این . در واقع کافی ا
ست. براي X طور قوي رويعملگر به سته ا u پیو X∈ يثابت، فرض کنیم دنباله { }nu به 

u در X ] این دنباله روي 22همگراي ضـــعیف باشـــد. طبق ،[Ω به u  همگراي یکنواخت
تابع ـــت. چون  ک f اس ـــادق در شـــرط  ـــتاراتئودري ص x به ازاي ، پساس ∈Ω  له با دن

{ }( , )nf x u  به( , )f x u  همگرا اســـت و در نتیجه دنباله{ }( )nJ u′  به( )J u′ روي X 
J شود پس عملگرطور قوي همگرا میبه   است. فشرده ′
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)کنیم اکنون ثابت می ) ( )( )lim
u

u J uλ
→+∞

Φ + = با توجه به فرض (پ) دو ثابت . ∞+

,γ τ ∈R  با شرطγ
θ

< <
x به ازايکه طوريوجود دارد به 10 ∈Ω  وt ∈ R،  

( ), .p
p

F x t t
p c

γ τ
+

++
< +

1  

u تابع X∈ براي هر  آنگاهگیریم. نظر میرا دلخواه درx ∈Ω،  

( )( ) ( ), ppF x u x p c u xγ τ
+++  

< +  
 

  

uبه ازايو در نتیجه  X∈:خواهیم داشت ،  

( ) ( )

( ) .

p p
a a

p
a

u J u u u
p p p

u
p p

γθ τθ
λ

τθ
γθ

+ +

+ + +

+

+ +

 
Φ + ≥ − +  

 

= − −

1

1 1
 

  بنابراین 

( ) ( )( )lim .
u

u J uλ
→+∞

Φ + = +∞  

  ) روابط زیر را داریم:1کنیم. با توجه به لم () را بررسی می1حال برقراري شرط (ب) از گزاره (

( )( ) ( ){ }

( )

{ }

, :

: min ,

: .

p p
a a

C

r u X u r

u X u u u r
p

u X u cη

−

+ −

+

Φ −∞ = ∈ Φ <

   ⊆ ∈ ≤ Φ <   
   

⊆ ∈ <

1

0

1  

  در نتیجه نامساوي زیر را خواهیم داشت:

( )( )
( )( )

[ ]
( )

,,
sup sup , .

t c cu r
J u F x t dx

η η− ∈ −∈Φ −∞ Ω

− ≤ ∫1
  

  با توجه به فرض (ب) ابتداي قضیه، داریم:
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( )( ) ( )
( )( )

( )( ),

,  
sup .

u r

F x w x dx
J u r

w x
Ω

−∈Φ −∞
− <

Φ
∫

1  

  بنابراین 

( )( ) ( ) ( )
( )( ),

sup .
u r

J w
J u r

w x−∈Φ −∞

−
− <

Φ1  

چنین با توجه به فرض (الف) ابتداي قضیه ) برقرار است. هم1یعنی شرط (ب) از گزاره (
( )w rΦ ) نیز صادق است. فرض (پ) از قضیه حاضر را به 1پس شرط (الف) از گزاره ( است <
  یاد داریم که

( )
( )( ) ( )( ) ( )

,

.
sup ( )

u r
J w

r J u
w x

θ

−∈Φ −∞

>
−

− −
Φ 1

1  

  دهیم:قرار می
( )
( )( ) ( )( ) ( )

,
sup ,

u r
J w

v r J u
w x

θ −∈Φ −∞

 −
 = − −
 Φ 

1  

vکه    ازآنجاکهاست.  1<

( )
( )( ) ( )( ) ( )

,

,
sup ( )

u r
J w

r J u
w x

θ

−∈Φ −∞

>
−

− −
Φ 1

1 

  خواهیم داشت:

( )( ) ( ) ( )
( )( ),

sup ( ) .
u r

J w
J u r

w xθ−∈Φ −∞

−
− + <

Φ1
1  

  داریم: vدر نتیجه با توجه به انتخاب

( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )

,

,

sup ( )
sup ( )

.

u r

u r

J w
r J u

w x
J u

v
J w

r
w x

−∈Φ −∞

−∈Φ −∞

−
− −

Φ
− +

−
<

Φ

1

1  

u ) (با انتخاب1اکنون با توجه به گزاره ( =0 uو  0 w=1 (هر  به ازايρ ∈R  صادق در  
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( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )

,

,

sup ( )
sup ( )

,

u r

u r

J w
r J u

w x
J u

v
J w

r
w x

ρ

−∈Φ −∞

−∈Φ −∞

−
− −

Φ
− +

−
< <

Φ

1

1  

  گیریم:نتیجه می

( ) ( )( )
[ ]

( ) ( )( )
,

sup inf inf sup .
u X u X r

u J u u J u
λ θ

λ ρλ λ ρλ
∈ ∈∈

Φ + + < Φ + +
0R

  

هر تابع کاراتئودري ثابت  به ازاي. از طرفی است) برقرار 1) در قضیه (4یعنی رابطه (
:g Ω × →R R دهیم:قرار می  

( )
( )

( ), .
u x

u g x s dsdx
Ω

Ψ = − ∫ ∫
0

  

u مشتق آن در نقطه پذیر است کهشتقطور پیوسته مبه Ψتابع  X∈ تابعک ( ) *u X′Ψ ∈ 
v به ازاياست و  X∈  با استبرابر  

( )( ) ( )( ), .u v g x u x vdx
Ω

Ψ = −′ ∫  

:*چنین تابعک هم X X′Ψ ) برقرار 1هاي قضــیه (عملگر فشــرده اســت. پس همه شــرط →
)اســـت و با توجه به اینکه نقاط بحرانی تابعک  )u Jλ µΦ + + Ψ ًهاي ضـــعیف جواب دقیقا

سئله ست) 3( م سئلهگیریم ، نتیجه میا ضعیف در3( م سه جواب  ست که  X) داراي حداقل  ا
  ■.استکمتر  qها از نرم آن

  صورت زیر خواهد بود:باشد، به متغیره یک f)، وقتی تابع2حالت خاص از قضیه (

): فرض کنیم 3قضـــیه  )p x p N= f :و  < →R R  به ازايیک تابع پیوســـته باشـــد و 

t ∈ Rدهیم ، قرار می( ) ( ):
t

F t f dξ ξ= ∫
0

بت . هم عدد مث تابع  rچنین فرض کنیم   و 

w X∈ که طوريموجود باشد به  

)الف)  )w rΦ >،  
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  ب) 
[ ]

( )
( )( )
( )( ),

،sup
t c c

F w x dx
F t r

w xη η

Ω

∈ −
Ω <

Φ
∫  

)پ)  )
limsup tp p

F t
pc t θ→+∞ <

1 t به ازاي 1 ∈ R  به ازايوθ هایی صادق در  

( )( )
( )( ) [ ]

( )
,

sup .
t c c

F w x dx
r F t

w x η η
θ

−

Ω

∈ −

 
 > − Ω
 Φ
 

∫
1

  

) بازه باز ناتهی مانند آنگاه ],A rθ⊆   با خاصیت زیر وجود دارند: q و عدد مثبت 0

Aλ به ازاي g: و تابع پیوسته ∋ →R R، τ  به ازايکه طوريموجود است به 0<
[ ],µ τ∈    مسئله، 0

( )

( ) ( )

| |div | | | |
| |

,                  ,

,                        ,

p
p p

p
u u u a x u u

u

f u g u x
u x

λ µ

ν

− −
  ∇  − + ∇ ∇ +
  + ∇  

= + ∈Ω

∂
= ∈∂Ω

∂













2 2
2

1
1

0

 

  ■کمتر است. qها از که نرم آن است Xضعیف در داراي سه جواب 

µ)، وقتی 2حالت خاص از قضیه (   صورت زیر خواهد بود:است، به 0=

wو تابع  rفرض کنیم عدد مثبت : 4قضیه  X∈ که طوريموجود باشد به  

)الف)  )w rΦ >،  

] ب) ] ( )
( )( )

( )( ),
,

sup ,t c c
F x w x dx

F x t dx r
w xη η

Ω
∈ −

Ω

<
Φ

∫
∫،  

)پ)  ),
limsup tp p

F x t

p c t θ→+∞+ ++
<

1 x به ازاي  1 ∈Ω ،t ∈ R  به ازايو θ هایی

  صادق در 
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( )( )
( )( ) [ ] ( ),
,

sup ,  .t c c
F x w x

r F x t dx
w x η ηθ

−

Ω
∈ −Ω

 
 > −
 Φ
 

∫
∫

1

  

) مانند بازه باز ناتهی آنگاه ],A rθ⊆ Aλ  به ازايکه طوريبهوجود دارند  q عدد مثبتو  0 ∈
  مسئله

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

| | | |
| |

| | , ,         ,    

,          ,

p x
p x

p x

p x

udiv u u
u

a x u u f x u x
u x

λ

ν

−

−

   
∇   − + ∇ ∇     + ∇   


+ = ∈Ω


∂ = ∈∂Ω ∂

2
2

2

1
1

0

  

  ■کمتر است. qها از که نرم آن است Xداراي سه جواب ضعیف در

  گیرينتیجه
ســازي یک اي از معادلات دیفرانســیل غیرخطی که در این مقاله بررســی شــد حاصــل مدلرده
ــرایط کافی ثابت کردیم  پدیده ــتفاده از روش تغییراتی و اعمال ش ــت. با اس  زايبه افیزیکی اس
شخص از پارامترها، بازه سئلههاي م ضعیف  م سه جواب  شده داراي  در یک مقدار مرزي مطرح 

ي دیفرانســیل را با یک عملگر غیرخطی . در واقع معادلهاســتماي متغیر فضــاي ســوبولف با ن
پس باشند. س مسئلههاي ضعیف از پذیر طوري نظیر کردیم که نقاط بحرانی عملگر جوابمشتق

ــیه تغییراتی ریچري تعداد نقاط بحرانی عملگر را  ــتفاده از قض ــخص از  به ازايبا اس مقادیر مش
توانند از این روش و دیگر قضــایاي هاي محترم میدســت آوردیم. خوانندهبه مســئلهپارامترهاي 

  اثبات شده توسط پروفسور ریچري و پروفسور بونانو بهره برده و مسائل متنوعی را حل نمایند. 

  تقدیر و تشکر
و نظرات ارزشمندشان سازنده  هايپیشنهاد که با گرامی هايو داورمحترم سردبیر ز ا هنویسند
چنین از دانشگاه گنبدکاووس د. هم، کمال تشکر را دارمهیا ساختندارائه هرچه بهتر مقاله را  زمینه

  گزار است.سپاس  516/6بابت پشتیبانی مالی طرح شماره 
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Abstract 
One of the most important physical phenomena caused by surface adhesion 
forces is capillary property. Capillarity can be briefly explained by 
considering the effects of two opposing forces: adhesion, i.e. the attractive (or 
repulsive) force between the molecules of the liquid and those of the container; 
and cohesion, i.e. the attractive force between the molecules of the liquid. In 
this paper, we study a class of boundary value problems obtained from a 
capillary phenomenon modelling. Indeed, using a three critical points 
theorem, we will prove the existence of three weak solutions for a model of 
nonlinear differential equations with variable exponent. In this method which 
is based on the variational method, we correspond the differential equation 
with a nonlinear operator such that the critical points of this operator are weak 
solutions to the desired differential equation. As can be seen in the next 
section, there are two control parameters ,λ µ ≥0  in the differential equation. 
We find intervals like A and B such that for Aλ ∈ and ,Bµ ∈ our problem 
has three bounded weak solutions in a Sobolev space with variable exponent. 
Keywords: Nonlinear models, Sobolev space with variable exponent, 
Variational method. 
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