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قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده λ ـ فضاهاي
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همچنين و نيم فشرده فضاهاي از تعميمي که نيم فشرده λ ـ فضاهاي ،λ نامتناهي کاردينال براي مقاله، اين در چکيده:
قرار مطالعه مورد و معرفي هستند، فشرده قوي به طور فضاهاي از تعميمي نيز اين ها که قوي فشرده ي ـ λ فضاهاي
قويِ فشرده ي λـ و نيم فشرده λـ فضاهاي که است شده داده نشان λ مانند نامتناهي کاردينال هر به ازاي مي گيرند.

مي گيرند. قرار بررسي مورد فضاها اين اساسي ويژگي هاي همچنين دارند. وجود ناگسسته

نرمال. نيم λـ فضاي فضا، Pλـ نيم قوي، فشرده ي λـ نيم فشرده، λـ کليدي: واژه هاي

.54C08 ،54D08 ،54A08 رياضي(۲۰۱۰): ردهبندي

مقدمه ۱
پيش باز نسبتاً و پيش باز باز، نيم ـ مجموعه هاي مي کنيم. نظر صرف لم ها و قضايا اثبات از و مي آوريم را نياز مورد اوليه ي مفاهيم بخش اين در

شده اند. معرفی زير به صورت توپولوژي فضاي يک در

مجموعه ي يک A گوييم .A ⊆ X و باشد توپولوژي فضاي يک (X, τ) کنيم فرض .۱ . ۱ تعريف

گوييم. بسته نيم ـ مجموعه ي يک را باز نيم ـ مجموعه ي يک متمم به علاوه، .A ⊆ cl(intA) هرگاه است، باز نيم ـ [۱۶] الف.
مي ناميم. پيش بسته مجموعه ي يک را پيش باز مجموعه ي يک متمم به علاوه، .A ⊆ int(clA) هرگاه است، پيش باز [۱۸] ب.

.int(clA) ̸= ∅ هرگاه است، پيش باز نسبتاً [۲۴] پ.

مجموعهي دو اشتراك اما است، (پيشباز) باز  ـ نيم  مجموعه ي يک (پيش باز) باز  ـ نيم  مجموعه هاي از دلخواه خانواده ي هر اجتماع
با را (X, τ) توپولوژي فضاي در (پيشباز) باز نيم ـ مجموعه هاي تمام خانواده ي نيست. (پيشباز) باز  ـ نيم  لزوماً (پيشباز) باز  ـ نيم 

مي دهيم. نشان (PO(X, τ)) SO(X, τ)
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نيم  ـ مجموعههاي تمام خانواده ي اشتراك صورت به X توپولوژي فضاي در A مجموعه ي بستار)  ـ (پيش  بستار  ـ نيم  [۶ ،۱] .۲ . ۱ تعريف
مي شود. داده نمايش (pclA) sclA با و ميشود تعريف A شامل (پيشبسته) بسته

پيشباز و باز  ـ نيم  مجموعه هاي از استفاده با ليندلوف قوي بهطور و فشرده قوي بهطور ليندلوف،  ـ نيم  فشرده، نيم  ـ فضاهاي مفاهيم
شده اند. معرفي زير به صورت

فضاي يک X گوييم باشد. توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۳ . ۱ تعريف
متناهي پوششي زير داراي باز ـ نيم  مجموعههاي از متشکل X پوشش هر هرگاه است، ليندلوف) (نيم ـ فشرده ـ نيم  [۹ ،۷] الف.

باشد. (شمارش پذير)
متناهي زيرپوششي داراي پيشباز مجموعههاي از متشکل X پوشش هر هرگاه است، ليندلوف) قوي (بهطور فشرده قوي بهطور [۱۹] ب.

باشد. (شمارش پذير)

نمود. بيان را فشرده قوي به طور و فشرده ـ نيم  فضاهاي ويژگي هاي از برخي [۱۰] در گانستر

مطالعهي جهت ميشوند، تعريف پيشباز و باز ـ نيم  مجموعههاي از استفاده با که ميپردازيم تفکيک پذيري اصول از برخي معرفي به حال
شود. مراجعه [۲۰ ،۱۷ ،۶] به زمينه اين در بيش تر

فضاي يک X گوييم باشد. توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۴ . ۱ تعريف
گيرند. قرار مجزا (پيشباز) باز  ـ نيم  مجموعهي دو در X از متمايز نقطهي دو هر هرگاه است (T٢  ـ (پيش  T٢  ـ نيم  [۱۷ ،۱۴] الف.

x ∈ X هر و A ⊆ X چون (پيش بسته) بسته نيم ـ مجموعهي هر براي هرگاه است منظم) p ـ قوي (بهطور منظم نيم  ـ [۶ ،۵] ب.
.A ⊆ V و x ∈ U که باشند موجود U, V ⊆ X مجزاي و (پيشباز) باز  ـ نيم  مجموعههاي ،x /∈ A که

،A,B ⊆ X مجزاي و (پيش بسته) بسته نيم ـ مجموعهي دو هر براي هرگاه است نرمال) قوي (بهطور نرمال نيم ـ [۲۷ ،۲۰] پ.
.B ⊆ V و A ⊆ U که باشند موجود U, V ⊆ X مجزاي و (پيشباز) باز نيم ـ مجموعههاي

معادل اند. X توپولوژي فضاي مورد در زير گزارههاي [۵ ،۱.۲ [قضيه .۵ . ۱ قضيه

است. منظم نيم ـ X فضاي .۱

که دارد وجود V ⊆ X باز  ـ نيم  مجموعه ي ،x ∈ U که U ⊆ X باز نيم ـ مجموعهي هر و x ∈ X هر براي .۲
.x ∈ V ⊆ sclV ⊆ U

نمود. اثبات مي توان به راحتي را زير قضيه ،۵ . ۱ قضيه مشابه

معادل اند. X توپولوژي فضاي مورد در زير گزاره هاي .۶ . ۱ قضيه

است. منظم p ـ قوي به طور X فضاي .۱

که دارد وجود V ⊆ X پيش باز مجموعه ي ،x ∈ U که U ⊆ X پيش باز مجموعه ي هر و x ∈ X هر براي .۲
.x ∈ V ⊆ pclV ⊆ U

شد: معرفي چنين [۱۵] در همکارانش و کرم زاده توسط بار اولين براي فشرده λ ـ توپولوژي فضاي
کوچک ترين λ آن در که باشد λ از کوچکتر کاردينال با زيرپوششي داراي آن باز پوشش هر هرگاه گوييم، فشرده λ ـ را X توپولوژي فضاي
و اگر است فشرده X توپولوژي ”فضاي داده اند: تعميم را زير قضيه مفهوم اين معرفي با نويسندگان است. ويژگي اين با نامتناهي کاردينال
ثابت همچنين است. X فضاي روي مقدار حقيقي پيوسته ي توابع تمام حلقه ي C(X) آن در که باشد“ ثابت C(X) در ايدآل هر اگر تنها
و نامداري توسط [۲۲] در فضاها اين ويژگي هاي دارد. وجود فشرده λ ـ و منظم کاملاً فضاي يک λ نامتناهي کاردينال هر براي که نموده اند

مي کنيم. مطالعه و معرفي را قوي فشرده ي λ ـ و نيمفشرده λ ـ توپولوژي فضاهاي مقاله اين در گرفت. قرار بررسي مورد سياوشي

شناسايي را قوي فشرده ي λ ـ و نيمفشرده λ ـ فضاهاي توپولوژي، فضاهاي در Sλ و Cλ نام هاي با خواصي ارائهي با ،۲ بخش در
λ ـ و نرمال قوي به طور قويِ، فشرده ي λ ـ ناگسسته ي فضاهاي ،λ نامتناهي کاردينال هر براي که مي دهيم نشان همچنين مي کنيم.

دارند. وجود نيم فشرده
فضاهاي اساسي ويژگي هاي مجموعهها، اين ميان ارتباط همچنين و پيش باز و باز نيم ـ مجموعههاي ويژگي هاي از استفاده با ،۳ بخش در
فضاي يک در مجموعه يک قوي فشردگي λ ـ و نيم فشردگي λ ـ ادامه در مي دهيم. قرار مطالعه مورد را قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده λ ـ
نيم فشردگي λ ـ آنگاه باشد، باز) (نيم ـ پيشباز X در Y و باشد توپولوژي فضاي يک X هرگاه که مي دهيم نشان و کرده تعريف را توپولوژي



۳ قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده λ ـ فضاهاي

فضاهاي و فضاها Pλ ـ  پيش نيم  نرمال، λ ـ فضاهاي فضاها، Pλ ـ  نيم بخش همين در معادل اند. هم با X و Y در A قوي) فشردگي (λ ـ 
 ـ نيم  فضاي هر که مي کنيم ثابت است. نيم نرمال λ ـ نيم فشرده، λ ـ فضاي Pλ ـ نيم هر که مي دهيم نشان و کرده معرفي را قوي نرمال λ ـ
از کم تر کاردينال با خانواده اي اجتماع آن، در که مي آوريم به دست را شرايطي ادامه در است. نيم نرمال λ ـ فضاي يک نيم فشرده، λ ـ و منظم
فضاهاي و فضاها Pλ ـ پيش براي مشابهي نتايج همچنين باشد. نيم فشرده  ـ λ مجموعهي يک نيم فشرده، λ ـ مجموعههاي از متشکل و λ

مي آوريم. به دست قوي نرمال  ـ λ

قوي فشردگي λـ و نيم فشردگي λـ ۲
و فشرده نيم  ـ فضاهاي به مربوط قضاياي و نتايج از برخي سپس مي شوند. معرفي قوي فشرده ي λ ـ و نيم  فشرده λـ فضاهاي بخش اين در

است. شده داده تعميم فضاها اين به فشرده قوي به طور

(پيش باز) باز  ـ نيم  مجموعه هاي از متشکل X پوشش هر هرگاه گوييم، قوي) فشرده ي (λ ـ نيم  فشرده λـ را X توپولوژي فضاي .۱ . ۲ تعريف
است. خاصيت اين با نامتناهي کاردينال کوچک ترين λ آن در که باشد؛ λ از کمتر کاردينال با زير پوششي داراي

.β ≤ λ که است فشرده βـ فضاي يک قوي) فشرده ي (λـ نيم فشرده λـ فضاي هر که است بديهي

است بديهي است. قوي) فشرده ي (µـ نيم فشرده µـ فضاي يک µ مانند کاردينالي ازاي به X توپولوژي فضاي هر فشردگي، λ ـ مانند
مطالعهي در بنابراين است؛ قوي) فشرده ي (µـ نيم فشرده µـ فضاي يک X که دارد وجود µ ≤ λ کاردينال آن گاه ،|X| < λ اگر که

.|X| ≥ λ که است اين بر فرض قوي فشرده ي λـ و نيم فشرده λـ فضاهاي

ℵ١ـ فضاهاي همچنين است؛ فشردگي) قوي (به طور فشردگي نيم  ـ همان قوي) فشردگي (ℵ٠ـ نيم فشردگي ℵ٠ـ که توجه کنيم
نمي باشند. فشرده) قوي (به طور فشرده نيم ـ که هستند ليندلوف) قوي (به طور ليندلوفي  ـ نيم  فضاهاي همان قوي) فشرده ي (ℵ١ـ نيم فشرده
است. نرمال قوي به طور و هاسدورف که دارد وجود قوي فشرده ي λ ـ فضاي يک λ نامتناهي کاردينال هر براي که مي دهد نشان زير مثال

X∗ = X ∪{a} مي دهيم قرار .a /∈ X و |X| > λ که باشد گسسته فضاي يک (X, τ) کنيم فرض [ ۱۵ ، ۸.۱ [مثال .۲ . ۲ مثال
مي کنيم: تعريف زير به صورت X∗ روي را τ ∗ توپولوژي و

τ ∗ = τ ∪ {G ⊆ X∗ : a ∈ G, |X∗\G| < λ}

و قوي فشرده ي λ ـ فضا اين پس ،PO(X∗, τ ∗) = τ ∗ که آنجا از و است نرمال و فشرده λ ـ فضاي يک (X∗, τ ∗) صورت اين در
است. نرمال قوي به طور

دارد. وجود منفرد نقاط بدون و نيم فشرده λ ـ فضاي يک λ نامتناهي کاردينال هر براي که مي دهد نشان زير مثال

مي دهيم قرار .|X| = λ+ که باشد مجموعه اي X و نامتناهي کاردينال يک λ کنيم فرض .۳ . ۲ مثال

τ = {U ⊆ X : |X\U | ≤ λ}

فرض منظور، اين براي .µ = λ که مي دهيم نشان حال .µ ≤ λ که است نيم فشرده µـ فضاي يک (X, τ) که ديد مي توان آساني به
{Ua}a∈A خانواده ي صورت اين در .Ua = (X\A) ∪ {a} مي دهيم قرار a ∈ A هر براي .|A| = λ و A ⊆ X کنيم
نيم فشرده λ ـ فضاي يک (X, τ) بنابراين ندارد. λ از کم تر کاردينال با زيرپوششي هيچ که است X براي باز  ـ نيم  نتيجه در و باز پوششي

است.

مي کند. کمک قوي فشرده ي λ  ـ توپولوژي فضاهاي شناسايي به که مي کنيم؛ معرفي را توپولوژي فضاهاي در Cλ خاصيت حال

.intA ̸= ∅ باشيم داشته |A| ≥ λ که A ⊆ X هر براي هرگاه است Cλ خاصيت داراي X توپولوژي فضاي گوييم .۴ . ۲ تعريف

مي شود. اثبات به سادگي مي کند، بيان را توپولوژي فضاي يک در Cλ خاصيت معادل هاي از برخي که زير گزاره ي

معادل اند. X توپولوژي فضاي درمورد زير گزاره هاي .۵ . ۲ گزاره

است. Cλ خاصيت داراي X فضاي .۱
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.|A| < λ آن گاه ،intA = ∅ اگر ،A ⊆ X هر براي .۲

.A ⊆ X هر براي |A\intA| < λ .۳

.A ⊆ X هر براي |clA\A| < λ .۴

J ⊆ I مجموعه ي U = {Uα : α ∈ I} چون X باز پوشش هر براي هرگاه گوييم بسته Hλ ـ شبه را X فضاي .۶ . ۲ تعريف
باشد. خاصيت اين با نامتناهي کاردينال کوچک ترين λ و X =

∪
α∈J clUα ،|J | < λ که باشد موجود

مي کند. بيان را توپولوژي فضاهاي در قوي فشردگي λ ـ معادل هاي زير قضيه ي

معادل اند. X توپولوژي فضاي براي زير گزاره هاي .۷ . ۲ قضيه

است. قوي فشرده ي λ ـ فضاي يک X فضاي .۱

است. Cλ خاصيت داراي و فشرده λ ـ فضاي يک X فضاي .۲

است. Cλ خاصيت داراي و بسته Hλ ـ شبه فضاي يک X فضاي .۳

قرار x ∈ A هر براي .intA = ∅ و A ⊆ X کنيم فرض همچنين باشد. قوي فشرده ي λ ـ فضاي يک X گيريم .٢ ⇐ ١ اثبات.
به بنا که است X براي پيش بازي پوشش {Vx : x ∈ A} خــانواده ي کــه اســت بــديهي .Vx = (X\A) ∪ {x} مي دهيم
است. Cλ خاصيت داراي X ،۵ . ۲ گزاره به بنا و |A| < λ بنابراين است. λ از کم تر کاردينال با زيرپوششي داراي X قوي فشردگي λ ـ
اين عکس است کافي ،β = λ تساوي اثبات براي است. فشرده β ـ ،β ≤ λ يک براي قوي فشرده ي λ ـ فضاي هر که است بديهي

کنيم. ثابت را گزاره
{int(clVα) : α ∈ I} خانواده ي صورت اين در باشد. X براي پيش باز پوشش يک {Vα : α ∈ I} کنيم فرض .١ ⇐ ٢
.X =

∪
α∈J int(clVα) و |J | < λ که دارد وجود J ⊆ I است، فشرده λ ـ فضاي يک X چون است. X براي بازي پوشش

وجود L ⊆ X بنابراين .|(int(clVα))\Vα| < λ نتيجه در و |clVα\Vα| < λ داريم α ∈ J هر براي ،Cλ خاصيت به بنا
.γ ≤ λ که است قوي فشرده ي γ ـ فضاي يک X پس ،|J ∪L| < λ که آنجا از .X = L∪ (∪α∈JVα) و |L| < λ که دارد

است. قوي فشرده ي λ ـ فضاي يک X نتيجه در و γ = λ ،«٢ ⇐ ١» قسمت اثبات به بنا حال
هر که بديهي است. Cλ خاصيت داراي X آن گاه باشد، قوي فشرده ي λ ـ فضاي يک X اگر ،«٢ ⇐ ١» قسمت به بنا .٣ ⇐ ١
کنيم. ثابت را گزاره عکس که است کافي ،β = λ دهيم نشان که آن براي .β ≤ λ که است بسته Hβ ـ شبه قوي، فشرده ي λ ـ فضاي
{int(clVα) : α ∈ I}خانواده صورت اين در باشد. X براي پيش باز پوششي {Vα : α ∈ I} کنيم فرض .١ ⇐ ٣
به علاوه، و |J | < λ که دارد وجود J ⊆ I است، بسته Hλ ـ شبه فضاي يک X که آن جا از است. X براي بازي پوشش
بر بنا حال است. پيش باز Vα مجموعه ي ،α ∈ J هر براي زيرا X؛ =

∪
α∈J clVα نتيجه در .X =

∪
α∈J cl(int(clVα))

مانند برهان ادامه ي .|L| < λ و L ⊆ X آن در که X = L ∪ (∪α∈JVα) نتيجه در و |clVα\Vα| < λ داريم Cλ خاصيت
است. «١ ⇐ ٢» قسمت برهان

است. نياز مورد فشرده نيم  ـ  λ فضاهاي شناسايي در که مي پردازيم Sλ خاصيت معرفي به حال

باشد. پيش باز نسبتاً ،|A| ≥ λ که X در A مجموعه ي هر هرگاه است Sλ خاصيت داراي X توپولوژي فضاي گوييم .۸ . ۲ تعريف

مثال در شده معرفي توپولوژي فضاي مثال، بهعنوان نيستند. يکسان دو اين اما است، Sλ خاصيت از قوي تر Cλ خاصيت که بديهي
مي شود. واگذار خواننده به و است آسان زير گزاره ي اثبات مي باشد. Cλ خاصيت فاقد و Sλ خاصيت داراي ۳ . ۲

معادل اند. X فضاي براي زير گزاره هاي .۹ . ۲ گزاره

است. Sλ خاصيت داراي X .۱

.|A| < λ آن گاه ،int(clA) = ∅ اگر ،A ⊆ X هر براي .۲

.|clU\U | < λ داريم U ⊆ X باز مجموعه ي هر براي .۳

.|clA\int(clA)| < λ داريم A ⊆ X هر براي .۴



۵ قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده λ ـ فضاهاي

زير ، U = {Uα : α ∈ I} ماننـد X باز نيم  ـ پوشش هـر بـراي اگـر گـوييم، بسته  ـ  Sλ را X توپولوژي فضاي .۱۰ . ۲ تعريف
ويژگي اين با نامتناهي کاردينال کوچک ترين λ همچنين X؛ =

∪
α∈J clUα و |J | < λ که باشد موجود J مانند I از مجموعـه اي

باشد.

مي شود. واگذار خواننده به و است ۷ . ۲ قضيه اثبات مشابه زير قضيه ي اثبات

باشد. Sλ خاصيت داراي و بسته  ـ  Sλ اگـر تنهـا و اگـر است فشرده نيم  ـ  λ يک X توپولوژي فضاي .۱۱ . ۲ قضيه

قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده λ ـ فضاهاي اساسي ويژگي هاي ۳
 ـ  λ مشابه ويژگي ها اين از برخي مي گيرند. قرار بررسي مورد قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده  ـ  λ فضاهاي اساسي ويژگی هاي بخش اين در

است. فشردگي

آن زيرخانواده ي هر اگر است، اشتراك λ ـ خاصيت داراي X فضاي زيرمجموعه هاي از F خانواده ي گوييم [۱۶ ، ۸.۳ [تعريف .۱ . ۳ تعريف
باشد. ناتهي اشتراک داراي λ از کم تر کاردينال با

بسته نيم ـ مجموعــه هاي از خــانواده هــر اگــر تنهــا و اگــر اســت قوي) فشرده ي (λ  ـ نيم فشرده λ  ـ ،X توپولوژي فضاي .۲ . ۳ قضيه
باشد. ويژگي اين با نامتناهي کاردينال کوچک ترين λ و باشـد نـاتهي اشتراك داراي اشتراك، λ ـ خاصيت با (پيش بسته)

مي شود. اثبات [۲۲] در ۹.۳ لم مشابه اثبات.

مي شود. تعريف زير صورت به و آن حدي نقاط مشابه توپولوژي فضاي يک در مجموعه يک پيش حدي و حدي نيم ـ نقاط

نيم ـ مجموعه ي هر براي اگر است، A ⊆ X حدي) (پيش ـ حدي نيم ـ نقطه ي يک X توپولوژي فضاي در x نقطه ي [۱۳ ،۴] .۳ . ۳ تعريف
.G ∩ (A\{x}) ̸= ∅ باشيم داشته x شامل X در G (پيش باز) باز

نمود. اثبات سادگي به مي توان را زير گزاره ي ،[۲۲] در ۳.۲ گزاره ي مشابه

Y آن گاه ،|Y | ≥ λ اگر صورت اين در .Y ⊆ X و باشد قوي) فشرده ي (λ ـ فشرده نيم λ ـ فضاي يک X کنيم فرض .۴ . ۳ گزاره
است. X در حدي) (پيش ـ حدي نيم ـ نقطه ي يک داراي

مجموعه ي يک A گوييم .A ⊆ X و باشد توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۵ . ۳ تعريف
زيرپوششي داراي X در باز نيم ـ مجموعه هاي با A پوشش هر که درصورتي است، X به نسبت ليندلوف) (نيم ـ فشرده نيم ـ [۲۶ ،۳] الف.

باشد. (شمارا) متناهي
X در پيش باز مجموعه هاي با A پوشش هر که درصورتي است، X به نسبت ليندلوف) قوي (به طور فشرده قوي به طور [۱۹ ،۱۲] ب.

باشد. (شمارا) متناهي زيرپوششي داراي

مي کنيم. تعريف را زير مفاهيم اساس، اين بر

هرگاه است قوي) فشرده ي (λ ـ فشرده نيم ـ λ يک X در A گوييم .A ⊆ X و باشـد توپولـوژي فضاي يک X کنيم فرض .۶ . ۳ تعريف
کـوچک ترين λ آن در که باشد؛ λ از کم تر کاردينال با زيرپوششي داراي X در (پيش باز) بــاز نيم ـ مجموعــه هاي بــا A پوشــش هر

است. ويژگي اين با نامتناهي کاردينال

نيم λـ با X فضاي در A مجموعه ي قوي) فشردگي (λـ نيم فشردگي λ ـ آن، در کـه آوريم بـهدسـت را شرايطي مي خواهيم حال
داريم. نياز زير مطالب به منظور، اين براي باشد. معادل A قوي) فشردگي (λـ فشردگي

است باز نيم ـ Y در A ⊆ Y صورت اين در باشد. پيش باز Y ⊆ X و توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض [۲۰ ، ۲.۱ [گزاره .۷ . ۳ گزاره
.A = S ∩ Y که باشد موجود X در S باز نيم ـ مجموعه ي اگر تنها و اگر

آن گاه باشد، X در پيش باز مجموعه اي P اگر باشد. باز نيم ـ Y ⊆ X و توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض [۲۲ ، ۱.۲ [لم .۸ . ۳ لم
است. پيش باز Y در P ∩ Y

يک و باز مجموعه ي يک از اشتراکي به صورت A اگر تنها و اگر است پيش باز X فضاي در A مجموعه ي [۲۳ ، ۱.۲ [گزاره .۹ . ۳ گزاره
باشد. چگال مجموعه ي
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مي شود. اثبات به سادگي ۹ . ۳ گزاره و ۸ . ۳ لم از استفاده با زير گزاره ي

اگر تنها و اگر است پيش باز Y در A ⊆ Y صورت اين در باشد. باز نيم ـ Y ⊆ X و توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۱۰ . ۳ گزاره
.A = P ∩ Y که باشد موجود X در P پيش باز مجموعه ي

فشرده نيم λ ـ يک X در A ⊆ Y صورت اين در باشد. باز) (نيم ـ پيش باز Y ⊆ X و توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۱۱ . ۳ قضيه
باشد. قوي) فشرده (λ ـ ه فشرد نيم λ ـ ،Y در A اگر تنها و اگر است قوي) فشرده (λ ـ

X در A کنيم فرض است. مشابه بهصورت اثبات قوي، فشردگي λ ـ مورد در مي کنيم. اثبات فشردگي نيم λ ـ حالت براي را قضيه اثبات.
باز نيم ـ مجموعه ي α ∈ I هر براي ،۷ . ۳ گزاره ي به بنا است. باز نيم ـ Y در Sα هر که ،A ⊆

∪
α∈I Sα و باشد فشرده نيم λ ـ يک

است X در باز نيم ـ مجموعه هاي از متشکل A براي پوششي {S ′
α}α∈I خانواده ي حال .Sα = S ′

α ∩ Y که دارد وجود X در S ′
α

β ـ يک Y در A بنابراين .A ⊆
∪

α∈J S
′
α و |J | < λ که به گونه اي دارد وجود J ⊆ I يک X در A فشردگي نيم λ ـ به بنا که

کنيم فرض نيز منظور اين براي کنيم. اثبات را عکس قسمت است کافي ،β = λ دهيم نشان که اين براي .β ≤ λ که است فشرده نيم
{Sα ∩Y }α∈I خانواده ي ،۷ . ۳ گزاره ي به بنا است. باز نيم ـ X در Sα هر که ،A ⊆

∪
α∈I Sα و باشد فشرده نيم λ ـ يک Y در A

.A ⊆ (
∪

α∈J Sα)∩Y و |J | < λ که دارد وجود J ⊆ I فرض، به توجه با است. Y در باز نيم ـ مجموعه هاي از A براي پوششي
است نيم فشرده γ ـ يک Y در A لزوم، قسمت اثبات به بنا طرفي از .β ≤ λ که است X در نيم فشرده β ـ مجموعه ي يک A درنتيجه،

.β = λ که مي گيريم نتيجه پس ،γ = λ فرض، به بنا که آن جا از و γ ≤ β که

(λ ـ نيم فشرده λ ـ زيرفضاي يک A صورت اين در باشد. باز) (نيم ـ پيش باز A ⊆ X و توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۱۲ . ۳ نتيجه
باشد. قوي) فشرده ي (λ ـ نيم فشرده λ ـ يک X در A اگر تنها و اگر است X از قوي) فشرده ي

اين در هستند. باز) (نيم ـ پيش باز X در B و A که به طوري باشد A ⊆ B ⊆ X و توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۱۳ . ۳ نتيجه
قوي) فشرده ي (λ ـ نيم فشرده λ ـ زيرفضاي يک A اگر تنها و اگر است B از قوي) فشرده  ي (λ ـ نيم فشرده λ ـ زيرفضاي يک A صورت

باشد. X از

فشردگي λ ـ و نيم فشردگي λ ـ با را همسان ريختي ها و پيوسته نگاشت هاي يافته ي تعميم صورت هاي از برخي ميان ارتباط بعد گزاره ي
داريم. نياز زير تعريف به آن بيان از قبل مي  کند. بيان قوي

نگاشت يک f گوييم باشد. نگاشت يک f : X → Y و باشند توپولوژي فضاي دو Y و X کنيم فرض .۱۴ . ۳ تعريف
باشد. (پيش باز) باز نيم ـ X در f−١(V ) ،Y در V (پيش باز) باز نيم ـ مجموعه ي هر براي هرگاه است، (پيش مردد) مردد [۲۵ ،۲] الف.
مجموعه ي هر تصوير همچنين و باشد (پيش مردد) مردد و دوسويي f هرگاه است (پيش همسان ريختي) همسان ريختي نيم ـ [۲۰ ،۱] ب.

باشد. Y در (پيش باز) باز نيم ـ مجموعه ي يک ،X در (پيش باز) باز نيم ـ

نمود. اثبات مي توان [۲۶] در ۱۰.۲ گزاره مشابه را زير گزاره ي

برقرارند. زير گزاره هاي باشد. نگاشت يک f : X → Y و A ⊆ X توپولوژي، فضاي دو Y و X کنيم فرض .۱۵ . ۳ گزاره

(β ـ نيم فشرده β ـ Y  يک در f(A) آن  گاه باشد، قوي) فشرده ي (λ  ـ نيم فشرده λ ـ يک X در A و مردد) (پيش مردد f اگر .۱
.β ≤ λ که است قوي) فشرده ي

در f(A) آن گاه باشد، قوي) فشرده ي (λ ـ نيم فشرده λ ـ يک X در A و همسان ريختي) (پيش ـ همسان ريختي نيم ـ يک f اگر .۲
است. قوي) فشرده ي (λ ـ نيم فشرده λ ـ يک Y

مي شود. اثبات [۲۲] در ۶.۲ گزاره مشابه زير گزاره ي

( β ـ نيم فشرده β ـ يک X در X قوي) فشرده ي (λ ـ نيم فشرده ي λ ـ فضاي از (پيش بسته) بسته نيم ـ زيرمجموعه ي هر .۱۶ . ۳ گزاره
.β ≤ λ که است قوي) فشرده ي

مي شود. شده داده تعميم زير به صورت نرمال فضاي تعريف ،[۸] در ۱۵.۵.۱ لم به توجه با

هر و F بسته ي مجموعه ي هر براي که درصورتي مي شود، ناميده نرمال λ ـ فضاي يک X توپولوژي فضاي [۱۶ ، ۵.۲] .۱۷ . ۳ تعريف
براي که باشد موجود X باز مجموعه هاي از ومتشکل λ از کم تر کاردينال با {Wα}α∈I خانواده ي ،F شامل X در W باز مجموعه ي

.F ⊆
∪

α∈I Wα و clWα ⊆ W باشيم داشته ،α ∈ I هر



۷ قوي فشرده ي λ ـ و نيم فشرده λ ـ فضاهاي

مي کنيم. تعريف زير به صورت را قوي نرمال λ ـ و نيم نرمال λ ـ فضاهاي اساس، اين بر

و F چون (پيش بسته) بسته نيم ـ مجموعه ي هر براي هرگاه گوييم، قوي) نرمال (λ ـ نيم نرمال λ ـ را X توپولوژي فضاي .۱۸ . ۳ تعريف
باز نيم ـ مجموعه هاي از متشکل و λ از کم تر کاردينال با {Wα}α∈I خانواده ي ،F شامل X در W (پيش باز) باز نيم - مجموعه ي هر
.F ⊆

∪
α∈I Wα و (pclWα ⊆ W ) sclWα ⊆ W باشيم داشته ،α ∈ I هر براي که به قسمي باشد موجود X در (پيش باز)

توپولوژي يک SO(X, τ) خانواده ي ،(X, τ) توپولوژي فضاي براي که مي شود ثابت [۲۳] در ۷ گزاره از پس نتيجه ي در .۱۹ . ۳ تذکر
باشد). باز X در باز مجموعه ي هر بستار هرگاه دارد، نام شديد ناهمبند X (فضاي باشد شديد ناهمبند (X, τ) اگر تنها و اگر است X روي
،(X, τ) در چگال مجموعه ي دو هر اشتراک اگر تنها و اگر است X روي توپولوژي يک PO(X, τ) ،[۱۱] در ۴.۴ گزاره به بنا همچنين
(اشتراک باشد شديد ناهمبند X که صورتي در که داد نشان مي توان [۸] در ۱۵.۵.۱ قضيه مشابه گزاره ها، اين از استفاده با باشد. پيش باز
(به طور نرمال نيم ـ اگر تنها و اگر است قوي) نرمال (ℵ١ ـ نيم نرمال ℵ١ ـ فضاي يک X باشد)، باز پيش ،X در چگال مجموعه ي دو هر
که X منظم) p ـ قوي (به طور منظم نيم ـ فضاي هر که ديد مي توان ۶ . ۱ و ۵ . ۱ قضاياي از استفاده با و به سادگي همچنين باشد. نرمال) قوي

است. قوي) نرمال (λ ـ نيم نرمال λ ـ فضاي يک ،(|PO(X, τ)| < λ) |SO(X, τ)| < λ

قوي) نرمال (λ ـ نيم نرمال λ ـ فضاي يک قوي) فشرده ي λ ـ و منظم pـ قوي (به طور نيم فشرده λ ـ و منظم نيم ـ فضاي هر .۲۰ . ۳ قضيه
است.

x ∈ F هر براي ،۵ . ۱ قضيه به بنا باشد. X در F شامل بازي نيم ـ مجموعه ي W و بسته نيم ـ مجموعه اي F کنيم فرض اثبات.
باز نيم ـ مجموعه هاي از پوششي {Wx}x∈F خانواده ي حال .x ∈ Wx ⊆ sclWx ⊆ W که دارد وجود Wx باز نيم ـ مجموعه ي
نيم نرمال λ ـ فضاي يک X يعني، F؛ ⊆

∪
x∈I Wx و |I| < β که دارد وجود I ⊆ F ،۱۶ . ۳ گزاره ي بنابر و است F براي X در

مي شود. اثبات مشابه به صورت قضيه دوم حالت است.

Gλ ـ يک را توپولوژي فضاي يک در باز مجموعه هاي از متشکل و λ از کم تر کاردينال با خانواده اي اشتراك [۱۶، [تعريف۱۰.۲ .۲۱ . ۳ تعريف
باشد. باز X در مجموعه Gλ ـ هر هرگاه گوييم، فضا Pλ ـ يک را X توپولوژي فضاي به علاوه، مي ناميم. مجموعه

مي کنيم. تعريف زير به صورت را فضاها Pλ ـ پيش و فضاها Pλ ـ نيم ،۲۱ . ۳ تعريف مشابه

يک را X توپولوژي فضاي در باز) (پيش باز نيم  ـ مجموعه هاي از متشکل و λ از کم تر کاردينال با G خانواده ي اشتراک الف) .۲۲ . ۳ تعريف
مي ناميم. مجموعه) (Gλp ـ مجموعه Gλs ـ

X در مجموعه) (Gλp ـ مجموعه Gλs ـ هر که درصورتي گوييم، فضا) Pλ ـ (پيش فضا Pλ ـ نيم يک را X توپولوژي فضاي ب)
مي ناميم. فضا) P ـ (پيش فضا P ـ نيم را فضا) Pℵ١ ـ (پيش فضا Pℵ١ ـ نيم يک باشد. باز) (پيش باز نيم ـ

يک (X,SO(X, τ)) اگر وتنها اگر است فضا Pλ ـ نيم يک (X, τ) شديد ناهمبند فضاي ،۱۹ . ۳ نکته مطالب از استفاده با .۲۳ . ۳ تذکر
(X, τ) که است بديهي است، پيش باز آن چگال مجموعه ي دو هر اشتراك که ويژگي اين با (X, τ) فضاي در همچنين باشد. فضا Pλ ـ

باشد. فضا Pλ ـ يک (X,PO(X, τ)) اگر تنها و اگر است فضا Pλ ـ پيش يک

λ از کاردينال کم تر با خانواده اي {Xα}α∈I کنيم فرض مي گيريم. نظر در منظم کاردينال يک را λ ،۲ . ۲ مثال فضاي در .۲۴ . ۳ مثال
آزاد مجموع در پيش باز مجموعه ي هر صورت اين در هستند. همسان ريخت (X∗, τ ∗) با که باشد مجزا دوبه دو فضاهاي از متشکل و
که است نرمال قوي به طور و قوي فشرده ي λ ـ فضاي Pλ ـ پيش يک Y نتيجه در است. Y در باز مجموعه ي يک ،Y = ⊕α∈IXα

است. |I| آن نامنفرد نقاط مجموعه کاردينال

است. منفرد نقطه بدون نيم فشرده ي λ ـ فضاي Pλ ـ نيم ـ يک از نمونه اي ،۳ . ۲ مثال شده معرفي فضاي .۲۵ . ۳ مثال

است. فشرده) قوي (به طور فشرده نيم ـ فضاي يک قوي) فشرده ي λ ـ فضاي Pλ ـ (پيش نيم فشرده λ ـ فضاي Pλ ـ نيم هر .۲۶ . ۳ گزاره

فضاي يک (X, τ) اگر است. فضا Pλ ـ يک (X,SO(X, τ)) صورت اين در باشد. فضا Pλ ـ نيم يک (X, τ) کنيم فرض اثبات.
يک (X,SO(X, τ)) ،[۲۲] در ۱۱.۲ گزاره به بنا نتيجه در و فشرده λ ـ فضاي يک (X,SO(X, τ)) آن گاه باشد، فشرده نيم λ ـ

است. مشابه گزاره دوم حالت اثبات است. منظم نيم ـ (X, τ) يعني، است؛ منظم فضاي

است. قوي) نرمال (λ ـ نرمال نيم λ ـ فضاي يک قوي) فشرده ي λ ـ فضاي Pλ ـ (پيش فشرده نيم λ ـ فضاي Pλ ـ نيم هر .۲۷ . ۳ نتيجه

(X,SO(X, τ)) ،[۲۲] در ۱۲.۲ نتيجه به بنا است. فضا Pλ ـ يک (X,SO(X, τ)) آن گاه باشد، فضا Pλ ـ نيم (X, τ) اگر اثبات.
است. مشابه دوم حالت اثبات است. نرمال نيم λ ـ فضاي يک (X, τ) يعني، است؛ نرمال λ ـ فضاي يک
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نيم µ ـ يک X در H اگر .H ⊆ X و باشد (T٢ پيش ـ فضاي Pλ ـ (پيش T٢ نيم ـ فضاي Pλ ـ نيم يک X کنيم فرض .۲۸ . ۳ گزاره
است. (پيش بسته) بسته نيم ـ X در H آن گاه ،µ ≤ λ که باشد فشرده

در H همچنين است. هاسدورف فضاي Pλ ـ يک (X,SO(X, τ)) آن گاه باشد، هاسدورف فضاي Pλ ـ نيم يک (X, τ) اگر اثبات.
(X,SO(X, τ))

است. بسته نيم ـ (X, τ) در H نتيجه در و بسته (X,SO(X, τ)) در H ،[۲۲] در ۱۳.۲ گزاره به بنا پس است. فشرده µ ـ يک
است. مشابه دوم حالت اثبات

(به طور ليندلوف نيم ـ H اگر .H ⊆ X و باشد (T٢ پيش ـ فضاي P ـ (پيش T٢ نيم ـ فضاي P ـ نيم يک X کنيم فرض .۲۹ . ۳ نتيجه
است. بسته) (پيش بسته نيم ـ H آن گاه باشد، ليندلوف) قوي

کاردينال با خانواده اي {Fα}α∈I اگر است. منظم کاردينال يک λ که باشد T٢ نيم ـ فضاي Pλ ـ نيم يک X کنيم فرض .۳۰ . ۳ قضيه
است. نيم فشرده λ ـ يک X در

∪
α∈I Fα آن گاه باشند، X نيم فشرده λ ـ و پيش باز مجموعه هاي از متشکل و λ از کم تر

داريم α ∈ I هر براي پس است. باز نيم ـ ،X در Uβ هر که Y؛ ⊆
∪

β∈J Uβ کنيم فرض .Y =
∪

α∈I Fα مي دهيم قرار اثبات.
.Fα ⊆

∪
k∈Jα Uβk

و |Jα| < λ که دارد وجود Jα ⊆ J پس است، فشرده نيم Xيکλ ـ Fαدر هر چون .Fα ⊆
∪

β∈J Uβ

فشرده نيم γ ـ يک X در Y پس ،|K| < λ که آن جا از و Y ⊆
∪

k∈K Uβk
صورت اين در .K =

∪
α∈I Jα مي دهيم قرار

است. X فشرده ي نيم γ ـ زيرفضاي يک Y ،۱۲ . ۳ نتيجه ي به بنا .γ = λ دهيم نشان است کافي اثبات تکميل براي .γ ≤ λ که است،
گزاره به بنا پس است. بسته نيم ـ Y در Fα هر که مي شود نتيجه ۷ . ۳ گزاره ي از و است بسته نيم ـ X در Fα هر ،۲۸ . ۳ گزاره ي به بنا حال
فشرده نيم υ ـ يک X در Fα هر که مي گيريم نتيجه ۱۱ . ۳ قضيه از پس .υ ≤ γ آن در که است فشرده نيم υ ـ يک Y در Fα هر ،۱۶ . ۳

.γ = λ که مي دهد نشان هم اين .λ = υ ≤ γ نتيجه در و است

مي شود. واگذار خواننده به و است قبل قضيه ي مشابه زير قضيه ي اثبات

کاردينال با خانواده اي {Fα}α∈I اگر است. منظم کاردينال يک λ که باشد T٢ پيش ـ فضاي Pλ ـ پيش يک X کنيم فرض .۳۱ . ۳ قضيه
قوي فشرده ي λ ـ يک X در

∪
α∈I Fα صورت اين در باشد. X در باشد قوي فشرده ي λ ـ باز نيم ـ مجموعه هاي از متشکل و λ از کم تر

است.
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λـ semi compact spaces and λـ strongly compact spaces
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Abstract: For an infinite cardinal number λ, λ-semi compact spaces and λ- strongly compact spaces
which are generalizations of semi-compact spaces and strongly compact spaces are introduced and studied
respectively. It is shown that for every infinite cardinal numberλ, there exist non-discrete λ- semi compact
spaces and non-discrete λ- strongly compact spaces. Basic properties of such spaces are investigated.
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