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ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاهاي ناارشميدسي، ۲-نرمدار فضاهاي مکعبي، اويلر-لاگرانژ تابعي معادلات کليدي: واژه هاي
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اوليه مفاهيم و تعاريف ۱
تا ۱۹۹۹ سال هاي در نمودند. ارائه را ۲-باناخ فضاهاي مفهوم [۵–۳] وايت و گالر سپس نمود. ارائه را ۲-نرمدار فضاهاي مفهوم [۲ ،۱] گالر
نمود. مطرح و بررسي را تعميم يافته ۲-نرمدار و ۲-نرمدار فضاهاي مفاهيم از بيش تري جزئيات مقالاتي، سلسله طي [۱۰–۶] لوانوسکا ،۲۰۰۳

مي کنيم. ارائه را ۲-نرمدار فضاي تعريف ابتدا نمود. ثابت ۲-باناخ فضاهاي در را جمعي تابعي معادلات پايداري [۱۱] پارک

باشد تابعي ∥., .∥ : X ×X → R و باشد يک از بزرگ تر X فضاي بُعد و R روي برداري فضاي يک X کنيم فرض .۱ . ۱ تعريف
کند: صدق زير شرايط در α ∈ R و x, y, z ∈ X هر براي که

باشند. خطي وابسته x, y اگر تنها و اگر ∥x, y∥ = ٠ .۱

.∥x, y∥ = ∥y, x∥ .۲
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.α ∈ R هر براي ∥x, αy∥ = |α|∥x, y∥ .۳

.∥x, y + z∥ ≤ ∥x, y∥+ ∥x, z∥ .۴

مي گوييم. ۲-نرمدار فضاي يک را (X, ∥., .∥) دوتايي و X روي ۲-نرم يک را ∥., .∥ تابع آنگاه

براي x → ∥x, y∥ تابع همچنين .x = ٠ آنگاه ،∥x, y∥ = ٠ باشيم: داشته y ∈ X هر براي اگر که نمود ملاحظه مي توان
.
∣∣∣∥x, z∥− ∥y, z∥

∣∣∣ ≤ ∥x− y, z∥ مي شود: نتيجه ۲-نرم تابع تعريف ۴ و ۲ شروط از زيرا است؛ پيوسته تابعي ثابت، y ∈ X هر

که: گونه اي به باشند موجود y, z ∈ X خطي مستقل عضو دو هرگاه گوييم کوشي را X ۲-نرمدار فضاي در {xn} دنباله .۲ . ۱ تعريف
همگرا را X ۲-نرمدار فضاي در {xn} دنباله همچنين . lim

m,n→∞
∥xn − xm, z∥ = ٠ و lim

m,n→∞
∥xn − xm, y∥ = ٠

مي نويسيم صورت اين در . lim
n→∞

∥xn − x, y∥ = ٠ باشيم: داشته y ∈ X هر براي که گونه اي به باشد موجود x ∈ X اگر گوييم
. lim
n→∞

xn = x

۲-نرمدار فضاي . lim
n→∞

∥xn, y∥ = ∥ lim
n→∞

xn, y∥ داريم y ∈ X هر و {xn} همگراي دنباله براي که داد نشان مي توان
باشد. همگرا X در کوشي دنباله هر که صورتي در گوييم ۲-باناخ را X

صفر اولاً که |.| : K → [٠,∞) به صورت است تابعي K ميدان روي قدرمطلق تابع يک باشد. ميدان يک K کنيم فرض .۳ . ۱ تعريف
نامساوي ثالثاً و K ميدان در b و a اعضاي تمام براي |ab| = |a||b| ثانياً است، صفر با برابر قدرمطلقش که باشد عضوي تنها K ميدان
ميدان يک را قدرمطلق يک به مجهز K ميدان .K ميدان در b و a اعضاي تمام براي |a+ b| ≤ |a|+ |b| يعني باشد؛ برقرار مثلثي
ميدان هاي از معروفي مثال هاي مختلط قدرمطلق با مختلط اعداد مجموعه و معمولي قدرمطلق با حقيقي اعداد مجموعه مي ناميم. قدرمطلق
جايگزين مي ناميم، قوي مثلثي نامساوي را آن که |a + b| ≤ max{|a|, |b|} شرط با را مثلثي نامساوي شرط اگر هستند. قدرمطلق

مي ناميم. ناارشميدسي ميدان را قدرمطلقي چنين به مجهز ميدان و ناارشميدسي قدرمطلق يک را قدرمطلق تابع نماييم،

حقيقي اعداد ميدان در مثلاً نيست. برقرار کلي حالت در آن عکس ولي است ارشميدسي ميدان يک ناارشميدسي ميدان هر که است واضح
يک معمولي قدرمطلق با R قدرمطلق ميدان بنابراين نيست. برقرار قوي مثلثي نامساوي آنگاه ،a = b = ١ اگر معمولي قدرمطلق با R
برابر K اعضاي تمام قدرمطلق که مي کنيم تعريف شکل اين به را K دلخواه ميدان روي گسسته قدرمطلق تابع نيست. ناارشميدسي ميدان
K ناارشميدسي ميدان براي بديهي مثال را گسسته مطلق قدر باشد. صفر با برابر نيز ميدان صفر مطلق قدر و ميدان صفر بجز باشد يک با
است. بديهي قدرمطلق تابع همان تعريف، قابل ناارشميدسي قدرمطلق تابع تنها K متناهي ميدان يک روي که نمود ثابت مي توان مي ناميم.
براي نمود. ارائه هنشل را p-اَديک اعداد ناراشميدسي ميدان مهم مثال همچنين نمود. ارائه را ناارشميدسي ميدان مفهوم [۱۲] هنشل بار اولين

شود. مراجعه [۱۳] مرجع به p-اديک اعداد ناارشميدسي فضاي با آشنايي

||.|| : E → [٠,∞) تابع باشد. | | نابديهي قدرمطلق با K ناارشميدسي ميدان يک روي برداري ميدان Eيک کنيم فرض .۴ . ۱ تعريف
در a اعضاي تمام براي ثانياً است، صفر با برابر نرمش که باشد عضوي Eتنها برداري فضاي صفر اولاً هرگاه گوييم ناارشميدسي نرم يک را
اعضاي تمام براي يعني باشد، برقرار قوي مثلثي نامساوي ثالثاً و ||ra|| = |r|.||a|| ،K ميدان در r اعضاي تمام و E برداري فضاي
يک را ناارشميدسي نرم يک به مجهز E برداري فضاي .||a+ b|| ≤ max{||a||, ||b||} باشيم: داشته E برداري فضاي در b و a

مي ناميم. ناارشميدسي نرمدار فضاي

به همگرا E در {an+١ − an} دنباله هرگاه است کوشي E ناارشميدسي نرمدار فضاي در {an} دنباله که نمود ملاحظه مي توان
داريم: n > m براي زيرا باشد، صفر

||an − am|| ≤ max{||aj+١ − aj|| : m ≤ j ≤ n− ١}.

ناارشميدسي نرمدار فضاهاي با بيشتر آشنايي براي باشد. همگرا آن در کوشي دنباله هر هرگاه ناميم (باناخ) کامل را ناارشميدسي نرمدار فضاي
نمودند. معرفي را ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاهاي [۱۵] چو و فريس کنيد. ملاحظه را [۱۴] مرجع

باشد تابعي ||., .|| : X ×X → R و باشد يک از بزرگ تر X فضاي بُعد و R روي برداري فضاي يک X کنيم فرض .۵ . ۱ تعريف
کند: صدق زير شرايط در x, y, z ∈ X هر براي که

باشند. خطي وابسته y و x اگر تنها و اگر ||x, y|| = ٠ .۱

.||x, y|| = ||y, x|| .۲
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.||αx, y|| = |α|.||x, y|| ،α ∈ R هر براي .۳

.||x, y + z|| ≤ max{||x, y||, ||y, z||} .۴

مي گوييم. ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي يک را (X, ||., .||) دوتايي و X روي ناارشميدسي ۲-نرم يک را ||., .|| تابع آنگاه

دنباله هرگاه است کوشي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي در {an} دنباله که است اين ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاهاي ويژگي هاي جمله از
داريم: n > m براي زيرا باشد، صفر به همگرا E در {an+١ − an}

||an − bm, y|| ≤ max{||aj+١ − aj, y|| : m ≤ j ≤ n− ١}.

باشد. همگرا آن در کوشي دنباله هر هرگاه ناميم (۲-باناخ) کامل را E ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي
با ادامه در دادند. تعميم را مفهوم اين [۱۷] همکاران و السينا گرديد. معرفي [۶] شرزنف توسط احتمالي نرمدار فضاهاي ،۱۹۶۲ سال در

مي پردازيم. فضا اين معرفي به [۱۸] مرجع از استفاده

،F (+∞) = ١ Fو (٠) = ٠ و باشد چپ پيوسته روي(∞+,٠) و ناافزايشي Fتابعي : [٠,+∞] → [٠, ١] اگر .۶ . ۱ تعريف
ناافزايشي تابع کنيم فرض همچنين مي دهيم. نمايش ∆+ با را فاصله توزيع توابع تمام فضاي مي ناميم. فاصله توزيع تابع را F آنگاه
که معني اين به شرکت پذير، ،T (x, y) = T (y, x) که معني اين به جابجايي، متغير، هر روي T : [٠, ١] × [٠, ١] → [٠, ١]
مثلثي نرم يک را T صورت اين در .T (x, ١) = x که معني اين به باشد، هماني عضو ١ و T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z)

مي ناميم. t-نرم يا

است. فاصله توزيع تابع يک زير ضابطه با εa تابع a ≥ ٠ هر براي مثلا

εa(t) =

{
٠ if t ≤ a
١ if t > a

قوي ترين و TL(x, y) = max(x+ y−١, ٠) لوکاشويچ، t-نرم ،TP (x, y) = xy ضربي، t-نرم از عبارتند t-نرم ها مهم ترين
.TM(x, y) = min{x, y} t-نرم

يک T حقيقي، اعداد ميدان روي برداري فضاي Xيک هرگاه گوييم منگر احتمالي نرمدار فضاي يک را (X, ν, T ) سه تايي .۷ . ۱ تعريف
کند: صدق زير شرايط در a, s, t ∈ (٠,+∞) و p, q ∈ X هر براي که باشد نگاشتي ν : X → ∆+ و t-نرم

باشد. صفر بردار p اگر تنها و اگر ν(p) = ε٠ .۱

.ν(ap)(t) = ν(p)( t
|a|) .۲

.ν(p+ q)(s+ t) ≥ T (ν(p)(s), ν(q)(t)) .۳

نموده اند. ارائه زير صورت به را منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاهاي مفهوم [۱۹] همکاران و اسحقي

از بزرگ تر بُعد با برداري فضاي يک X هرگاه گوييم منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي يک را (X, ν, T ) سه تايي .۸ . ۱ تعريف
هر و α ∈ K هر ،p, q, r ∈ X هر براي که باشد نگاشتي ν : X٢ → ∆+ و t-نرم يک T ،K ناارشميدسي ميدان روي يک،

کند: صدق زير شرايط در s, t ∈ (٠,+∞)

باشند. خطي وابسته q و p اگر تنها و اگر ν(p, q) = ε٠ .۱

.ν(p, q) = ν(q, p) .۲

.ν(αp, q)(t) = ν(p, q)( t
|α|) .۳

.ν(p+ q, r)(max{s+ t}) ≥ T (ν(p, r)(s), ν(q, r)(t)) .۴
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با است معادل فوق ۴ شرط که دهيم نشان مي توانيم ،ν(p, q) بودن ناافزايشي به توجه با
ν(p+ q, r)(t) ≥ T (ν(p, r)(t), ν(q, r)(t)).

هر براي که به گونه اي باشد موجود x ∈ X هرگاه گوييم همگرا را (X, ν, T ) احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي در {xn} دنباله
احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي در {xn} دنباله همچنين . lim

n→∞
ν(xn − x, y)(t) = ١ باشيم: داشته t > ٠ و y ∈ X

موجود به گونه اي y, z ∈ X خطي مستقل عضو دو n٠و مثبت صحيح عدد t > ٠ هر و ϵ > ٠ هر براي اگر گوييم کوشي را (X, ν, T )
.ν(xn+p−xn, z)(t) > ١− ϵ و ν(xn+p−xn, y)(t) > ١− ϵ باشيم: داشته p > ٠ هر و n > n٠ هر براي که باشند
مي شود: تعريف صورت اين به T n : [٠, ١] → [٠, ١] نگاشت n ∈ N براي باشد. شده داده T t-نرم يک کنيم فرض

داريم: TL و TP ،TM مهم t-نرم سه براي .x ∈ [٠, ١] ،T n(x) = T (T n−١(x), x) ،T ١(x) = T (x, x)

tnM(x) = x, T n
P (x) = xn, T n

L (x) = max{(n+ ١)x− n, ٠}.
يعني باشد؛ هم پيوسته t = ١ در {T n(t)}n∈N خانواده اگر گوييم هادزيچ را T t-نرم [۲۰] .۹ . ۱ تعريف

∀ϵ ∈ (٠, ١), ∃δ ∈ (٠, ١) : t > ١− δ ⇒ T n(t) > ١− ϵ.

.([۲۱] به شود (مراجعه است موجود نيز TM بجز ديگري نابديهي هادزيچ t-نرم هاي اما است TM هادزيچ t-نرم بديهي مثال
کوشي فضا اين در {xn} دنباله باشد. هادزيچ (X, ν, T ) منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي در T t-نرم کنيم فرض .۱۰ . ۱ لم
هر براي که باشند موجود گونه اي به y, z ∈ X خطي مستقل عضو دو و n٠ مثبت صحيح عدد t > ٠ هر و ϵ > ٠ هر براي اگر است

.ν(xn+١ − xn, z)(t) > ١− ϵ و ν(xn+١ − xn, y)(t) > ١− ϵ باشند: برقرار رابطه دو اين n ≥ n٠

به توجه با اثبات.
ν(xn+p − xn, y)(t) ≥ T (ν(xn+p − xn+p−١, y)(t), ν(xn+p−١ − xn, y)(t))

≥ T (ν(xn+p − xn+p−١, y)(t), T (ν(xn+p−١ − xn+p−٢, y)(t),

ν(xn+p−٢ − xn, y)(t)))

...
≥ T (ν(xn+p − xn+p−١, y)(t), T (ν(xn+p−١ − xn+p−٢, y)(t), ...,

T (ν(xn+٢ − xn+١, y)(t), (xn+١ − xn, y)(t)))...),

مي گردد. ثابت حکم T t-نرم بودن هادزيچ به توجه با و است برقرار نيز z ∈ X براي فوق رابطه که اين به توجه با و

همگرا فضا اين در کوشي دنباله هر اگر است. کوشي منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي يک در همگرا دنباله هر که است واضح
گوييم. منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-باناخ فضاي يک را آن باشد،

و داد پاسخ اولام سوال به [۲۳] هايرز ،۱۹۴۱ سال در گرديد. پايداري مفهوم پايه گذار و کرد مطرح را سوالي [۲۲] اولام ،۱۹۴۰ سال در
سال هاي در دادند. گسترش توجهي قابل شکل به را هايرز نتايج [۲۶] گاوروتا و [۲۵] راسياس ،[۲۴] آئوکي نمود. حل را پايداري مساله اولين

.([۳۱–۲۷ ،۱۹] به شود (مراجعه است گرديده ارائه پايداري مساله در متعددي مقالات اخير
نمودند: ثابت را زير مکعبي اويلر-لاگرانژ تابعي معادله هايرز-اولام-راسياس پايداري [۳۲] کيم و جون

f(ax+ y) + f(x+ ay) = (a+ ١)(a− ٢(١(f(x) + f(y)) + a(a+ ١)f(x+ y).

نمود: خواهيم ثابت را زير مکعبي اويلر-لاگرانژ تابعي معادلات دستگاه پايداري مقاله اين در

f(a١x١ + y١, x٢, ..., xn) + f(x١ + a١y١, x٢, ..., xn) =

(a١ + ١)(a١ − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(y١, x٢, ..., xn))+

a١(a١ + ١)f(x١ + y١, x٢, ..., xn);
...
f(x١, ..., xn−١, anxn + yn) + f(x١, ..., xn−١, xn + anyn) =

(an + ١)(an − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., xn−١, yn))+

an(an + ١)f(x١, ..., xn−١, xn + yn);

(۱ . ۱)

پايداري ،۳ بخش در سپس مي کنيم. ثابت ناارشميدسي ۲-باناخ فضاي در را (۱ . ۱) دستگاه هايرز-اولام-راسياس پايداري ،۲ بخش در ابتدا
نمود. خواهيم ثابت منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-باناخ فضاي در را (۱ . ۱) دستگاه هايرز-اولام-راسياس
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ناارشميدسي ۲-باناخ فضاي در (۱ . ۱) دستگاه هايرز-اولام-راسياس پايداري ۲
X ،K روي ناارشميدسي ۲-باناخ يک Y ناارشميدسي، ميدان يک K ،i, k, n, p ∈ N∪{٠} که مي کنيم فرض بخش اين سراسر در
در (۱ . ۱) دستگاه تعميم يافته هايرز-اولام-راسياس پايداري زير قضيه در باشد. نگاشت يک f : Xn → Y و K روي برداري فضاي يک

مي کنيم. ثابت را ناارشميدسي ۲-باناخ فضاي

شرايط: که باشد گونه اي به φi : X
n+١ → [٠,∞) تابع ، i ∈ {١, ..., n} هر براي کنيم فرض .۱ . ۲ قضيه

lim
k→∞

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a
k+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, a

k
i xi, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), (۱ . ۲)

||(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(ak+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), wi|| : i = ١, ..., n} = ٠,

Φ = Φ(x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn) (۲ . ۲)

= lim
p→∞

max{| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a
k+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, a

k
i xi, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn),

||(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(ak+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١), ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), wi|| :

i = ١, ..., n} : k = ٠, ١, ..., p} <∞,

lim
k→∞

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|φi(a
k
١x١, ..., a

k
i xi, a

k
i yi, ..., a

k
nxn) = ٠ (۳ . ۲)

هر براي که باشد نگاشتي f : Xn → Y کنيم فرض باشند. برقرار ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X هر براي
کند: صدق زير دستگاه در ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X

||f(a١x١ + y١, x٢, ..., xn) + f(x١ + a١y١, x٢, ..., xn)−
(a١ + ١)(a١ − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(y١, x٢, ..., xn))−
a١(a١ + ١)f(x١ + y١, x٢, ..., xn), w١|| ≤ φ١(x١, y١, x٢, ..., xn);

...
||f(x١, ..., xn−١, anxn + yn) + f(x١, ..., xn−١, xn + anyn)−
(an + ١)(an − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., xn−١, yn))−
an(an + ١)f(x١, ..., xn−١, xn + yn), wn|| ≤ φn(x١, ..., xn−١, xn, yn);

زير رابطه xi, wi ∈ X هر براي و مي کند صدق (۱ . ۱) دستگاه در که گونه اي به است موجود T : Xn → Y يکتاي نگاشت آنگاه
است: برقرار

||f(x١, ..., xn)− T (x١, ..., xn), wi|| ≤ Φ (۴ . ۲)

مي گيريم: نظر در را زير نامساوي و i ∈ {١, ٢, ..., n} ثابت کنيم فرض اثبات.

||f(x١, ..., aixi + yi, ..., xn) + f(x١, ..., xi + aiyi, ..., xn)−
(ai + ١)(ai − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., yi, ..., xn))− (۵ . ۲)
ai(ai + ١)f(x١, ..., xi + yi, ..., xn), wi|| ≤ φi(x١, ..., xi, yi, ..., xn).
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مي آوريم: دست به (۵ . ۲) در |a٣i | بر تقسيم و yi = ٠ جايگذاري با

||f(x١, ..., xn)−
١
a٣i
f(x١, ..., aixi, ..., xn), wi|| ≤

max{| ١
a٣i

|φi(x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn), (۶ . ۲)

||(ai + ١)(ai − ٢(١)
a٣i

f(x١, ..., xi−١, ٠, xi+١, ..., xn), wi||}.

بگيريم: نتيجه مي توانيم پس

|| ١
a٣١...a

٣
i−١

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ..., xn)−
١

a٣١...a
٣
i

f(a١x١, ..., aixi, xi+١, ..., xn), wi|| ≤

max{| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ٠, xi+١, ..., xn),

||(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, ٠, xi+١, ..., xn), wi||}.

داريم: بنابراين

||f(x١, ..., xn)−
١

a٣١...a
٣
n

f(a١x١, ..., anxn), wi|| ≤

max{| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ٠, xi+١, ..., xn),

||(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, ٠, xi+١, ..., xn), wi|| : i = ١, ..., n}.

داريم: k ∈ N ∪ {٠} و xi, wi ∈ X هر براي پس

|| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

f(ak١x١, ..., a
k
nxn)−

١
a
٣(k+١)
١ ...a

٣(k+١)
n

f(ak+١
١ x١, ..., a

k+١
n xn), wi|| ≤

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a
k+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, a

k
i xi, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), (۷ . ۲)

||(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(ak+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), wi|| : i = ١, ..., n},

دنباله اين Y بودن کامل به توجه با و است کوشي { ١
a٣k١ ...a٣kn

f(ak١x١, ..., a
k
nxn)} دنباله که مي شود نتيجه (۷ . ۲) و (۱ . ۲) روابط از

کنيم: تعريف زير ضابطه با را T : Xn → Y نگاشت مي توانيم پس است. همگرا

T (x١, ..., xn) := lim
k→∞

١
a٣k١ ...a

٣k
n

f(ak١x١, ..., a
k
nxn). (۸ . ۲)

دهيم: نشان مي توانيم استقراء به و (۷ . ۲) رابطه از

||f(x١, ..., xn)−
١

a٣p١ ...a
٣p
n

f(ap١x١, ..., a
p
nxn), wi|| ≤

max{| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a
k+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, a

k
i xi, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), (۹ . ۲)

||(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(ak+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn), wi||

: i = ١, ..., n} : k = ٠, ١, ..., p}.
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استفاده با ثابت، i ∈ {١, ٢, ..., n} براي مي گردد. حاصل (۴ . ۲) رابطه (۲ . ۲) رابطه از استفاده با ،p→ ∞ دهيم قرار (۹ . ۲) رابطه در اگر
مي آوريم: دست به (۸ . ۲) و (۵ . ۲) روابط از

||T (x١, ..., aixi + yi, ..., xn) + T (x١, ..., xi + aiyi, ..., xn)−
(ai + ١)(ai − ٢(١(T (x١, ..., xn) + T (x١, ..., yi, ..., xn))−
ai(ai + ١)T (x١, ..., xi + yi, ..., xn), wi|| =

lim
k→∞

|| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

{f(ak١x١, ..., aki (aixi + yi), ..., a
k
nxn)+

f(ak١x١, ..., a
k
i (xi + aiyi), ..., a

k
nxn)− (۱۰ . ۲)

(ai + ١)(ai − ٢(١(f(ak١x١, ..., aknxn) + f(ak١x١, ..., a
k
i yi, ..., a

k
nxn))−

ai(ai + ١)f(ak١x١, ..., aki (xi + yi), ..., a
k
nxn)}, wi|| ≤

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|φi(a
k
١x١, ..., a

k
i xi, a

k
i yi, ..., a

k
nxn).

نگاشت T ′ : Xn → Y کنيم فرض يکتايي، اثبات براي مي کند. صدق (۱ . ۱) دستگاه در T که مي شود نتيجه (۱۰ . ۲) و (۳ . ۲) روابط از
داريم: بنابراين کند. صدق (۴ . ۲) و (۱ . ۱) در که باشد ديگري

||T (x١, ..., xn)− T ′(x١, ..., xn), wi|| ≤

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{||T (ak١x١, ..., aknxn)− f(ak١x١, ..., a
k
nxn), wi||,

||f(ak١x١, ..., aknxn)− T ′(ak١x١, ..., a
k
nxn), wi||} ≤

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{Φ(ak١x١, ..., aknxn),Φ(ak١x١, ..., aknxn)},

.T = T ′ بنابراين مي کند. ميل صفر به راست سمت (۲ . ۲) رابطه به توجه با آنگاه ،k → ∞ دهيم قرار فوق رابطه در اگر

مي شود. حاصل زير نتيجه بي درنگ (۱ . ۲) قضيه از

شرايط: که باشد گونه اي به φi : X
n+١ → [٠,∞) تابع ، i ∈ {١, ..., n} هر براي کنيم فرض .۲ . ۲ نتيجه

lim
k→∞

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{| ١
a٣١...a

٣
i

|

φi(a
k+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, a

k
i xi, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn) : i = ١, ..., n} = ٠,

Φ = Φ(x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn) =

lim
p→∞

max{| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|max{

| ١
a٣١...a

٣
i

|φi(a
k+١
١ x١, ..., a

k+١
i−١ xi−١, a

k
i xi, ٠, aki+١xi+١, ..., a

k
nxn)

: i = ١, ..., n} : k = ٠, ١, ..., p} <∞,

lim
k→∞

| ١
a٣k١ ...a

٣k
n

|φi(a
k
١x١, ..., a

k
i xi, a

k
i yi, ..., a

k
nxn) = ٠,
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هر براي که باشد نگاشتي f : Xn → Y کنيم فرض باشند. برقرار ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X هر براي
کند: صدق زير دستگاه در ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X



||f(a١x١ + y١, x٢, ..., xn) + f(x١ + a١y١, x٢, ..., xn)−
(a١ + ١)(a١ − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(y١, x٢, ..., xn))−
a١(a١ + ١)f(x١ + y١, x٢, ..., xn), w١|| ≤ φ١(x١, y١, x٢, ..., xn);

...
f(x١, ..., xn−١, anxn + yn) + f(x١, ..., xn−١, xn + anyn)−
(an + ١)(an − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., x(n− ١), yn))−
an(an + ١)f(x١, ..., xn−١, xn + yn), wn|| ≤ φn(x١, ..., x(n− ١), xn, yn);

T : Xn → Y يکتاي نگاشت آنگاه .i = ١, ..., n برخي براي xi = ٠ اگر f(x١, x٢, ..., xn) = ٠ کنيم فرض همچنين
است: برقرار زير رابطه xi, wi ∈ X هر براي و مي کند صدق (۱ . ۱) دستگاه در که گونه اي به است موجود

||f(x١, ..., xn)− T (x١, ..., xn), wi|| ≤ Φ.

منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-باناخ فضاي در (۱ . ۱) دستگاه هايرز-اولام-راسياس پايداري ۳

(Y, ν, T ) هادزيچ، يکt-نرم T ناارشميدسي، ميدان يک K ،i,m, n ∈ N∪{٠} ،u ∈ R که مي کنيم فرض بخش اين سراسر در
برداري فضاي يک ،K روي منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-نرمدار فضاي يک (Z, ω, T ) ،K روي منگر احتمالي ناارشميدسي ۲-باناخ يک
۲-باناخ فضاي در (۱ . ۱) دستگاه تعميم يافته هايرز-اولام-راسياس پايداري زير قضيه در باشد. نگاشت يک f : Xn → Y و K روي

مي کنيم. ثابت را منگر احتمالي ناارشميدسي

شرايط: که باشد گونه اي به φi : X
n+١ → Z تابع ، i ∈ {١, ..., n} هر براي کنيم فرض .۱ . ۳ قضيه



Φi = Φi(x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn, u) =

T{ω( ١
a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i a٣mi+١...a

٣m
n

φi(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u),

ν( (ai+١)(ai−١)٢

a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i a٣mi+١...a

٣m
n

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u)};

Ψm
١ = Ψm

١ (x١, ٠, x٢, ..., xn, u) = Φ١;

Ψm
i = ψm

i (x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn, u) = T (Φi,Ψ
m
i−١);

lim
m→∞

Ψm
n = ١;

(۱ . ۳)

lim
m→∞

ω(
١

a٣m١ ...a٣mn
φi(a

m
١ x١, ..., a

m
i xi, a

m
i yi, ..., a

m
n xn), wi)(u) = ١; (۲ . ۳)

Ψ١
∗ = Ψ١

∗(x١, ..., xn, ٠, u) = Ψ١
n;

Ψm
∗ = Ψm

∗ (x١, ..., xn, ٠, u) = T (Ψm
n ,Ψ

m−١
∗ );

Ψ = Ψ(x١, ..., xn, ٠, u) = lim
m→∞

Ψm
∗ = ١.

(۳ . ۳)

نگاشتي f : Xn → Y کنيم فرض باشند. برقرار ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X هر ، u > ٠ هر براي
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کند: صدق زير دستگاه در که باشد

ν(f(a١x١ + y١, x٢, ..., xn) + f(x١ + a١y١, x٢, ..., xn)−
(a١ + ١)(a١ − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(y١, x٢, ..., xn))−
a١(a١ + ١)f(x١ + y١, x٢, ..., xn), w١)(u) ≥ ω(φ١(x١, y١, x٢, ..., xn), w١)(u);

...
ν(f(x١, ..., xn−١, anxn + yn) + f(x١, ..., xn−١, xn + anyn)−
(an + ١)(an − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., xn−١, yn))−
an(an + ١)f(x١, ..., xn−١, xn + yn), wn)(u) ≥ ω(φn(x١, ..., xn, yn), wn)(u);

موجود F : Xn → Y يکتاي نگاشت صورت اين در .ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X هر ، u > ٠ هر براي
است: برقرار زير رابطه xi, wi ∈ X و u > ٠ هر براي و مي کند صدق (۱ . ۱) دستگاه در که است
ν(f(x١, ..., xn)− F (x١, ..., xn), wi)(u) ≥ Ψ. (۴ . ۳)

مي گيريم: نظر در را زير نامساوي باشد. ثابت i ∈ {١, ٢, ..., n} کنيم فرض اثبات.
ν(f(x١, ..., aixi + yi, ..., xn) + f(x١, ..., xi + aiyi, ..., xn)−
(ai + ١)(ai − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., yi, ..., xn))− (۵ . ۳)
(ai(ai + ١)f(x١, ..., xi + yi, ..., xn), wi)(u) ≥ ω(φi(x١, ..., xi, yi, ..., xn), wi)(u).

مي آوريم: دست به (۵ . ۳) در |a٣i | بر تقسيم و yi = ٠ جاي گذاري با

ν(f(x١, ..., xn)−
١
a٣i
f(x١, ..., aixi, ..., xn), wi)(u) ≥

T{ω( ١
a٣i
φi(x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u),

ν(
(ai + ١)(ai −−٢(١

a٣i
f(x١, ..., x(i− ١), ٠, x(i+ ١), ..., xn), wi)(u)}

بگيريم: نتيجه مي توانيم پس

ν(
١

a٣١...a
٣
i−١

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ..., xn)−

١
a٣١...a

٣
i

f(a١x١, ..., aixi, xi+١, ..., xn), wi)(u) ≥

{ω( ١
a٣١...a

٣
i

φi(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u),

ν(
(ai + ١)(ai − ٢(١

a٣١...a
٣
i

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u)}.

داريم: بنابراين

ν(
١

a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i−١ a٣mi ...a٣mn

f(am+١
١ x١, ..., a

m+١
i−١ xi−١, a

m
i xi, ..., a

m
n xn)−

١
a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i a٣mi+١...a

٣m
n

f(am+١
١ x١, ..., a

m+١
i xi, a

m
i+١xi+١, ..., a

m
n xn), wi)(u) ≥

T{ω( ١
a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i a٣mi+١...a

٣m
n

φi(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u),

ν(
(ai + ١)(ai − ٢(١

a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i a٣mi+١...a

٣m
n

f(a١x١, ..., ai−١xi−١, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u)} = Φi.
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داريم: k ∈ N ∪ {٠} هر و xi, wi ∈ X هر ،u > ٠ هر براي پس

ν(
١

a٣m١ ...a٣mn
f(am١ x١, ..., a

m
n xn)−

١
a
٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
n

f(am+١
١ x١, ..., a

m+١
n xn), wi)(u) ≥ Ψm

n . (۶ . ۳)

دنباله اين Y بودن کامل به توجه با و است کوشي { ١
a٣k١ ...a٣kn

f(ak١x١, ..., a
k
nxn)} دنباله که مي شود نتيجه (۱ . ۳) و (۶ . ۳) روابط از

کنيم: تعريف زير ضابطه با را F : Xn → Y نگاشت مي توانيم پس است. همگرا

lim
m→∞

ν(F (x١, ..., xn)−
١

a٣m١ ...a٣mn
f(am١ x١, ..., a

m
n xn), wi)(u) = ١. (۷ . ۳)

دهيم: نشان مي توانيم استقراء به و (۶ . ۳) رابطه از

ν(f(x١, ..., xn)−
١

a٣m١ ...a٣mn
f(am١ x١, ..., a

m
n xn), wi)(u) ≥ Ψm−١

∗ . (۸ . ۳)

با ثابت، i ∈ {١, ٢, ..., n} براي مي گردد. حاصل (۴ . ۳) رابطه (۳ . ۳) رابطه از استفاده با آنگاه ،m→ ∞ دهيم قرار (۸ . ۳) رابطه در اگر
مي آوريم: دست به (۷ . ۳) و (۵ . ۳) روابط از استفاده

ν(F (x١, ..., aixi + yi, ..., xn) + F (x١, ..., xi + aiyi, ..., xn)−
(ai + ١)(ai − ٢(١(F (x١, ..., xn) + F (x١, ..., yi, ..., xn))−
ai(ai + ١)F (x١, ..., xi + yi, ..., xn), wi)(u) =

lim
m→∞

ν(
١

a٣m١ ...a٣mn
{f(am١ x١, ..., ami (aixi + yi), ..., a

m
n xn)+

f(am١ x١, ..., a
m
i (xi + aiyi), ..., a

m
n xn)− (۹ . ۳)

(ai + ١)(ai − ٢(١(f(am١ x١, ..., amn xn) + f(am١ x١, ..., a
m
i yi, ..., a

m
n xn))−

ai(ai + ١)f(am١ x١, ..., ami (xi + yi), ..., a
m
n xn)}, wi)(u) ≥

lim
m→∞

ω(
١

a٣m١ ...a٣mn
φi(a

m
١ x١, ..., a

m
i xi, a

m
i yi, ..., a

m
n xn), wi)(u).

نگاشت T ′ : Xn → Y کنيم فرض يکتايي، اثبات براي مي کند. صدق (۱ . ۱) دستگاه در F که مي شود نتيجه (۹ . ۳) و (۲ . ۳) روابط از
داريم: بنابراين کند. صدق (۴ . ۳) و (۱ . ۱) در که باشد ديگري

ν(F (x١, ..., xn)− F ′(x١, ..., xn), wi)(u) =

ν(
١

a٣m١ ...a٣mn
{F (am١ x١, ..., amn xn)− f(am١ x١, ..., a

m
n xn)+

f(am١ x١, ..., a
m
n xn)− F ′(am١ x١, ..., a

m
n xn)}, wi)(u) ≥

T{Ψ(am١ x١, ..., a
m
n xn, ٠, |a٣m١ ...a٣mn |u),Ψ(am١ x١, ..., a

m
n xn, ٠, |a٣m١ ...a٣mn |u)},

.F = F ′ بنابراين مي کند. ميل يک به راست سمت (۳ . ۳) رابطه به توجه با ،m→ ∞ دهيم قرار فوق رابطه در اگر

مي شود. حاصل زير نتيجه بي درنگ (۱ . ۳) قضيه از
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شرايط: که باشد گونه اي به φi : X
n+١ → [٠,∞) تابع ،i ∈ {١, ..., n} هر براي کنيم فرض .۲ . ۳ نتيجه

Φi = Φi(x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn, u) =

ω(١a٣(m+١)
١ ...a

٣(m+١)
i a٣mi+١...a

٣m
n φi(a١x١, ..., ai−١xi−١, xi, ٠, xi+١, ..., xn), wi)(u);

Ψm
١ = Ψm

١ (x١, ٠, x٢, ..., xn, u) = Φ١;

Ψm
i = Ψm

i (x١, ..., xi, ٠, xi+١, ..., xn, u) = T (Φi,Ψ
m
i−١);

lim
m→∞

Ψm
n = ١;

lim
m→∞

ω(
١

a٣m١ ...a٣mn
φi(a

m
١ x١, ..., a

m
i xi, a

m
i yi, ..., a

m
n xn), wi)(u) = ١;

Ψ١
∗ = Ψ١

∗(x١, ..., xn, ٠, u) = Ψ١
n;

Ψm
∗ = Ψm

∗ (x١, ..., xn, ٠, u) = T (Ψm
n ,Ψ

m−١
∗ );

Ψ = Ψ(x١, ..., xn, ٠, u) = lim
m→∞

Ψm
∗ = ١.

باشد نگاشتي f : Xn → Y کنيم فرض باشند. برقرار ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X هر ،u > ٠ هر براي
کند: صدق زير دستگاه در ،ai ̸= ١±,٠ که ،ai ∈ K هر و xi, yi, wi ∈ X هر براي که

ν(f(a١x١ + y١, x٢, ..., xn) + f(x١ + a١y١, x٢, ..., xn)−
(a١ + ١)(a١ − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(y١, x٢, ..., xn))−
a١(a١ + ١)f(x١ + y١, x٢, ..., xn), w١)(u) ≥ ω(φ١(x١, y١, x٢, ..., xn), w١)(u);

...
ν(f(x١, ..., xn−١, anxn + yn) + f(x١, ..., xn−١, xn + anyn)−
(an + ١)(an − ٢(١(f(x١, ..., xn) + f(x١, ..., xn−١, yn))−
an(an + ١)f(x١, ..., xn−١, xn + yn), wn)(u) ≥ ω(φn(x١, ..., xn, yn), wn)(u);

است موجود T : Xn → Y يکتاي نگاشت آنگاه .i = ١, ..., n برخي براي xi = ٠ اگر f(x١, x٢, ..., xn) = ٠ کنيم فرض
است: برقرار زير رابطه xi, wi ∈ X, i = ١, ..., n هر براي و مي کند صدق (۱ . ۱) دستگاه در که به گونه اي

ν(f(x١, ..., xn)− F (x١, ..., xn), wi)(u) ≥ Ψ.
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Abstract: Freese and Cho have introduced the non-Archimedean 2-normed spaces and Eshaghi, et al.
have introduced the Menger probabilistic non-Archimedean 2-normed spaces. In this paper, we prove the
generalized Hyers-Ulam-Rassias stability for a system of Euler-Lagrange type cubic functional equations
in the non-Archimedean 2-normed spaces. Also, we prove the generalized Hyers-Ulam-Rassias stability
for this system in the Menger probabilistic non–Archimedean 2–normed spaces.
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