
۲۲۵۱-۸۰۸۸ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/jamm.2020.32050.1788

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۴۸-۴۰ ص ،۱ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۰ سال

oc-پارافشرده فضاهاي و ثابت موضعاً توابع

* محمديان رستم

ايران اهواز، اهواز، چمران شهيد دانشگاه رياضي، گروه

۱۳۹۹/۶/۲۱ پذيرش: تاريخ ۱۳۹۸/۱۰/۴ دريافت: تاريخ
آذرپناه فريبرز مسئول: دبير

فضاي روي حقيقي مقدار، ثابت موضعاً توابع تمام از متشکل ،LC(X) حلقه مطالعه و بررسي به مقاله اين در چکيده:
صورتي که در .LC(X) = R اگر تنها و اگر است همبند فضاي يک X مي دهيم نشان مي پردازيم. X توپولوژي
مي کنيم ثابت و است فون نويمان منظم همواره LC(X) حلقه مي دهيم نشان باشد، منظم کاملاً و هاسدورف X فضاي
مي دهيم نشان همچنين است. X فضاي نامنفرد نقاط مجموعه N آن در که LC(X) =

∩
x∈N

(R + Ox)

توابع تمام حلقه نشان دهنده ي C(X) آن در که ،LC(X) = C(X) اگر تنها و اگر است P-فضا يک X
حقيقي مقدار پيوسته توابع حلقه نشان دهنده ي CF (X) آن که فرض با است. X فضاي روي حقيقي مقدار پيوسته
اگر تنها و اگر است شبه فشرده ضعيف به طور فضاي يک X مي دهيم نشان باشد، X فضاي روي متناهي برد با
تنها و اگر است CP-فضا يک آن گاه باشد، ليندلف فضاي يک X اگر که مي کنيم ثابت .LC(X) = CF (X)
روي شمارا برد با حقيقي مقدار پيوسته توابع حلقه نشان دهنده ي Cc(X) آن در که ،LC(X) = Cc(X) اگر
فشرده ،X oc-پارافشرده ي فضاي مي کنيم ثابت و کرده معرفي را oc-پارافشرده فضاهاي مفهوم است. X فضاي
نيز، X دوم نوع شماراي و صفر بعدي فضاي مي دهيم نشان سرانجام باشد. شبه فشرده ضعيف به طور اگر تنها و اگر است

باشد. شبه فشرده ضعيف به طور اگر تنها و اگر است  فشرده

شبه فشرده. ضعيف به طور فضاي oc-پارافشرده، فضاي P-فضا، ثابت، موضعاً تابع کليدي: واژه هاي

54C40; 54D20; 54A05 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
که حالتي در و E٠(X,M) با M متري فضاي به X فشرده ي و هاسدورف فضاي از ثابت موضعاً توابع مجموعه ،[۱۰] و [۷] منابع در
چگال زيرمجموعه يک در x هر به ازاي که است معنا اين به منابع اين در f ثابت موضعاً تابع است. شده داده نمايش E٠(X) با M = R
فضاي به X فشرده ي و هاسدورف فضاي از پيوسته توابع همه مجموعه است. ثابت U روي f که باشد موجود x شامل U باز مجموعه ،X
E٠(X,M) ⊆ C(X,M) که است آشکار است. شده داده نشان C(X) با M = R که حالتي در و C(X,M) با M متري
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وقتي منابع اين در است. برقرار E٠(X,M) = C(X,M) تساوي آن ها به ازاي که مي شوند معرفي منابع اين در فضاها از دسته اي و
سوال دو [۱۰] منبع در مي گيرد. قرار بررسي مورد نيز نرم دار خطي فضاي به عنوان E٠(X,M) متعدد ويژگي هاي باشد، باناخ فضاي M
تابع يک داراي همواره E٠(X) آيا اين که دوم سوال و مي کند؟ جدا را X نقاط هميشه E٠(X) آيا اين که اول سوال است. شده مطرح
، E٠(X) مجموعه از الهام با ما است. منفي پرسش دو هر پاسخ دهد نشان که است بوده اين واقع در [۱۰] مقاله هدف است؟ غيرثابت
که است حلقه يک واقع در مجموعه اين مي پردازيم. آن مطالعه به و کرده معرفي توپولوژي فضاي يک روي را ثابت موضعاً توابع مجموعه
با حلقه اين برابري کمک با را توپولوژي فضاهاي از بسياري سپس و مي دهيم نمايش شده شناخته حلقه هاي از اشتراکي به صورت را آن ابتدا

مي کنيم. شناسايي ديگر شده شناخته حلقه هاي
حقيقي مقدار توابع تمام مجموعه بيانگر RX مي شود. گرفته نظر در منظم کاملاً و هاسدورف که است توپولوژي فضاي يک X حاضر مقاله در
همچنين است. X توپولوژي فضاي روي پيوسته، حقيقي مقدار توابع تمام حلقه نشان دهنده ي C(X) است. X توپولوژي فضاي روي
متناهي برد با پيوسته توابع کران د  ار، پيوسته توابع شامل ،C(X) زيرحلقه هاي براي به ترتيب را Cc(X) و CF (X) ،C∗(X) نمادهاي
،A′ با به ترتيب را A دروني و بستاري حدي، نقاط مجموعه آن گاه ،A ⊆ X اگر مي بريم. به کار X فضاي روي شمارا برد با پيوسته توابع و
مي ناميم. f صفرمجموعه ي را Z(f) = {x ∈ X : f(x) = ٠} مجموعه ،f ∈ C(X) هر براي مي دهيم. نشان A◦ و Ā
،x ∈ X هر براي همچنين .Z◦(f) مي نويسيم (Z(f))◦ به جاي مي دهيم. نشان coz(f) با آن را متمم و است بسته مجموعه اين
C(X) حلقه ايدآل دو Ox = {f ∈ C(X) : x ∈ Z◦(f)} و Mx = {f ∈ C(X) : x ∈ Z(f)} مجموعه هاي
،Z(f) هر هرگاه مي گوييم، P-فضا يک را X فضاي است. Ox شامل به وضوح و C(X) حلقه ماکسيمال ايدآل Mx البته هستند.

.Mx = Ox باشيم داشته ،x ∈ X هر براي معادل به طور يا باشد باز مجموعه يک
شود. رجوع [۹] و [۸] ،[۵] ،[۴] منابع به فوق حلقه هاي ساير و [۶] مرجع به P-فضاها، و C(X) حلقه درباره ي بيش تر اطلاعات براي

هستند. [۶] منبع از برگرفته اصلي نماد هاي شود. مراجعه [۱۱] و [۳] به توپولوژي فضاهاي درباره ي بيش تر جزئيات براي همچنين

ثابت موضعاً توابع ۲
شروع زير تعريف با شوند. ملاحظه [۱۰] و [۷] مراجع تکميلي اطلاعات براي مي پردازيم. ثابت موضعاً توابع خواص از برخي به بخش اين در

مي کنيم.

مجموعه ،x ∈ X هر براي اگر مي گوييم ثابت موضعاً را f : X −→ R تابع باشد، توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۱ . ۲ تعريف
ثابت مي شود، داده نشان f |G با که G روي f تحديد ديگر به عبارت باشد، ثابت G روي f به طوري که باشد موجود x شامل X در G باز

باشد.

تنها و اگر است، ثابت G روي f تابع همچنين مي دهيم. نمايش LC(X) با را X توپولوژي فضاي روي ثابت موضعاً توابع مجموعه
است. ثابت تابعي f که مي شود نتيجه آن گاه ،G = X يعني باشد، چگال X در G اگر بنابراين و باشد ثابت G روي اگر

دهيم نشان بايد باشد، باز V ⊆ R کنيم فرض منظور اين براي است. پيوسته ،f : X −→ R ثابت موضعاً تابع هر .۲ . ۲ نکته
x٠ شامل X در G باز مجموعه اين صورت در .f(x٠) = r ∈ V بنابراين x٠ ∈ f−١(V ) گيريم است. باز X در f−١(V )
باز X در f−١(V ) مجموعه پس ، x٠ ∈ G ⊆ f−١(V ) نتيجه در .f(x) = r داريم x ∈ G هر براي به طوري که دارد وجود

.LC(X) ⊆ C(X) بنابراين است.

يک R کنيم فرض مي آوريم. را فون نويمان منظم حلقه تعريف آن از پيش مي کنيم. بيان ثابت موضعاً توابع براي معادل چند ادامه در
را حلقه .a = a٢b به طوري که باشد موجود b ∈ R هرگاه مي گوييم، فون نويمان منظم را a ∈ R عضو باشد. يکدار و تعويض پذير حلقه
تنها و اگر است فون نويمان منظم f ∈ C(X) است شده ثابت باشد. فون نويمان منظم آن عضو هر هرگاه مي گوييم، فون نويمان منظم

باشد. P-فضا يک X فضاي اگر تنها و اگر است فون نويمان منظم C(X) حلقه واقع در .Z(f) = Z◦(f) اگر

معادل اند: زير احکام اين صورت در .f ∈ RX و باشد توپولوژي فضاي يک X کنيم فرض .۳ . ۲ گزاره
است. ثابت موضعاً تابعي f (الف)

است. باز X در r ∈ R هر براي ،f−١({r}) (ب)
است. باز f−١(A) مجموعه ،A ⊆ R هر براي (پ)

است. بسته f−١(A) مجموعه ،A ⊆ R هر براي (ت)
است. باز X در Z(f − f(x٠)) صفرمجموعه ،x٠ ∈ X هر براي (ث)

است. نويمان فون منظم C(X) در f − f(x٠) عنصر ،x٠ ∈ X هر براي (ج)
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بسته هم و باز هم f−١(A) اين صورت در ،A = R − {r} مي دهيم قرار .f(x) = r و x ∈ X گيريم الف) ⇐= (ت اثبات.
f و x ∈ G داريم G = coz(e) فرض با اکنون است. خودتوان يک e ∈ C(X) آن در که ،f−١(A) = Z(e) پس است،

است. ثابت موضعاً تابعي f بنابراين است. ثابت به وضوح G روي
.f(x) = f(x٠) داريم x ∈ G هر براي که دارد وجود x٠ شامل G باز مجموعه طرفي از .x٠ ∈ f−١(A) گيريم ت) ⇐= (الف
است. بسته f−١(A) بنابراين .x٠ ∈ f−١(A) نتيجه در ،f(t) = f(x٠) ∈ A پس ،t ∈ G ∩ f−١(A) کنيم فرض اکنون

هستند. سرراست قسمت ها بقيه

باشيم داشته ديگر به عبارت باشد، ثابت موضعاً تابعي ،X روي حقيقي مقدار تابع هر اگر تنها و اگر است گسسته X فضاي .۴ . ۲ گزاره
.LC(X) = RX

پس است، ثابت آن روي f و x٠ شامل باز G = {x٠} فرض طبق x٠ ∈ X و f ∈ RX کنيم فرض (⇐=) اثبات.
.f ∈ LC(X)

فرض طبق ،f(t) =
{

١ , t ̸= x٠
٠ , t = x٠

ضابطه با f : X −→ R تابع اکنون باشد. دلخواه x٠ ∈ X گيريم (=⇒)

است. گسسته X فضاي نتيجه در و است باز {x٠} = f−({٠})١ مجموعه که است آشکار است. ثابت موضعاً

ثابت، تابع هر نوشت. مجزا و ناتهي باز، زيرمجموعه دو اجتماع به صورت را آن نتوان هرگاه مي گوييم، همبند را X توپولوژي فضاي
مي کنيم. ثابت زير گزاره در را حکم اين باشد. همبند X فضاي اين که با است معادل آن، عکس درستي و است ثابت موضعاً تابعي

.LC(X) = R باشيم داشته ديگر به عبارت باشد. ثابت تابعي ثابت، موضعاً تابع هر اگر تنها و اگر است همبند X ناتهي فضاي .۵ . ۲ گزاره

.x٠ ∈ X آن در که f(x٠) = r و باشد ثابت موضعاً f : X −→ R تابع و همبند X ناتهي فضاي کنيم فرض (⇐=) اثبات.
ثابت f يعني اين و f−١({r}) = X که مي دهد نتيجه X همبندي بنابراين است. بسته هم و باز هم X در f−١({r}) ̸= ϕ پس

است.
تابع حال .X = G ∪H که دارند وجود G,H مجزاي و ناتهي باز، مجموعه هاي پس باشد. ناهمبند X که خلاف به فرض (=⇒)

است. تناقض اين و نيست ثابت اما است، ثابت موضعاً f(x) =
{

١ , x ∈ G
٠ , x ∈ H

ضابطه با f : X −→ R

LC(X) حلقه ۳
C(X) زيرحلقه يک پس است، بسته ضرب و جمع اعمال تحت ،LC(X) مجموعه به علاوه است. پيوسته ثابت، موضعاً تابع هر که ديديم
C(X) زيرجبر يک LC(X) واقع در .R ⊆ LC(X) ⊆ C(X) بنابراين است، R يعني ثابت، توابع شامل به وضوح که مي شود
ايدآل M اگر که است آشکار است. C(X) زيرحلقه يک R+ I آنگاه باشد، C(X) حلقه ايدآل يک I اگر که کنيم نشان خاطر است.

ديد. را [۲] مرجع مي توان خصوص، اين در بيش تر اطلاعات براي .R+M = C(X) آنگاه باشد، C(X) حلقه ماکسيمال

.LC(X) =
∩
x∈X

(R+Ox) .۱ . ۳ گزاره

داريم x ∈ G هر براي که دارد وجود x٠ شامل G باز مجموعه پس باشد. دلخواه x٠ ∈ X و f ∈ LC(X) کنيم فرض اثبات.
بنابراين .x٠ ∈ G ⊆ Z(g) و g ∈ C(X) که است واضح اين صورت در .g = f − f(x٠) مي دهيم قرار .f(x) = f(x٠)
داريم ترتيب اين به ،f = r + g ∈ R + Ox٠ مي شود نتيجه f(x٠) = r ∈ R فرض با .g ∈ Ox٠ پس ،x٠ ∈ Z◦(g)

بنابراين و f ∈ R + Ox٠ پس باشد. دلخواه x٠ ∈ X و f ∈
∩
x∈X

(R + Ox) کنيم فرض به عکس .f ∈
∩
x∈X

(R + Ox)

که است واضح t ∈ G هر براي و x٠ ∈ G داريم G = Z◦(g) فرض با اکنون .r ∈ R و g ∈ Ox٠ که f = r + g
.f ∈ LC(X) داشت خواهيم ترتيب اين به .f(t) = r

.f−r ∈ Ox٠ پس ،x٠ ∈ Z◦(f−r) آن گاه ،f(x٠) = r و باشد دلخواه f ∈ C(X) منفرد، نقطه x٠ ∈ X کنيم فرض
اشتراک مي توان ترتيب اين به .R+Ox٠ = C(X) نتيجه در ،f = (f − r) + r ∈ R+Ox٠ که است واضح ديگر طرف از

داشت. خواهيم را زير نتيجه آن گاه دهيم، نشان N با را X فضاي نامنفرد نقاط تمام مجموعه اگر داد. تقليل نامنفرد نقاط به فقط را فوق

.LC(X) =
∩
x∈N

(R+Ox) .۲ . ۳ نتيجه
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اين صورت در باشد. σ آن نامنفرد نقطه تنها و گسسته فضاي يک تک نقطه اي فشرده ساخت فضاي X کنيم فرض الف) .۳ . ۳ مثال
.LC(X) = R+Oσ

مجموعه N آن در که ،LC(W ) =
∩
x∈N

(R+Ox) صورت اين در باشد، شمارش  پذير اوردينال هاي فضاي W کنيم فرض ب)

است. W در حدي اوردينال هاي

C(X) ديگر زيرحلقه هاي با LC(X) زيرحلقه ارتباط ۴
در ديگري گزاره هاي اکنون کرديم. اشاره حلقه ها ديگر با LC(X) حلقه ميان روابط برخي به قبل بخش هاي در ۵ . ۲ و ۴ . ۲ گزاره هاي در

مي دهيم. ارائه خصوص اين

داشته ديگر به عبارت باشد. ثابت موضعاً تابعي ،X روي حقيقي مقدار پيوسته تابع هر اگر تنها و اگر است P-فضا يک X فضاي .۱ . ۴ گزاره
.LC(X) = C(X) باشيم

داريم ۱ . ۳ گزاره طبق نتيجه در .R + Ox = R + Mx بنابراين ،Mx = Ox داريم x ∈ X هر براي (⇐=) اثبات.
.LC(X) = C(X)

P-فضا يک نتيجه در است، باز Z(f) پس ،Z(f) = f−({٠})١ چون باشد. دلخواه f ∈ C(X) = LC(X) گيريم (=⇒)
است.

C(X) = باشيم داشته هرگاه ديگر به عبارت باشد؛ کران د ار آن، روي پيوسته تابع هر هرگاه مي گوييم، شبه فشرده را X فضاي
در .LC(X) = C∗(X) به وضوح و است متناهي فضا آن گاه باشد، شبه فشرده X -فضاي P وقتي ،۱ . ۴ گزاره به توجه با .C∗(X)

نباشد. برقرار تساوي است ممکن کلي، حالت در که مي  دهيم نشان بعد مثال

اگر .LC(R) = R مي شود نتيجه ،۵ . ۲ گزاره طبق است، همبند R چون اين صورت در ،X = R کنيم فرض ابتدا .۲ . ۴ مثال
کنيم فرض اکنون .f /∈ LC(R) اما ،f ∈ C∗(R) به وضوح آن گاه ،x ∈ R هر براي ،f(x) =

١
١+ x٢

کنيم تعريف

،f ∈ LC(X) که است بديهي آن گاه بگيريم، نظر در f(x) = [x] ضابطه با را f تابع اگر اين صورت در ،X =
∞∪
n=١

[٢n, ٢n+١)

.f /∈ C∗(X) اما

باشند، دلخواه x٠ ∈ X و f ∈ CF (X) اگر زيرا .CF (X) ⊆ LC(X) داريم همواره X فضاي هر براي .۳ . ۴ ملاحظه
بنابراين است. R گسسته زير فضاي f(X) که است واضح f(X) = {r١, ..., rn} فرض با است، متناهي f(X) چون آن گاه

.f ∈ LC(X) پس است، باز f−١({ri}) چون و x٠ ∈ f−١({ri}) که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n

باشد. باز Z(f) صفر مجموعه ، f ∈ Cc(X) هر براي هرگاه مي ناميم، CP-فضا يک را X فضاي .۴ . ۴ تعريف
شود. ديده [۵] و [۴] ،[۱] مراجع فضاها، -CP درباره بيش تر اطلاعات براي

به عبارت باشد. ثابت موضعاً تابعي ،X روي شمارا برد با حقيقي مقدار پيوسته تابع هر اگر تنها و اگر است CP-فضا يک X فضاي .۵ . ۴ گزاره
.Cc(X) ⊆ LC(X) باشيم داشته ديگر

و g ∈ Cc(X) اين صورت در .g = f − f(x٠) مي دهيم قرار .x٠ ∈ X و f ∈ Cc(X) کنيم فرض (⇐=) اثبات.
.f ∈ LC(X) نتيجه در است، ثابت آن روي f که است x٠ شامل و باز G = Z(f) = Z◦(f) مجموعه اکنون .g(x٠) = ٠

است. بديهي (=⇒)

فضاي نمونه به عنوان نيست. چنين CP-فضاها براي اما است، متناهي فشرده P-فضاي هر
اگر که است شده ثابت ديگر طرف از است. نامتناهي و فشرده CP-فضاي يک R زيرفضاي به عنوان X = [٠, ١] ∪ {٢}
آن گاه باشد، فشرده و باشد) منفرد نقطه داراي آن ناتهي زيرمجموعه هر هرگاه گوييم، پراکنده را X (فضاي پراکنده X توپولوژي فضاي
نتيجه در و P-فضا يک پراکنده، و فشرده CP-فضاي هر که مي دهند نتيجه هم با ۵ . ۴ و ۱ . ۴ گزاره دو رو اين از .Cc(X) = C(X)

است. متناهي

.LC(X) ⊆ Cc(X) آن گاه باشد، ليندلف فضاي يک X اگر .۶ . ۴ گزاره
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به طوري که باشد X در x شامل باز مجموعه Gx کنيم فرض x ∈ X هر براي باشد. دلخواه f ∈ LC(X) کنيم فرض اثبات.
آن دارند وجود x١, x٢, ... ∈ X پس است، ليندلف X و X =

∪
x∈X

Gx چون .f(t) = f(x) باشيم داشته t ∈ Gx هر براي

.f ∈ Cc(X) نتيجه در .f(X) ⊆ {f(x١), f(x٢), ...} که است بديهي اکنون .X =
∞∪
n=١

Gxn چنان که

.LC(X) = Cc(X) باشيم داشته اگر تنها و اگر است CP-فضا يک ،X ليندلف فضاي که مي دهند نتيجه هم با ۶ . ۴ و ۵ . ۴ گزاره دو

اين صورت: در .f ∈ C(X) کنيم فرض .۷ . ۴ گزاره
،(f(X))

′
= ϕ اگر بنابراين .f ∈ LC(X) آن گاه باشد، گسسته f(X) اگر ديگر به عبارت ،f(X)∩(f(X))

′
= ϕ اگر (الف)

تابع و X =
∞∪
n=١

[٢n − ١, ٢n) کنيم فرض نمونه براي نيست. درست کلي حالت در آن عکس اما ،f ∈ LC(X) آن گاه

.٠ ∈ (f(X))
′ حالي که در ،f ∈ LC(X) اين صورت در باشد. f(x) = ١

[x]
ضابطه با f ∈ C(X)

.x٠ ∈ (f−١(f(X)− {f(x٠)}))
′ به طوري  که باشد موجود x٠ ∈ X اگر تنها و اگر f /∈ LC(X) (ب)

.f /∈ LC(X) آن گاه باشد، R در باز مجموعه يک X در بازي هر تصوير يعني باشد، باز تابعي f اگر (پ)

باشد R زيرفضاي X = {٠, ١, ١
٢
,
١
٣
, ...} کنيم فرض نمونه به عنوان نباشد. برقرار تساوي است ممکن ۶ . ۴ گزاره در .۸ . ۴ مثال

حالي که در ،f ∈ Cc(X) و است ليندلف X آشکارا اين صورت در شود. تعريف f(x) = x به صورت f : X −→ R تابع و
باشد. ثابت آن روي f که ندارد وجود x٠ = ٠ شامل باز مجموعه هيچ که چرا f؛ /∈ LC(X)

توپولوژي، فضاي دو Y و X کنيم فرض مي آوريم. را آن صورت ابتدا يادآوري براي که مي کنيم استفاده چسب لم از بعد لم اثبات در
و A و پيوسته دو هر B و A به f تحديدهاي اگر .A ∪ B = X که باشند X زيرفضاي دو B و A و تابع يک f : X −→ Y

بود. خواهد پيوسته نيز f آن گاه باشند، بسته دو هر يا و باز X در دو هر B

.f = gh که به طوري  دارد وجود h ∈ LC(X) آن گاه ،Z(g) ⊆ Z(f) و f, g ∈ LC(X) اگر .۹ . ۴ لم

اين که به توجه با مي کنيم. تعريف h(x) =

 ٠ , x ∈ Z(f)
f(x)

g(x)
, x ∈ coz(f)

به صورت را h : X −→ R تابع اثبات.

واضح طرفي از است. پيوسته چسب لم طبق ،h تابع ازاين رو و است بسته coz(f) پس است، باز Z(f) = f−({٠})١ مجموعه
شامل H و G باز مجموعه هاي پس باشد. دلخواه x٠ ∈ X گيريم .h ∈ LC(X) دهيم نشان است کافي .f = gh که است
آن  گاه ،x٠ ∈ Z(f) اگر مي آيد، پيش حالت دو اين صورت در ،g|H = g(x٠) و f |G = f(x٠) که به طوري  دارند وجود x٠
مجموعه .h|G∩H =

f(x٠)

g(x٠)
= h(x٠) آن گاه ،x٠ ∈ coz(f) اگر و h|G = h(x٠) = ٠ پس ،G ⊆ Z(f) ⊆ Z(h)

مي کند. تمام را اثبات اين و است x٠ شامل و باز G ∩H

است. فون نويمان منظم حلقه يک LC(X) .۱۰ . ۴ نتيجه

که به طوري  دارد وجود h ∈ LC(X) ۹ . ۴ لم به توجه با ،Z(f ٢) = Z(f) چون باشد. دلخواه f ∈ LC(X) کنيم فرض اثبات.
.f = f ٢h

oc-پارافشرده فضاهاي ۵

X؛ =
∪
s∈S

As باشيم داشته هرگاه مي گوييم X براي پوشش يک را X توپولوژي فضاي زيرمجموعه هاي از {As|s ∈ S} خانواده

فقط همسايگي، اين که به طوري باشد موجود x از همسايگي يک ،x ∈ X نقطه هر براي اگر است متناهي موضعاً خانواده اين گوييم و
پوشش دو A = {As : s ∈ S} و B = {Bt : t ∈ T} اگر همچنين کند. قطع را فوق خانواده اعضاي از متناهي تعداد
باشيم داشته که به طوري باشد داشته وجود s ∈ S يک t ∈ T هر براي هرگاه است، A تظريف يک B گوييم باشند، X فضاي براي



۴۵ oc-پارافشرده فضاهاي و ثابت موضعاً توابع

مفهوم باشد. بازها از متناهي موضعاً تظريف يک داراي آن، باز پوشش هر هرگاه مي گوييم، پارافشرده را X توپولوژي فضاي .Bt ⊆ As

در شود. ملاحظه [۱۱] و [۳] مراجع جزئيات، ساير و کافي اطلاعات براي است. مهم بسيار پيشرفته، توپولوژي مبحث در پارافشرده فضاهاي
بررسي فشردگي جمله از توپولوژي، مهم مفاهيم ساير با را آن ارتباط هاي برخي و کرده معرفي را پارافشرده -oc فضاي جديد مفهوم بخش اين

مي کند. پيدا ارتباط نيز ثابت موضعاً توابع حلقه به شبه فشرده ضعيف به طور فضاهاي به واسطه که مي دهيم نشان همچنين مي کنيم.

داشته بسته و باز مجموعه هاي از متناهي موضعاً تظريف يک آن، باز پوشش هر هرگاه مي گوييم ، -پارافشرده oc را X فضاي .۱ . ۵ تعريف
باشد.

است. پارافشرده oc-پارافشرده، فضاي هر (الف) .۲ . ۵ مثال
نيست. فشرده اما است، oc-پارافشرده ناشمارا و گسسته فضاي هر (ب)

است. ناهمبند عضو، دو حداقل با oc-پارافشرده فضاي هر (پ)
نيست. oc-پارافشرده اما است، پارافشرده R فضاي (ت)

است. oc-پارافشرده فضاي يک ،R زير فضاي به عنوان ،X =

{
٠, ١,

١
٢
,
١
٣
, ...

}
فشرده ي فضاي (ث)

باز X در Gnها که X =
∞∪
n=٠

Gn کنيم فرض منظور، اين براي هستند. سرراست موارد بقيه استدلال مي کنيم، مستدل را (ث) مورد

،٠ ∈ G٠ مثلاً کنيم فرض موضوع، کليت رفتن دست از بدون گرفت. نظر در شمارا را پوشش مي توان شماراست X چون البته باشند.

و Ht٠ = G٠ مي دهيم قرار .G٠ =

{
٠,

١
n٠

,
١

n٠ + ١
, ..

}
که دارد وجود n٠ ∈ N پس است، ٠ شامل و باز X در G٠ چون

باز Ht٠ , Ht١ , ..., Htn١−٠ و X = Ht٠ ∪Ht١ ∪ ...∪Htn١−٠ که است آشکار اکنون .n < n٠ هر براي Htn =

{
١
n

}
است. oc-پارافشرده فضاي يک X يعني اين .Htn ⊆ Gn که دارد وجود n يک tn هر براي اين بر افزون و هستند بسته و

باشد. بسته و باز زيرمجموعه هاي از پايه يک داراي هرگاه مي گوييم، صفربعدي را X توپولوژي فضاي

است. فشرده فضاي يک شبه فشرده، و oc-پارافشرده فضاي هر (الف) .۳ . ۵ گزاره
است. oc-پارافشرده فشرده، و صفر بعدي فضاي هر (ب)

است. oc-پارافشرده پارافشرده، و صفر بعدي فضاي هر (پ)
است. oc-پارافشرده -پارافشرده، oc فضاي هر باز و بسته پيوسته، تصوير (ت)
است. oc-پارافشرده oc-پارافشرده، فضاي يک باز و بسته زيرفضاي هر (ث)

فضا چون باشند. باز X در Gαها که ،X =
∪
α∈S

Gα کنيم فرض هستند. سرراست موارد بقيه مي کنيم ثابت را (الف) قسمت فقط اثبات.

شبه فشرده فضا چون بسته هاست. و باز از متناهي موضعاً تظريف يک {Ht : t ∈ T} که X =
∪
t∈T

Ht پس است، oc-پارافشرده

αk ∈ S يک tk ∈ T هر براي چون .X =
n∪

k=١

Htk بنابراين است. متناهي پوشش اين ،[۳] مرجع از ٣.١٠.٢٢ قضيه بر بنا است،

است. فشرده X بنابراين ،X =
n∪

k=١

Gαk
که مي شود نتيجه ،Htk ⊆ Gαk

که دارد وجود

متناهي بسته، و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً پوشش هر هرگاه مي گوييم، شبه فشرده ضعيف به طور را X فضاي (الف) .۴ . ۵ تعريف
باشد.

باشد. شمارا بسته ، و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً پوشش هر هرگاه مي گوييم، شبه  ليندلف ضعيف به طور را X فضاي (ب)

اين صورت: در باشد. oc-پارافشرده فضايي X کنيم فرض .۵ . ۵ گزاره
باشد. شبه فشرده ضعيف به طور اگر وتنها اگر است فشرده X (الف)
باشد. ليندلف شبه  ضعيف به طور اگر وتنها اگر است ليندلف X (ب)

است. (الف) قسمت اثبات با مشابه قسمت(ب) اثبات و است ۳ . ۵ گزاره (الف) اثبات با مشابه (الف) اثبات اثبات.
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معادل اند: زير احکام اين صورت در باشد. توپولوژي فضاي يک X گيريم .۶ . ۵ لم
است. شبه فشرده ضعيف به طور فضاي يک X (الف)

است. متناهي بسته، و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً خانواده هر (ب)
است. متناهي بسته، و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً شماراي پوشش هر (پ)
است. متناهي بسته، و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً شماراي خانواده هر (ت)

مي دهيم قرار باشد. X بسته و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً خانواده يک {Uα : α ∈ A} گيريم ب) ⇐= (الف اثبات.
با همراه خانواده اين بنابراين مي باشد. هم بسته است، متناهي موضعاً فوق، خانواده چون و باز W که است واضح .W =

∪
α∈A

Uα

نيز {Uα : α ∈ A} خانواده حتماً پس است. متناهي نتيجه در و بسته  و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً پوشش يک X \W
است. متناهي

است. بديهي پ) ⇐= (ب
است. ب) ⇐= (الف اثبات مشابه ت) ⇐= (پ

است. بديهي الف) ⇐= (ت

معادل اند: X توپولوژي فضاي براي زير احکام .۷ . ۵ نتيجه
است. شبه فشرده ضعيف به طور فضاي يک X (الف)

باشد. مجزا دوبه دو بسته و باز زيرمجموعه هاي از شمارايي اجتماع نمي تواند X (ب)
ندارد. وجود X مجزاي دوبه دو بسته و باز زيرمجموعه هاي از شمارا خانواده هيچ (پ)

مي پردازيم. بخش اين اصلي قضيه اثبات به اکنون

.LC(X) = CF (X) اگر تنها و اگر باشد، شبه فشرده ضعيف به طور فضاي يک X .۸ . ۵ قضيه

باشد شبه فشرده ضعيف به طور فضاي يک X کنيم فرض است. برقرار همواره ۳ . ۴ تذکر طبق CF (X) ⊆ LC(X) شمول اثبات.
براي بسته و باز زيرمجموعه هاي از متناهي موضعاً پوشش يک {f−١({r}) : r ∈ f(X)} که است واضح .f ∈ LC(X) و
بنابراين .f ∈ CF (X) نتيجه در است، متناهي f(X) که مي شود نتيجه هم اين از و است متناهي پوشش اين بنابراين است. X
پس نباشد. شبه فشرده ضعيف به طور X که خلاف به فرض و ،LC(X) = CF (X) کنيم فرض اکنون .LC(X) = CF (X)
به طوري که دارد وجود {Un : n ∈ N} مانند X مجزاي دوبه دو و بسته ي و باز زيرمجموعه هاي از شمارا خانواده يک قبل نتيجه بر بنا
h که است واضح مي کنيم. تعريف x ∈ Un هر براي h(x) = n به صورت را h : X −→ R تابع اين صورت در .X =

∪
n∈N

Un

است. تناقض اين و h ∈ LC(X) \ CF (X) و است خوش تعريف

درست کلي حالت در آن عکس اما .LC(X) = CF (X) آن گاه باشد، شبه فشرده فضايي X اگر ،۸ . ۵ قضيه به توجه با .۹ . ۵ گزاره
نيست. شبه فشرده R حالي که در ،LC(X) = CF (X) = R آن گاه ،X = R اگر نمونه به عنوان نيست.

دوم نوع شماراي را X توپولوژي فضاي مي بريم. به پايان است دوم نوع شماراي و صفر بعدي فضاهاي درباره ي که بعد گزاره با را مقاله
باشد. شمارا پايه يک داراي هرگاه مي گوييم،

اين صورت: در باشد. دوم نوع شماراي و صفربعدي X کنيم فرض .۱۰ . ۵ گزاره
.LC(X) = CF (X) اگر وتنها اگر است فشرده X (الف)

.LC(X) ⊆ Cc(X) اگر وتنها اگر است ليندلف X (ب)

ضعيف به طور آن گاه باشد، فشرده X اگر است. (الف) قسمت اثبات با مشابه (ب) قسمت اثبات مي کنيم. ثابت را (الف) قسمت اثبات.
Gαها که X =

∪
α∈S

Gα کنيم فرض حکم، عکس اثبات براي .LC(X) = CF (X) داريم ۸ . ۵ قضيه طبق پس است، شبه فشرده

nα ∈ N يک ،α ∈ S هر براي به علاوه و هستند پايه اي و بسته و باز Bnها که X =
∞∪
n=١

Bn داريم فرض طبق باشند. باز X در

باز Hkها اين صورت در .k > ١ براي ،Hk = Bk −
∪
i<k

Bi و H١ = B١ مي دهيم قرار .Bnα ⊆ Gα که دارد وجود

با را f : X −→ R تابع اکنون .X =
∞∪
n=١

Hn و Hk ⊆ Bk داريم k هر براي به علاوه و هستند مجزا دوبه دو و بسته و
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،f ∈ CF (X) فرض طبق بنابراين ،f ∈ LC(X) که است واضح مي کنيم. تعريف ،x ∈ Hk هر براي f(x) = rk ضابطه

داشت خواهيم بنابراين ،X =
m∪
i=١

Hni
که است بديهي نتيجه در هستند. متمايز ها rni

که f(X) = {rn١ , ..., rnm} پس

است. فشرده X نتيجه در است. متناهي A که X =
∪

α∈A⊆S

Gα پس ،X =
m∪
i=١

Bni
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Abstract: In this article we investigate and study the ring LC(X) of all real-valued locally constant
functions on a topological space X . We show that X is a connected space if and only if LC(X) = R.
IfX is a compeletly regular and Hausdorff space, we show that LC(X) is always Von Neumann regular
ring and also we prove that LC(X) =

∩
x∈N(R + Ox), where N is the set of all non-isolated points

of X . Also we show that X is a P -space if and only if LC(X) = C(X). It is also shown that X is a
weakly pseudocompact space if and only if LC(X) = CF (X), where CF (X) denotes the ring of all
real-valued continuous functions with finite image. In case X is a Lindelöf space, we prove that it is a
CP -space if and only ifLC(X) = CC(X), whereCC(X) denotes the ring of all real-valued continuous
functions with countable image. We introduce the concept of ”oc-paracompact” and we observe that an
oc-paracompact space X is compact if and only if it is weakly pseudocompact. Finally, we show that
if X is a zero dimensional and second countable space, then X is compact if and only if it is a weakly
pseudocompact space.

Keywords: locally constant function, P -space, oc-paracompact space, weakly pseudocompact space.
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