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مرگ بر علاوه مدل اين مي گردد. ارائه و توصيف مي باشد، نيز واکسيناسيون برنامه يک شامل اپيدمي که مدل يک چکيده:
بيماري بدون تعادل نقطه مدل، تعادل نقاط است. متغير کل جمعيت و مي گيرد در بر نيز را بيماري اثر در مرگ طبيعي،
مولد عدد توسط مناسب لياپانوف توابع به کارگيري با مدل سراسري ديناميک و مي آيند به دست اندميک، تعادل نقطه و
سراسري مجانبي پايدار بيماري بدون تعادل نقطه است، واحد مساوي يا کم تر کميت اين وقتي مي گردد. عمومي بيان
مثال هاي و بحث است. سراسري مجانبي پايدار اندميک تعادل نقطه است، واحد از بيشتر کميت اين که زماني و است

مي شوند. آورده تئوري يافته هاي تاييد براي عددي
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مقدمه ۱
حاضر حال در و ابولا سارس، آنفلونزا، ايدز، جمله از معاصر زمان در چه و سل، طاعون، وبا، آبله، جمله از گذشته در چه عفوني بيماري هاي
همواره که آنجا از بوده اند. يافته توسعه کشورهاي در حتي مرگ و مير اصلي عوامل از يکي همواره و کشيده چالش به را بشري جوامع کوويد۱۹،
مهار و پيش بيني به منظور بيماري ها اين مطالعه بگيرند، اوج و شوند ظاهر دوباره قبلي عفونت هاي يا و آيد پديد جديدي عفونت است ممکن
مشي خط تعيين و بيماري با درگير جامعه رفتار مطالعه در مي توانند نيز رياضي مدل هاي بين اين در است. اهميت حائز بسيار آن ها درمان و
ممکن مي شوند، اپيدمي ناميده مدل هاي معمولاً که مدل ها اين .[۲۰ ،۵ ،۲ ،۱] گيرند قرار استفاده مورد بيماري حذف و مقابله براي کاراتر
ممکن همچنين مي شوند. بيان تفاضلي معادلات يا و ديفرانسيل معادلات با به ترتيب که باشند [۲۹ ،۲۶] گسسته يا و [۲۵ ،۱۵] پيوسته است
شود گرفته نطر در ثابت جمعيت با همچنين ،[۶] تصادفي به صورت يا و [۲۲] شود بندي فرمول غيرتصادفي به صورت شده ساخته مدل است
يک از يا و [۲۳] دوخطي ، [۲۵] استاندارد نوع از مدلي چنين در بيماري شيوع نرخ است ممکن به علاوه .[۱۹] متغير جمعيت با يا و [۱۶]
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بيماري پيشرفت به نسبت افراد وضعيت به توجه با مورد مطالعه جمعيت اپيدمي، سازي مدل در شود. گرفته نظر در [۱۸ ،۱۴] غيرخطي نوع
قبيل از جمعيتي تغييرات هرگونه همين طور و جمعيتي گروه هاي افراد بين انتقال هاي و جابه جايي ها سپس مي شوند. افراز زيرجمعيت چند به
حاصل جمعيت آن رفتار براي ديناميکي سيستم يک ترتيب بدين و مي شوند مربوط يکديگر به رياضي معادلات توسط مهاجرت، و مرگ و زاد

مي شود.
بيماري دوره گذراندن از پس مي شوند دچارعفونت که سالمي افراد آن در که است SIS مدل اپيدمي، مدل هاي شناخته شده ترين از يکي
پس بيمار افراد آن ها در که است مناسب عفونت هايي از دسته آن براي SIS مدل بنابراين مي گيرند. قرار سالم افراد زمره در دوباره و يافته بهبود
جمله (از است بوده مطالعات از بسياري موضوع خود اين که بر علاوه مدل اين نمي آورند. به دست عفونت برابر در کامل مصونيت بهبودي، از
واکسيناسيون يا و ،[۱۰] قرنطينه ،[۳۲] درمان مانند مداخلات از برخي تاثير بررسي براي پايه مدل يک به عنوان ديگر بسياري در ،([۱۳ ،۸ ،۳]
کارايي با موثر، بسيار روشي واکسيناسيون دارويي، غير و دارويي مداخلات بين در است. گرفته قرار استفاده مورد تحت مطالعه، جامعه روي [۲۷]
است. گرفته قرار بررسي مورد زيادي مطالعات در SIS مدل در آن کردن وارد با استراتژي اين تاثير لذا است. اقتصادي نظر از به صرفه و بالا
مطالعه مورد مي شود، اعمال سالم افراد بر که صد) در صد از (کمتر عالي غير کارايي و موقت تاثير با واکسيناسيون شامل مدل يک [۱۶] در
مورد مطالعه مدل است. شده گرفته نظر در ثابت همواره جامعه جمعيت و بوده استاندارد نوع از بيماري انتشار نرخ مدل اين در است. گرفته قرار
(با ساده اشباع نوع از بيماري انتشار نرخ مي شود. اعمال سالم افراد بر که است عالي غير ولي دائمي واکسيناسيون برنامه يک شامل نيز [۷] در
است، گرفته قرار مطالعه مورد [۱۲] در که مدلي در است. غيرثابت جمعيت اندازه همچنين و است شده گرفته نظر در يک) بازدارندگي ثابت
فرض عالي به صورت واکسيناسيون اين چند هر مي شود. اعمال نيز جامعه به وارد تازه افراد از نسبتي بر سالم، افراد بر علاوه واکسيناسيون
تعداد بيماري، اثر در مرگ شدن لحاظ به دليل و است دوخطي نوع از مدل اين در بيماري انتشار نرخ مي کند. ايجاد موقت ايمني ولي است شده
افراد فوق، در ذکر شده مدل هاي در است. گرديده ارائه [۲۴] در استاندارد بيماري انتشار نرخ با ولي مشابه مدلي است. غيرثابت جامعه افراد
پس افراد [۱۱] در مطرح شده مدل در مي گيرند. قرار عفوني شدن معرض در دوباره و شده داده قرار سالم افراد گروه در بهبودي از پس بيمار
واکسيناسيون است. موقتي اعمال شده، واکسن از حاصل مصونيت همانند که مي آورند به دست مجدد ابتلاي مقابل در مصونيتي بهبودي، از
گرديده تعريف به صورتي مدل در بيماري انتشار نرخ مي شود. اعمال جامعه به تازه وارد افراد از کسري بر تنها و است عالي درنظر گرفته شده

مي شود. استاندارد و دوخطي نرخ هاي شامل که است
بيماري هاي مطالعه براي زمان-پيوسته اپيدمي چند بخشي مدل يک به ما مقاله اين در فوق، مدل هاي در ذکر شده موارد گرفتن نظر در با
برنامه يک به علاوه و مي شوند مصونيت داراي مجدد ابتلاي مقابل در بهبودي، از پس بيمار افراد آن در که مي پردازيم جمعيت يک در عفوني
افراد بر علاوه که مي شود گرفته نظر در موقت اثر با و صد) در صد کارايي (با عالي به صورت واکسيناسيون است. اجرا حال در واکسيناسيون
و غير خطي به صورت بيماري انتشار نرخ مي گردد. اعمال نيز جامعه) به مهاجرت کرده افراد چه و تازه متولد شده افراد (چه تازه وارد افراد بر سالم،
غير جامعه در حاضر افراد تعداد و شده لحاظ مدل در نيز بيماري اثر در مرگ و مير طبيعي، مرگ بر علاوه مي شود. گرفته نظر در اشباع نوع از
ويژگي هاي برخي به ۳ بخش مي پردازيم. مدل فرمول بندي و توصيف به بعد بخش در که است ترتيب اين به مقاله ساختار مي شود. فرض ثابت
از پس مي شود. اثبات ۴ بخش در تعادل نقاط سراسري پايداري مي يابد. اختصاص عمومي  مولد عدد و مدل تعادل نقاط يافتن جمله از مدل

مي پردازيم. نتيجه گيري بخش در کار نتايج بيان به ،۵ بخش در عددي شبيه سازي و حساسيت تحليل بحث يک

مدل توصيف ۲

را عفونت مي توانند و عفوني اند که افرادي مي شوند. افراز دسته سه به بيماري پيشرفت به توجه با افراد آن در که مي گيريم نظر در را جامعه اي
مصونيت بيماري مقابل در که افرادي و ،(Susceptible) دارند قرار شدن عفوني درمعرض و سالم اند که افرادي ،(Infected) دهند انتقال
يک با سالم افراد مي شوند. داده نشان V (t) و I(t) ،S(t) با ترتيب به t لحظه در دسته ها اين از يک هر افراد تعداد .(Immune) دارند
عفونت مي توانند و مي شوند عفوني ابتلا، محض به و مي شوند مبتلا عفوني، فرد با مي شود) بيماري انتقال به منجر که تماسي (يعني موفق تماس
(Saturated incidence rate) اشباع انتشار نرخ آن به که مي گيرد صورت Υ = βSI

١+δI
انتشار نرخ با بيماري انتشار دهند. انتقال را

βSI عبارت واقع در مي کند. بيان را بازدارندگي يا رواني اثر ميزان که است ثابتي δ و است بيماري انتقال نرخ β آن در که مي شود، گفته
اثر ١ + δI عبارت و مي کند مشخص را عفونت شيوع قدرت مي شود، گفته (Bilinear incidence) دوخطي انتشار نرخ آن به که
يک در عفوني افراد تعداد که زماني بيماري) به ابتلاي معرض (در سالم افراد رفتار تغيير نتيجه در بازدارندگي اين مي کند. بيان را بازدارندگي
عفونت مقابل در مدتي تا بهبودي از پس و مي يابند بهبود γI ضريب با دوره، يک طي از بعد عفوني افراد مي دهد. رخ مي يابد، افزايش جامعه
تعداد از يعني مي يابند. مصونيت عفونت مقابل در واکسيناسيون توسط q نسبت با تازه وارد به جمعيت افراد همچنين مصونيت اند. داراي مجدد
فرد (١ − q)Λ يعني آنها مابقي و مي شوند ايمن و واکسينه فرد qΛ تعداد مي شود، فرض ثابت مقداري که زمان واحد در که تازه وارد فرد Λ
يعني مي شود. گرفته نظر در موقتي واکسيناسيون) طريق از چه و بيماري از بهبود اثر در مصونيت (چه افراد مصونيت بيماري اند. معرض در
سه يک هر در که طبيعي مرگ بر علاوه جمعيت براي مي پيوندند. ابتلا معرض در افراد به ايمني دادن دست از با θV ضريب با افراد اين
جامعه افراد جابه جايي ۱ شکل در مي دهد. رخ α نرخ با که مي شود گرفته نظر در نيز بيماري اثر در مرگ مي افتد، اتفاق µ ثابت نرخ با دسته
دسته ها از يک درهر جابه جايي ها و تغييرات جمعيتي چنين براي فوق توصيف به توجه با است. شده داده نشان شده معرفي دسته سه بين در



۷۱ اشباع غيرخطي نرخ با عفوني بيماري هاي انتشار سراسري ديناميک

جمعيت در افراد جابه جايي نمودار :۱ شکل

مي شود: بيان زير ديفرانسيل معادلات توسط

S ′= (١ − q)Λ−Υ− µS + θV,

I ′= Υ− (µ+ γ + α)I,

V ′= qΛ + γI− (µ+ θ)V.

(۱ . ۲)

بيماري مقابل در را جمعيت رفتار مي توان آن تحليل و تجزيه با و مي دهد نشان را مطالعه مورد جمعيت تغييرات ديفرانسيل معادلات دستگاه اين
يا واکسيناسيون، شامل SIS مدل آن به که است شده توصيف جمعيت رفتار براي رياضي مدل واقع در (۱ . ۲) دستگاه داد. قرار بررسي مورد

گويند. SIVS مدل اصطلاحاً

مدل تعادل نقاط ۳
مي کند. صدق Y (X̄) = ٠ در که است X̄ مانند جوابي dX

dt
= Y (X) ديفرانسيل معادلات دستگاه براي تعادل نقطه يک .۱ . ۳ تعريف

مي گردد: حاصل زير دستگاه حل از S ′ = ٠, I ′ = ٠, V ′ = ٠ هم زمان دادن قرار با (S̄, Ī, V̄ ) فرم به مدل تعادل نقاط

(١ − q)Λ− βS̄Ī

١ + δĪ
− µS̄ + θV̄ = ٠,

βS̄Ī

١ + δĪ
− (µ+ γ + α)Ī = ٠,

qΛ + γĪ − (µ+ θ)V̄ = ٠.

(۱ . ۳)

بيماري بدون تعادل نقطه ۱ . ۳
(Infection free equilibrium) بيماري بدون تعادل نقطه که Ī = ٠ بايد که مي کنيم مشاهده (۱ . ۳) دستگاه دوم معادله از
تعادل نقطه را آن اصطلاحاً که مي شود منجر بيماري شامل تعادل نقطه به که βS̄

١+δĪ
= (µ + γ + α) يا مي دهد، به دست را

صورت به بيماري بدون تعادل نقطه سوم و اول معادلات در Ī = ٠ دادن قرار با مي نامند. (Endemic equilibrium) اندميک
مهمي در نقش که (Basic reproduction number) پايه مولد عدد مي آيد. به دست E٠ =

(
Λ((١−q)µ+θ)

µ(µ+θ)
, ٠, qΛ

µ+θ

)
فرد يک ورود اثر در که ثانويه عفونت هاي تعداد ميانگين به عنوان مي کند، ايفا عفوني بيماري هاي اپيدمي انتشار مدل هاي ديناميک تعيين
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دارد بستگي مدل پارامترهاي به که عدد اين . [۹] مي شود تعريف مي شود، ايجاد بيماري) به ابتلا (مستعد سالم کاملاٌ جامعه يک به عفوني
را مدل ديناميک ،(Threshold) آستانه اي مقدار يک به عنوان که است جهت اين از آن اهميت و مي شود داده نشان R٠ نماد با معمولاً
اين ماند. خواهد باقي بيماري باشد واحد از بيشتر اگر و مي رود بين از نهايت در بيماري باشد واحد از کم تر پايه مولد عدد اگر مي کند؛ مشخص
آورد به دست بعدي نسل ماتريس غالب ويژه مقدار به عنوان (Next generation matrix) بعدي نسل ماتريس روش با مي توان را عدد
.W = (µ+γ+α)I و G = βSI

١+δI
اينجا در که مي کنيم بيان I ′ = G−W به شکل را عفوني افراد به مربوط معادله ابتدا .[۳۰]

،w = ∂W
∂I

|E٠ = (µ+ γ + α)|E٠ = (µ+ γ + α) و g = ∂G
∂I
|E٠ = βS(١+δI)−δβSI

(١+δI)٢ |E٠ = βS٠ دهيم قرار اگر
:gw−١ ماتريس طيفي شعاع از است عبارت پايه مولد عدد

R٠ = ρ(gw−١) =
βS٠

(µ+ γ + α)
=

βΛ((١ − q)µ+ θ)

µ(µ+ θ)(µ+ γ + α)
.

اندميک تعادل نقطه ۲ . ۳
داريم سوم معادله از همچنين .S̄ = ١+δĪ

β
(µ + γ + α) صورت اين در ،Ī ̸= ٠ باشيم داشته (۱ . ۳) دستگاه از دوم معادله در اگر

داشت: خواهيم سازي مرتب و اول معادله در مقادير اين جاي گذاري با .V̄ = ١
µ+θ

(γĪ + qΛ)

βΛ((١−q)µ+θ)−µ(µ+θ)(µ+γ+α)−(µ(µ+ θ)(µ+ γ + α)δ + (µ+ θ)(µ+ γ + α)β − θγβ) Ī = ٠

آن در که مي آيد به دست E∗ = (S∗, I∗, V ∗) به صورت اندميک تعادل نقطه نتيجه در و

I∗ =
βΛ((١ − q)µ+ θ)− µ(µ+ θ)(µ+ γ + α)

(µ+ θ)(µ+ γ + α)(δ(µ+ θ) + β) + βθ(µ+ α)

S∗ =
(µ+ γ + α)

β
(١ + δI∗)

V ∗ =
١

µ+ θ
(γI∗ + qΛ).

بنويسيم: زير به صورت را I∗ مي توانيم R٠ براي به دست آمده رابطه به توجه با

I∗ =
µ(µ+ θ)(µ+ γ + α)(R٠ − ١)

µ(µ+ γ + α)(δ(µ+ θ) + β) + βθ(µ+ α)
.

مي شود: نتيجه زير لم لذا .R٠ > ١ که مي افتد اتفاق زماني Ī > ٠ با است معادل که Ī ̸= ٠ بنابراين

تعادل نقطه دستگاه R٠ ≤ ١ اگر است. E٠ بيماري بدون تعادل نقطه داراي همواره Υ = βSI
١+δI

اشباع انتشار نرخ با (۱) دستگاه .۲ . ۳ لم
هست. نيز E∗ اندميک منحصر بفرد تعادل نقطه داراي دستگاه آنگاه R٠ > ١ اگر و ندارد ديگري

تعادل نقاط سراسري پايداري ۴
با تابع يک روش اين در است. (Direct method of Lyapunov) لياپانوف مستقيم روش تئوري پايداري، در مهم روشهاي از يکي
مي شود ساخته داده شده، ناحيه يک در تعادل نقطه پايداري يا پايداري اثبات به منظور مي شود گفته لياپانوف تابع آن به که خاص ويژگي هاي
کار معمولاً لياپانوف تابع ساختن البته و [۳۱ ،۲۸ مي شود[۲۱، استفاده اپيدمي نيز مدل هاي در تعادل نقاط پايداري اثبات در روش اين از . [۱۷]

است. دشواري

،V ∈ ∁١
(U) مقدار حقيقي تابع است. نظر مورد ناحيه شامل که باشد Rn از باز مجموعه زير يک U کنيم فرض .۱ . ۴ تعريف

باشد: برقرار زير شرط دو اگر مي شود گفته U روي معين مثبت V : U → R

V (X̄) = ٠ الف)

.V (X) > ٠ باشيم داشته ،X ̸= X̄ که X ∈ U هر براي ب)
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باشد. معين مثبت −V اگر است معين منفي V تابع همچنين

باشيم داشته X ∈ U − X̄هر براي اگر مي شود، گفته لياپانوف تابع ناحيه يک از U باز همسايه روي V معين مثبت تابع .۲ . ۴ تعريف
مي شود. ناميده اکيد لياپانوف تابع V صورت اين در dV (X)

dt
< ٠ باشيم داشته X ∈ U − X̄هر براي اگر .dV (X)

dt
≤ ٠

صورت اين در باشد. تعادل نقطه از U باز همسايگي در ∁١ به متعلق معين مثبت تابع يک V و تعادل نقطه يک X̄ کنيم فرض .۳ . ۴ قضيه

مجانبي پايدار X̄ آنگاه ،dV (X)
dt

< ٠ اگر و است پايدار X̄ آنگاه ،dV (X)
dt

≤ ٠ باشيم داشته ،X ∈ U − X̄ هر براي اگر الف)
است؛

است. ناپايدار X̄ آنگاه ،dV (X)
dt

> ٠ باشيم داشته ،X ∈ U − X̄ براي اگر ب)

بيماري بدون تعادل نقطه سراسري پايداري ۱ . ۴

مي کند: پيروي زير ديفرانسيل معادله از مدل در جمعيت کل اندازه مي کنيم ملاحظه (۱ . ۲) دستگاه معادلات کردن جمع از

N ′ = Λ− µN − αI.

و بيماري بدون تعادل نقاط در که شود توجه است. متغير بلکه نيست ثابت جمعيت اندازه نتيجه در ،N ′ ̸= ٠ کلي حالت در که آنجا از
S = N − I − V دادن قرار با N = S + I + V اين که به توجه با .N∗ = Λ

µ
− αI∗

µ
و N ٠ = Λ

µ
داريم به ترتيب اندميک،

مي رسيم: زير به صورت N و V ،I براي دستگاه يک به (۱ . ۲) در

I ′ =
βI

١ + δI
(N − I − V )− (µ+ γ + α)I,

V ′ = qΛ + γI − (µ+ θ)V,

N ′ = Λ− µN − αI.

(۱ . ۴)

مجموعه لذا .lim sup
t→∞

N ≤ Λ
µ

بنابراين و N ′ ≤ Λ− µN که توجه کنيم

Γ =

{
(I, V,N) : I ≥ ٠, V ≥ ٠, I + V ≤ N ≤ Λ

µ

}

جواب باشد مجموعه اين در که اوليه مقدار هر به ازاي يعني است، (۱ . ۴) براي (Positively invariant) پايا مثبت طور به اي مجموعه
مي ماند. باقي مجموعه همين در نيز معادله

.R٠ ≤ ١ اگر است سراسري مجانبي پايدار E٠ بيماري بدون تعادل نقطه .۴ . ۴ قضيه

مي کنيم: تعريف زير به صورت Γ روي را W١ تابع اثبات.

W١ = C١(N −N ٢(٠ +

∫ I

٠
(١ + δu)du+ C٢(V − V ٢(٠.
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داريم: تابع اين از گيري مشتق با مي افتد. اتفاق E٠ در فقط و فقط تساوي حالت و W١ ≥ ٠ که مي شود ملاحظه

dW١

dt
= ٢C١(N −N ٠)N ′ + I ′(١ + δI) + ٢C٢(V − V ٠)V ′

= ٢C١(N −N ٠) (Λ− µN − αI) + (١ + δI)

(
−(µ+ γ + α)I +

βI

١ + δI
(N − I − V )

)
+٢C٢(V − V ٠) (qΛ + γI − (µ+ θ)V )

= ٢C١(N − Λ

µ
)

(
−µ(N − Λ

µ
)− αI

)
− (µ+ γ + α)I(١ + δI)− βI٢ + βI(N − V )

+٢C٢(V − qΛ

µ+ θ
)

(
−(µ+ θ)(V − qΛ

µ+ θ
) + γI

)
= −٢C١µ(N − Λ

µ
)٢ − βI٢ − ٢C٢(µ+ θ)(V − qΛ

µ+ θ
)٢

−٢C١αI(N − Λ

µ
)− (µ+ γ + α)I(١ + δI) + βI(N − V ) + ٢C٢γI(V − qΛ

µ+ θ
)

= −٢C١µ(N − Λ

µ
)٢ − βI٢ − ٢C٢(µ+ θ)(V − qΛ

µ+ θ
)٢ − (µ+ γ + α)δI٢

+I

(
−٢C١α(N − Λ

µ
)− (µ+ γ + α) + β(N − V ) + ٢C٢γ(V − qΛ

µ+ θ
)

)
.

فرض با و C٢ = β
٢γ و C١ = β

٢α دادن قرار با حال

Φ = −βµ

α
(N − Λ

µ
)٢ − βI٢ − β

γ
(µ+ θ)(V − qΛ

µ+ θ
)٢ − (µ+ γ + α)δI٢ < ٠

و

Ψ = −β(N − Λ

µ
)− (µ+ γ + α) + β(N − V ) + β(V − qΛ

µ+ θ
)

=
βΛ

µ
− (µ+ γ + α)− qβΛ

µ+ θ
= (µ+ γ + α)

(
βΛ (µ+ θ − qµ)

µ(µ+ θ)(µ+ γ + α)
− ١

)
= (µ+ γ + α)(R٠ − ١)

.R٠ ≤ ١ که چرا Ψ؛ ≤ ٠ که مي شود ملاحظه
،۳ . ۴ قضيه طبق پس است. بيماري بدون تعادل نقطه براي لياپانوف تابع يک W١ بنابراين و dW١

dt
= Φ + IΨ < ٠ نتيجه در

است. سراسري مجانبي پايدار E٠

اندميک تعادل نقطه سراسري پايداري ۲ . ۴
.R٠ > ١ اگر است سراسري مجانبي پايدار E∗ اندميک تعادل نقطه .۵ . ۴ قضيه

مي کنيم: نويسي باز به صورت را (۱ . ۴) دستگاه معادلات از يک هر ابتدا اثبات.

I ′ = −(µ+ γ + α)I +
βI

١ + δI
((N −N∗) +N∗ − (I − I∗)− I∗ − (V − V ∗)− V ∗)

=
βI

١ + δI

(
(N −N∗)− (I − I∗)− (V − V ∗) + S∗ − ١ + δI

β
(µ+ γ + α)

)
=

βI

١ + δI

(
(N −N∗)− (I − I∗)− (V − V ∗) + S∗

(
١ − ١ + δI

١ + δI∗

))
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همچنين .(µ+ γ + α) = βS∗

١+δI∗
داريم ،E∗ در (۱ . ۳) به توجه با چراکه

V ′ =qΛ + γ(I − I∗) + γI∗ − (µ+ θ)(V − V ∗)− (µ+ θ)V ∗

= γ(I − I∗)− (µ+ θ)(V − V ∗)

N ′ =Λ− µ(N −N∗)− µN∗ − α(I − I∗)− αI∗

= −µ(N −N∗)− α(I − I∗)

.Λ− µN∗ − αI∗ = ٠ و qΛ + γI∗ − (µ+ θ)V ∗ = ٠ داريم ،E∗ در (۱ . ۳) به توجه با چراکه
مي گيريم: نظر در زير به صورت را W٢ تابع حال

W٢ = K

∫ I

I∗

(u− I∗)(١ + δI)

u
du+

βK

٢α
(N −N∗)٢ +

βK

٢γ
(V − V ∗)٢

است. دلخواه و مثبت ثابت يک K آن در که
داريم: مشتق گيري با مي افتد. اتفاق E∗ در فقط و فقط تساوي حالت و W٢ ≥ ٠ که مي شود ملاحظه

dW٢

dt
= K(١ + δI)

I ′

I
(I − I∗) +

βK

α
(N −N∗)N ′ +

βK

γ
(V − V ∗)V ′

= Kβ ((N −N∗)− (I − I∗)− (V − V ∗)) (I − I∗) +KβS∗
(
δ(I∗ − I)

١ + δI∗

)
(I − I∗)

+
βK

α
(N −N∗) (−µ(N −N∗)− α(I − I∗)) +

βK

γ
(V − V ∗) (γ(I − I∗)− (µ+ θ)(V − V ∗))

= −Kβ

(
١ +

δS∗

١ + δI∗

)
(I − I∗)٢ − βµK

α
(N −N∗)٢ − β(µ+ θ)K

γ
(V − V ∗)٢ < ٠

است. سراسري مجانبي پايدار E∗ لذا و است اندميک تعادل نقطه براي لياپانوف تابع يک W٢ بنابراين

عددي نتايج و حساسيت تحليل ۵
حساسيت انديس مي شود. استفاده حساسيت تحليل از است حساس پارامترها در تغييرات نسبت ميزان چه به مدل يک دريابيم اين که براي
نسبت که Y متغير براي بسنجيم. پارامتر يک تغييرات به نسبت را متغيرها نسبي تغييرات تا مي دهد را امکان اين (Sensitivity index)

: [۴] مي شود تعريف زير به صورت نرمال شده پيشرو حساسيت انديس است، پذير مشتق x پارامتر به

ΥY
x =

x

Y
× ∂Y

∂x
.

حساسيت تحليل بنابراين مي کند. ايفا بيماري رفتار پيش بيني در به سزايي نقش Rعمومي ٠ مولد عدد که درمي يابيم قبلي مباحث به توجه با
انديس اگر مي کنيم. محاسبه را ΥR٠

x پارامترها، از يک هر براي يعني مي دهيم؛ انجام مدل در موجود پارامترهاي به نسبت R٠ روي بر را
معکوس نسبت پارامتر با که است معنا اين به باشد منفي اگر و دارد مستقيم نسبت پارامتر با R٠ که مي دهد نشان باشد، مثبت حساسيت
کمي محاسبات با ندارد. R٠ کاهش يا افزايش در تأثيري بازدارندگي ثابت تغيير يعني است؛ δاز مستقل R٠ که کنيم توجه است جالب دارد.
همان به کاهش) (يا افزايش به پارامترها اين در کاهش) (يا افزايش پس .x = β,Λ پارامترهاي براي ΥR٠

x = ١ که مي کنيم ملاحظه
همچنين مي شود. منجر R٠ در نسبت

ΥR٠
θ =

θqµ

(µ+ θ)((١ − q)µ+ θ)
> ٠.

که مي بينيم طرفي از
ΥR٠

q =
−qµ

(١ − q)µ+ θ
< ٠
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ΥR٠
α =

−α

µ+ γ + α
< ٠

ΥR٠
γ =

−γ

µ+ γ + α
< ٠

همين طور و

ΥR٠
µ = −(µ+ θ)(µ+ γ + α)θ + ((١ − q)µ+ θ)(µ(µ+ γ + α) + µ(µ+ θ))

(µ+ θ)(µ+ γ + α)((١ − q)µ+ θ)
< ٠

کاهش بنابراين دارد. معکوس نسبت x = q, µ, α, γ پارامترهاي با و دارد مستقيم نسبت x = β,Λ, θ پارامترهاي با R٠ بنابراين
دوره داراي که واکسن هايي از استفاده مهاجرت، کنترل طريق از جامعه به ورودي افراد تعداد کاهش سالم، افراد و عفوني افراد موفق تماس هاي
همين طور و بيمار افراد (مرگ جامعه در بيش تر حذف و درمان، دوره طول کاهش ورودي، افراد از بيش تري نسبت بر آن اعمال و بيش تر اثر

مؤثرند. عفونت مهار سرعت در نتيجه در و عمومي شده مولد عدد کاهش باعث طبيعي)، مرگ

گيريد: نظر در  زير به صورت را مدل ثابت هاي و پارامترها باشند. نفر ميليون و روز به ترتيب جمعيت و زمان واحدهاي کنيم فرض .۱ . ۵ مثال

Λ = ٠٫ ٠۴, q = ٠٫ ٧, β = ٠٫ ٢۵, µ = ٠٫ ٠٢, α = ٠٫ ٠١۵, γ = ٠٫ ٢, θ = ٠٫ ٠٠٧, δ = ۵

از: عبارتند به ترتيب جمعيتي گروه هاي از يک هر در اوليه افراد تعداد کنيم فرض همچنين

S(٠) = ٠٫ ٩, I(٠) = ٠٫ ٠٢۵, V (٠) = ٠٫ ٠٧۵.

ملاحظه ،(β) تماس نرخ براي يا و (q) تازه وارد افراد واکسيناسيون نسبت براي مختلف مقادير به کارگيري و مقادير اين نگه داشتن ثابت با
مراجعه ۳ و ۲ شکل هاي (به مي يابد افزايش عفوني افراد تعداد (β) مقدار افزايش با و کاهش  عفوني افراد تعداد (q) مقدار افزايش با که مي کنيم
که داديم نشان قبلي بحث در چراکه دارد مطابقت β و q پارامترهاي به نسبت (R٠) عمومي مولد عدد حساسيت تحليل با نتايج اين شود).

.ΥR٠
β > ٠ و ΥR٠

q < ٠
در و R٠ = ٠٫ ٧٨٨٠ < ١ صورت، اين در q = ٠٫ ٨۵ دهيم قرار پارامترها، و ثابت ها براي شده داده مقادير در اگر مثال به عنوان
،β= ٠٫ ٨۵ فرض با حالي که در .(۴ (شکل است E٠پايدار = (٠٫ ٧۴٠٧, ٠, ١٫ بيماري(٢۵٩٣ بدون تعادل نقطه ۵ . ۴ قضيه طبق نتيجه
است پايدار E∗ = (٠٫ ٣۶۶۵, ٠٫ ٠۶۵١, ١٫ ۵١٩۵) اندميک تعادل نقطه ۵ . ۴ قضيه طيق نتيجه در و R٠ = ٣٫ ۴٨٣١ > ١ داريم

.(۵ (شکل

مي يابد. کاهش عفوني افراد تعداد ،q افزايش با :۲ شکل
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مي يابد. افزايش عفوني افراد تعداد ،β افزايش با :۳ شکل

مي رود. بين از جامعه در عفونت ،R٠ ≤ ١ وقتي :۴ شکل

نتيجه گيري ۶

عفوني اشباع غيرخطي نرخ با ابتلا مستعد و سالم افراد گرديد. ارائه جمعيت يک در عفوني بيماري انتشار اپيدمي براي مدل يک مقاله اين در
گرفته نظر در يکسان جمعيت همه براي که طبيعي مرگ بر علاوه البته مي کنند. کسب مصونيت مجدد ابتلاي مقابل در بهبود، از پس و شده
بر نيز واکسيناسيون برنامه يک شود. حذف جمعيت از است ممکن عفوني فرد و است گرديده لحاظ مدل در نيز بيماري اثر در مرگ شده،
مصونيت اين چند هر مي بخشد. مصونيت افراد به و است شده گرفته نظر در تازه متولد شده اند، افراد و مهاجر افراد شامل که تازه وارد، افراد روي

برود. بين از است ممکن زمان گذشت با و دائمي نيست
بيماري شامل و بيماري بدون تعادل نقطه دو داراي همواره مدل که شد داده نشان و آمد به دست ،R٠ عمومي، مولد عدد مدل براي
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مي ماند. باقي جامعه در عفونت ،R٠ > ١ وقتي :۵ شکل

که شد ثابت مناسب لياپانوف توابع ارائه با همچنين، است. مدل تعادل نقطه تنها اندميک تعادل نقطه ،R٠ > ١ وقتي ولي است (اندميک)
خواهد سراسري مجانبي پايدار اندميک تعادل نقطه ،R٠ > ١ اگر و است سراسري مجانبي پايدار بيماري بدون تعادل نقطه ،R٠ ≤ ١ اگر
و گرفت انجام مدل پارامترهاي به نسبت آن حساسيت تحليل مي شود، مشخص عمومي کاملاٌ مولد عدد توسط مدل ديناميک که آنجا از بود.

گرديد. ارائه تئوري مباحث درستي تاييد براي نيز عددي مثال هاي گرديد. مشخص بيماري شيوع گسترش يا مهار در پارامتر هر نقش
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Global dynamics of a mathematical model for propagation of
infection diseases with saturated incidence rate
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Abstract: An epidemic model is described and introduced in which a vaccination program has been
included. The model considers disease-caused death in addition to natural death, and the total population
size is variable. The equilibria of the model, the disease-free equilibrium and the endemic equilibrium, are
obtained and the global dynamics of the model are stated via the basic reproduction number using proper
Lyapunov functions. The disease-free equilibrium is asymptotically globally stable when this quantity is
less than or equal to unity and when it is greater than unity, the endemic equilibrium is asymptotically
globally stable.
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