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ضربه شرط با کسري مرزي مقدار مسئله براي ضعيف جواب حداقل وجود براي کافي شرط چندين مقاله اين در چکيده:
بهبود و گسترش اخير نتايج از برخي است. تغييراتي روش هاي بر مبتني ما استفاده مورد روش است. شده گرفته نظر در

است. شده ارائه به دست آمده، نتايج بيش تر تفهيم براي مثال يک اين، بر علاوه يافته اند.
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مقدمه ۱
يافتيم دست زير واقعي تر مدل به مي دهد نشان را سيال در آلاينده حرکت بر خارجي عوامل تاثير که ضربه شرط کردن اضافه با مقاله اين در
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براي Ij : R → R و ∆(tD
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که معنا بدين هستند Lj > ٠ ليپشيتز ثابت با ليپشيتز پيوسته توابعي j = ١, · · · , n

|Ij(x٢)− Ij(x١)| ≤ Lj|x٢ − x١|
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۸۳ کسري مرزي مقدار مسائل براي يکتايي و وجودي نتايج

مي ناميم. (P f
λ ) مسئله را مسئله اين .Ij(٠) = ٠ داريم و x١, x٢ ∈ R هر براي

ذرات براون حرکت توصيف براي را انتشار معادله ريسکن ، [۲۹] در مي پردازيم. (P f
λ ) مسئله براي جواب وجود بررسي به مقاله اين در

کرد معرفي
∂C(x, t)

∂t
=

[
−v

∂

∂x
+D

∂٢

∂x٢

]
C(x, t),

است. رانش ضريب v > ٠ و انتشار ضريب D > ٠ است، t زمان در x فضاي متغير غلظت ميدان يک C(x, t) آن در که
بسيار سفره اي طريق از در حال حرکت املاح که مي دهند نشان [۱۱] عددي آزمايش هاي و [۵ ،۴] آزمايشگاهي داده هاي از بسياري
براون حرکت تصادفي روند از شده ايجاد انحراف بزرگي دليل زيرا مي کنند، نقض را محلي دوم مرتبه نظريه هاي اساسي فرضيات ناهمگن،

[۴] به توجه با است.

∂C(x, t)

∂t
= −v

∂C(x, t)

∂x
+Dj

∂γC(x, t)

∂xγ
+D(١− j)

∂γC(x, t)

∂(−x)γ
, (۱ . ۱)

و چپ کسري ديفرانسيل عملگرهاي مورد در بيش تر جزئيات (براي است راست و چپ کسري ديفرانسيل عملگرهاي ترتيب C آن در که
معادله (۱ . ۱) و مي يابد تقليل انرژي انتقال کلاسيک عملگر به پراکندگي اپراتور ،γ = ٢ اگر مخصوصاً، شود). مراجعه [۴] مرجع به راست

مي کند. توصيف را متقارن انتقال هاي (۱ . ۱) معادله باشد j = ١
٢

اگر ديگر، طرف از مي شود. پراکندگي پيوستگي کلاسيک
تئوري فشرده توسعه معادلات به دليل اين است. گرفته قرار محققان از بسياري توجه مورد اخيراً (FDE) کسري ديفرانسيل معادلات
زيادي اهميت غيره و برقي شبکه هاي احتمال، مهندسي، شيمي، مکانيک، فيزيک، مانند مختلف علوم در کاربردشان در هم و کسري محاسبات
براي جواب هايي وجود اخيراً، شود. ديده آن ها در موجود منابع و [۲۷ ،۲۴ ،۲۲ ،۹] مقالات بيش تر جزئيات براي کردند. پيدا اخير پژوهش هاي در
[۲۵ ،۱۶ ،۱۵ ،۱۳ ،۸] مقالات به را خواننده راستا اين در است گرفته قرار مطالعه مورد مقالات از بسياري در FDEها براي مرزي مقدار مسائل
زير کسري مرزي مقدار مسائل براي را جواب ها چندگانگي و وجود تنگ و چن [۸] در مثال، عنوان به . مي دهيم ارجاع آن ها در موجود منابع و

کردند: }بررسي
d
dt

(١
٢٠D

−β
t (u′(t)) + ١

٢ tD
−β
T (u′(t))

)
+ λ∇F (t, u(t)) = ٠, a.e. t ∈ [٠, T ],

u(٠) = u(T ) = ٠,

است. پيوسته تابع يک F : [٠, T ]× RN → R آن در که
اکولوژي، بهينه، کنترل جمعيت، پويايي درماني، شيمي در (IBV Ps) مرزي مقدار مسائل کاربرد و اهميت اخير به علت سال هاي در
ضربه اي، ديفرانسيل معادلات جامع مطالعه براي است. شده انجام مسائل اين براي جواب وجود براي زيادي تحقيقات فيزيک و صنعتي روباتيک
در را ضربه اي ديفرانسيل معادلات تئوري مورد در اخير مقالات از برخي مي توانيم همچنين مي دهيم. ارجاع [۲۶] مرجع خواندن به را خواننده

کنيم. مشاهده [۳۲ ،۱۹ ،۱۷] مقالات
است، گرفته قرار بررسي مورد بحراني نقطه تئوري و ثابت نقطه قضاياي از استفاده با نيز ضربه اي FDEهاي جواب هاي وجود اخيراً،
وجود [۳] در باي مثال شود. به عنوان مراجعه آن ها در موجود منابع و [۳۳ ،۲۱ ،۲۰ ،۱۴ ،۱۲ ،۳ ،۲] مقالات به زمينه اين در بيش تر مطالعه براي
ثابت، نقطه قضيه از استفاده با [۱۴] در همکاران و گائو داد. قرار مطالعه مورد را غيرتناوبي مرزي شرايط با ضربه اي کسري معادله براي جواب

کردند. ايجاد را کسري انتگرال هاي شامل ضربه اي ديفرانسيل معادلات از دسته يک براي جواب ها يکتايي و وجود براي کافي شرايط
را (P f

λ ) مسئله براي نابديهي ضعيف يکتا جواب حداقل وجود حاضر، مقاله در بالا، تحقيقات راستاي در و موضوع اهميت به توجه با
را ۵ . ۴ قضيه کار، پايان در مي شود. برآورده ۱ . ۳ قضيه شرايط آن در که مي دهيم ارائه را ۲ . ۳ مثال شود. مراجعه ۱ . ۳ قضيه به مي کنيم، بررسي

مي دهيم. ارائه است t از مستقل f وقتي ۱ . ۳ قضيه از کاربردي  به عنوان
به ٣ بخش که حالي در مي آوريم، را به ياد اوليه نتايج و اساسي تعاريف از برخي ٢ بخش در است. شده تنظيم شرح اين به حاضر مقاله

است. شده داده اختصاص (P f
λ ) مسئله براي کلاسيک يکتا جواب وجود

مقدمات و تعاريف ۲
مي دهيم. ارائه را فصل اين اصلي نتايج براي به دست آوردن نياز مورد قضاياي و گزاره ها تعاريف، فصل اين در

هستند: زير خاصيت داري کسري انتگرال هاي [۳۱ ،۲۴] .۱ . ۲ ∫گزاره b

a

[aD
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∫ b

a

[tD
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b g(t)]f(t)dt, γ > ٠,
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،q ̸= ١ ،p ̸= ١ يا ١
p
+

١
q
≤ ١ + γ ،q ≥ ١ ،p ≥ ١ و g ∈ Lq([a, b],RN) ،f ∈ Lp([a, b],RN) آن در که

.١
p
+

١
q
= ١+ γ

مي کنيم فرض منظور اين براي کنيم، معرفي را مسئله اين جواب هاي فضاي بايد ،(P f
λ ) مسئله وجودي نتايج براي به دست آوردن حال

نرم به نسبت C∞
٠ ([٠, T ]) فضاي بستار که است باناخ فضاي يک Eα,p

٠ (٠, T ) و ١ < p < ∞ ،٠ < α ≤ ١

∥u∥p
Eα,p
٠ (٠,T )

= ∥caDα
t u(t)∥

p
Lp(٠,T ) + ∥u∥pLp(٠,T ),

مي دهيم: قرار اختصار براي فصل اين ادامه در شود). ديده [۲۳] (مرجع است بازتابي پذير جدايي باناخ فضاي يک Eα,p
٠ (٠, T ) فضاي است.

زير که به صورت هستند C([٠, T ]) و L٠)٢, T ) فضاهاي نرم دهنده ي نشان ترتيب به ∥.∥∞ و ∥.∥ کنيم فرض و Eα,٢
٠,T = Eα

∥u∥٢ =
∫ T

٠
|u(t)|٢ dt, u ∈ L٠)٢, T ),

و
∥u∥∞ = max

t∈[٠,T ]
|u(t)|, u ∈ C([٠, T ])

زير نرم و داخلي ضرب با Eα مي شوند. تعريف

(u, v)α =

∫ T

٠
(c٠D

α
t u(t)

c
٠D

α
t v(t) + u(t)v(t))dt

و

∥u∥٢α =

∫ T

٠

(
|c٠Dα

t u(t)|٢ + |u(t)|٢
)
dt

زير نرم با نرم اين ،٠ < a١ ≤ a(t) ≤ a٢ اگر که داريم توجه است. هيلبرت فضاي يک

∥u∥٢a,α =

∫ T

٠

(
|c٠Dα

t u(t)|٢dt+ a(t)|u(t)|٢
)
dt,

است. معادل

داريم ،u ∈ Eα هر براي آنگاه .٠ < α ≤ ١ کنيم فرض [۲۳] .۲ . ۲ گزاره

∥u∥ ≤ Tα

Γ(α + ١)
∥c٠Dα

t u∥. (۱ . ۲)

،١
٢
< α ≤ ١ هر براي  علاوه براين

∥u∥∞ ≤ Tα− ١
٢

Γ(α)(٢α− ١)
١
٢
∥c٠Dα

t u∥.

زير نرم با را Eα مي توانيم فوق گزاره به توجه با

∥u∥٠,α =

(∫ T

٠
|c٠Dα

t u(t)|٢dt
) ١

٢

= ∥c٠Dα
t u∥, ∀u ∈ Eα,

داريم ،u ∈ Eα هر براي α >
١
٢

هنگامي که ۲ . ۲ گزاره به توجه با همچنين بگيريم. نظر در

∥u∥∞ ≤ k

(∫ T

٠
|c٠Dα

t u(t)|٢dt
) ١

٢

= k∥u∥٠,α < k∥u∥a,α, (۲ . ۲)
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آن در که

k =
Tα− ١

٢

Γ(α)
√
٢α− ١

. (۳ . ۲)

مي دهيم قرار ،L :=
∑n

i=١ Lj گرفتن نظر در با حال

C١ :=
١
٢
(١− LTk٢),

C٢ :=
١
٢
(١+ LTk٢).

(۴ . ۲)

کند. صدق LTk٢ < ١ نامساوي در h تابع از L > ٠ ليپشيتز ثابت که فرض کنيم اکنون
مي دهيم. ارائه زير در را (P f

λ ) معادله کلاسيک جواب هاي و ضعيف جواب هاي تعريف اينجا در

باشيم داشته v ∈ Eα هر براي هرگاه گوييم (P f
λ ) مسئله ضعيف جواب را u ∈ Eα تابع .۳ . ۲ ∫تعريف T

٠
[(c٠D

α
t u(t))(

c
٠D

α
t v(t))+a(t)u(t)v(t)]dt+

n∑
j=١

Ij(u(tj))v(tj)

−λ

∫ T

٠
f(t, u(t)) v(t)dt = ٠.

تابع .۴ . ۲ تعريف

u ∈

{
u ∈ AC([٠, T ]) :

∫ tj+١

tj

(
|c٠Dα

t u(t)|٢ + |u(t)|٢
)
dt < ∞, j = ٠, . . . n

}

هرگاه گوييم (P f
λ ) مسئله کلاسيک جواب را

tD
α
T (c٠D

α
t u(t)) + a(t)u(t) = λf(t, u(t)), a.e. t ∈ [٠, T ]\{t١, . . . , tn},

∆
(
tD

α−١
T (c٠D

α
t u)

)
(tj) = Ij(u(tj)) باشند، موجود tD

α−١
T (c٠D

α
t u) (t

−
j ) و tD

α−١
T (c٠D

α
t u) (t

+
j ) حدود

.u(٠) = u(T ) = ٠ و

باشد. آن کلاسيک جواب اگر اگروفقط است (P f
λ ) مسئله براي ضعيف جواب u ∈ Eα تابع [۲.۱ لم ،۷] .۵ . ۲ لم

تابع باشد. هيلبرت فضاي يک X که کنيم [۱۰] فرض .۶ . ۲ تعريف

F : X → R

هرگاه گويند بازدارنده را
lim

∥u∥→∞
F (u) = ∞,

مي خوانند). کرسيو يا بازدارنده را تعريف اين مراجع از بسياري (در

تغييراتي اصل از زير نسخه بر مبتني استدلال کنيم. اثبات را (P f
λ ) مسئله براي نابديهي ضعيف يکتا جواب حداقل وجود مي خواهيم

است. شده آورده [۶] در بيشي موليکا و بنانو توسط که است [۵.۲ قضيه ،۲۸] ريچري
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باشند گتو پذير مشتق پيوسته طور به تابع دو Φ,Ψ : X −→ R و باشد بازتابي حقيقي باناخ فضاي يک X کنيم ۲ . ۷. فرض قضيه
باشد. فرض دنباله اي ضعيف بالايي نيم پيوسته Ψ و X در (کرسيو) بازدارنده و قوي پيوسته دنباله اي، ضعيف پايين نيم پيوسته Φ به طوري که
که باشد تابعي φ کنيم r، فرض > infX Φ هر براي و ،λ ∈ R هر براي Iλ := Φ − λΨ که به صورت باشد تابعکي Iλ کنيم

مي شود تعريف زير  به صورت

φ(r) := inf
u∈Φ−١(−∞,r)

supv∈Φ−١(−∞,r)Ψ(v)−Ψ(u)

r − Φ(u)
.

که مي پذيرد سراسري مينيمم يک Φ−١(−∞, r) روي Iλ تابعک تحديد ،λ ∈
(
٠,

١
φ(r)

)
هر و r > infX Φ هر براي آنگاه

است. X در Iλ از نسبي) مينيمم ) بحراني نقطه يک
وجود تا است شده گرفته کار به موفقيت با ۷ . ۲ قضيه مقالات اين در که مي دهيم ارجاع [۱۸ ،۱۷ ،۱۳ ،۱] مقالات به را علاقه مند خواننده

کند. اثبات را مرزي مقدار مسائل براي غيربديهي يکتا جواب حداقل
Jj : [٠, T ]×R −→ R و F : [٠, T ]×R −→ R توابع j به ترتيب = ١ . . . , n براي Ij و f توابع به متناظر اکنون

زير را به صورت j = ١, . . . , n براي

F (t, ξ) :=

∫ ξ

٠
f(t, x)dx, ∀ ξ ∈ R,

و
Jj(x) =

∫ x

٠
Ij(ξ)dξ, j = ١, . . . , n, ∀ x ∈ R,

. مي کنيم تعريف
مي گيريم: نظر در ضربه اي قسمت هاي روي را زير شرط مقاله اين در

.j = ١, . . . , n هر براي Ij ≥ ٠ کنيم (H) فرض

اصلي نتايج ۳

مي دهيم. ارائه (P f
λ ) مسئله براي ضعيف يکتا جواب حداقل وجود مورد در را خود اصلي نتايج بخش، اين در

کنيم ۳ . ۱. فرض قضيه

sup
γ>٠

γ٢∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ

F (t, ξ)dt

>
k٢

C١
, (DF )

مثبت لبگ اندازه با B ⊂ D و D ⊆ [٠, T ] ناتهي باز مجموعه هاي و است شده تعريف (۳ . ۲) در که است ثابتي همان k آن در که
به طوري که دارند وجود

lim sup
ξ→٠+

ess inft∈B F (t, ξ)

|ξ|٢
= +∞, (۱ . ۳)

و

lim inf
ξ→٠+

ess inft∈D F (t, ξ)

|ξ|٢
> −∞. (۲ . ۳)

هر براي آنگاه

λ ∈

٠,
C١

k٢
sup
γ>٠

γ٢∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ

F (t, ξ)dt

 ,
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باشيم داشته مي توانيم همچنين مي پذيرد. uλ ∈ Eα غيربديهي کلاسيک يکتا جواب حداقل (P f
λ ) مسئله

lim
λ→٠+

∥u∥a,α = ٠,

حقيقي تابع و

λ → ١
٢
∥u∥٢a,α +

n∑
j=١

Jj(u(tj))− λ

∫ T

٠
F (t, u(t))dt,

در نزولي اکيداً و ,٠منفي
C١

k٢
sup
γ>٠

γ٢∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ

F (t, ξ)dt

 ,

است.

را به صورت Φ,Ψ : X → R تابعک هاي و Eα = X مي دهيم قرار منظور اين براي کنيم. استفاده ۷ . ۲ قضيه از مي خواهيم اثبات.
زير

Φ(u) :=
١
٢
∥u∥٢a,α +

n∑
j=١

Jj(u(tj)), (۳ . ۳)

و

Ψ(u) :=

∫ T

٠
F (t, u(t))dt, (۴ . ۳)

j = ١, . . . , n و ξ ∈ R هر براي توجه به اين که با حال دارند. را ۷ . ۲ قضيه لازم شرايط Ψ و Φ دهيم نشان مي خواهيم مي کنيم. تعريف
نامساوي

−Lj|ξ| ≤ Ij(ξ) ≤ Lj|ξ|,

بياوريم دست به مي توانيم u ∈ X هر براي (۴ . ۲) و (۲ . ۲) روابط گرفتن نظر در با و داريم را

C١∥u∥٢a,α ≤ Φ(u) ≤ C٢∥u∥٢a,α. (۵ . ۳)

اثبات هايي مشابه طرفي از مي باشد. دنباله اي پاييني ضعيف نيم پيوسته Φ همچنين و است (کرسيو) بازدارنده Φ : X → R تابعک بنابراين
داريم u, v ∈ X هر براي و هستند گتو پذير مشتق پيوسته طور به Ψ و Φ تابعک دو آمده، [۳۰] در که

Φ′(u)(v) =

∫ T

٠
[(c٠D

α
t u(t))(

c
٠D

α
t v(t)) + a(t)u(t)v(t)] dt+

n∑
j=١

Ij(u(tj))v(tj),

و

Ψ′(u)(v) =

∫ T

٠
f(t, u(t))v(t)dt.

نقطه يک u ∈ X تابع دارند. را ۷ . ۲ قضيه از استفاده براي لازم شرايط ،Ψ و Φ بنابراين است. دنباله اي بالايي ضعيف نيم پيوسته Ψ
باشيم داشته v ∈ X هر براي هرگاه است Iλ(u) = Φ(u)− λΨ(u) تابعک بحراني

Φ′(u)(v)− λΨ′(u)(v) = ٠.
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در با هستيم. (P f
λ ) مسئله بحراني نقاط پس به دنبال هستند. (P f

λ ) مسئله (کلاسيک) ضعيف جواب هاي همان تابعک بحراني نقاط بنابراين
به طوري که دارد وجود γ̄ > ٠ ،(DF ) شرط گرفتن نظر

γ̄٢∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ̄

F (t, ξ)dt

>
k٢

C١
. (۶ . ۳)

مي دهيم قرار

r =
C١

k٢
γ̄٢.

داريم r > ٠ هر براي (۵ . ۳) و (۳ . ۳) ،(۲ . ۲) معادلات گرفتن نظر در و ۳ . ۳ تعريف از

Φ−١(−∞, r) =
{
u ∈ X; Φ(u) < r

}
⊆

{
u ∈ X; |u| ≤ γ̄

}
.

داريم ،Φ(٠) = Ψ(٠) = ٠ و ٠ ∈ Φ−١(−∞, r) چون طرفي از و φ(r) تعريف به توجه با و ساده محاسبات با

φ(r) = inf
u∈Φ−١(−∞,r)

(supv∈Φ−١(−∞,r)Ψ(v))−Ψ(u)

r − Φ(u)
≤

supu∈Φ−١(−∞,r)Ψ(u)

r

≤

∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ̄

F (t, ξ)dt

C١

k٢
γ̄٢

.

مي دهيم قرار

λ∗ =
C١

k٢
sup
γ>٠

γ٢∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ

F (t, ξ)dt

.

موضعي) (مينيمم بحراني نقطه يک حداقل Iλ تابعک ،λ ∈ (٠, λ∗) ⊆
(
٠,

١
φ(r)

)
هر براي که مي کند تضمين ۷ . ۲ قضيه بنابراين

که دهيم نشان بايد کار اين براي باشد. بديهي نمي تواند uλ که دهيم نشان مي خواهيم مي پذيرد. uλ ∈ Φ−١(−∞, r)

lim sup
∥u∥→٠+

Ψ(u)

Φ(u)
= +∞. (۷ . ۳)

به طوري که مي گيريم نظر در (σ > ٠ (با κ و σ ثابت هاي و صفر به همگرا {ξn} ⊂ R+ دنباله (۲ . ۳) و (۱ . ۳) فرضيات به توجه با

lim
n→+∞

ess inft∈B F (t, ξn)

|ξn|٢
= +∞,

و
ess inf

t∈D
F (t, ξ) ≥ κ|ξ|٢,

به طوري که مي گيريم نظر در را v ∈ X تابع و مثبت لبگ اندازه با G ⊂ B مجموعه .ξ ∈ [٠, σ] هر براي

،t ∈ [٠, ١] هر براي v(t) ∈ [٠, T ] (k١)

،t ∈ G هر براي v(t) = ١ (k٢)

.t ∈ [٠, T ] \D هر براي v(t) = ٠ (k٣)
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باشد: زير شرط با مثبت حقيقي عدد يک η به طوري که مي گيريم نظر در ثابت را M > ٠ رو، اين از

M <

η meas(G) + κ

∫
D\G

|v(t)|٢dt

C٢∥u∥٢a,α
.

و ξn < σ به طوري که n٠ ∈ N دارد وجود آنگاه

ess inf
t∈B

F (t, ξn) ≥ η|ξn|٢,

داريم بزرگ کافي اندازه به n براي ) v تابع ويژگي هاي گرفتن نظر در با ،n > n٠ هر براي الان .n > n٠ هر براي
آوريم: مي توانيم به دست آنگاه ،(٠ ≤ ξnv(x) < σ

Ψ(ξnv)

Φ(ξnv)
≥

∫
G
F (t, ξn)dt+

∫
D\G

F (t, ξnv(t))dt

Φ(ξnv)

>

η meas(G) + κ

∫
D\G

|v(t)|٢dt

C٢∥u∥٢a,α
> M.

مي آوريم: باشد، به دست بزرگ کافي اندازه به مي تواند M چون

lim
n→∞

Ψ(ξnv)

Φ(ξnv)
= +∞,

رابطه و

lim sup
∥u∥→٠+

Ψ(u)

Φ(u)
= +∞,

بزرگ، کافي اندازه به n براي به طوري که دارد وجود صفر به همگرا قوي {wn} به طور ⊂ X دنباله يک پس مي شود. نتيجه راحتي به
و wn ∈ Φ−١(−∞, r)

Iλ(wn) = Φ(wn)− λΨ(wn) < ٠.

مي آوريم است به دست Φ−١(−∞, r) به Iλ تحديد از کلي مينيمم يک uλ چون

Iλ(uλ) < ٠, (۸ . ۳)

نگاشت که مي کنيم مشاهده است. به راحتي نابديهي uλ بنابراين

(٠, λ∗) ∋ λ 7→ Iλ(uλ), (۹ . ۳)

باشيم داشته مي توانيم طرفي از است. منفي
lim
λ→٠+

∥uλ∥a,α = ٠.

است uλ ∈ Φ−١(−∞, r) جواب λ ∈ (٠, λ∗) هر براي و است (کرسيو) بازدارنده Φ که مي کنيم يادآوري رابطه اين درستي براي
ثابت که کرد مشاهده مي توان آساني به آنگاه .λ ∈ (٠, λ∗) هر براي ∥uλ∥a,α ≤ L به طوري که دارد وجود L مثبت ثابت مي دانيم و

به طوري که دارد وجود N ∫∣∣∣∣مثبت T

٠
f(t, uλ(t))uλ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ N∥uλ∥a,α ≤ NL, (۱۰ . ۳)
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.λ ∈ (٠, λ∗) هر براي و v ∈ X هر براي I ′λ(uλ)(v) = ٠ داريم ،Iλ از بحراني نقطه يک uλ چون .λ ∈ (٠, λ∗) هر براي
مي دهد نتيجه I ′λ(uλ)(uλ) = ٠ ويژه به

Φ′(uλ)(uλ) = λ

∫ ١

٠
f(t, uλ(t))uλ(t)dt, (۱۱ . ۳)

داريم .λ ∈ (٠, λ∗) هر براي
٠ ≤ ٢C١∥uλ∥٢a,α ≤ Φ′(uλ)(uλ),

مي شود نتيجه (۱۱ . ۳) رابطه از

٠ ≤ ∥uλ∥٢a,α ≤ λ

∫ T

٠
f(t, uλ(t))uλ(t)dt, (۱۲ . ۳)

مي آوريم (۳ . ۱۰)، به دست و (۱۲ . ۳) رابطه هاي و به کارگيري λ → ٠+ گرفتن نظر در با .λ ∈ (٠, λ∗) هر براي

lim
λ→٠+

∥uλ∥a,α = ٠.

نگاشت که دهيم نشان مي خواهيم پايان در مي رسيم. دلخواه نتيجه به سپس

λ 7→ Iλ(uλ),

باشيم داشته u ∈ X هر براي مي توانيم هدف اين به رسيدن براي است. نزولي اکيداً (٠, λ∗) در

Iλ(u) = λ

(
Φ(u)

λ
−Ψ(u)

)
. (۱۳ . ۳)

براي Φ(−∞, r) به Iλi
تابعک تحديد از کلي مينيمم يک uλi

که کنيم و فرض ٠ < λ١ < λ٢ < λ∗ مي گيريم نظر در
دهيم قرار همچنين است. i = ١, ٢

mλi
=

(
Φ(uλi

)

λi

−Ψ(uλi
)

)
= inf

v∈Φ−١(−∞,r)

(
Φ(v)

λi

−Ψ(v)

)
,

مي دهد نتيجه λ بودن مثبت گرفتن نظر در با (۱۳ . ۳) و (۹ . ۳) رابطه هاي بديهي i. به طور = ١, ٢ براي

mλi
< ٠, (۱۴ . ۳)

i. علاوه براين = ١, ٢ براي

mλ٢ ≤ mλ١ , (۱۵ . ۳)

مي آوريم ٠ به دست < λ١ < λ٢ دوباره و به کارگيري (۱۵ . ۳) تا (۱۳ . ۳) رابطه هاي از استفاده با و ٠ < λ١ < λ٢ گرفتن نظر در با

Iλ٢(uλ٢) = λ٢mλ٢ ≤ λ٢mλ١ < λ١mλ١ = Iλ١(uλ١),

داد نشان مي توان λ < λ∗ دلخواه ثابت هر براي است. نزولي اکيداً λ ∈ (٠, λ∗) در λ 7→ Iλ(uλ) که مي دهد نشان رابطه اين و
است. تمام اثبات و است نزولي اکيداً (٠, λ∗) در λ 7→ Iλ(uλ) که

است. شده آورده ۱ . ۳ قضيه از کاربردي زير به عنوان مثال
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بگيريد نظر در را زير مسئله .۲ . ۳ مثال

tD
۴
۵
T

(
c
٠D

۴
۵
t u(t)

)
+ u(t) = λf(u), t ̸= ١

٣
, a.e. t ∈ [٠, ١],

∆
(
tD

− ١
۵

T

(
c
٠D

۴
۵
t u

))
(
١
٣
) = λ

٣Γ٢(۴۵)

١٠
cos(u(

١
٣
)),

u(٠) = u(١) = ٠,

(۱۶ . ۳)

آن در که

f(ξ) =
٣Γ٢(۴۵)

۵
(٢ξ + sin ٢(ξ) + sinh(ξ)) ,

آوريم: زير به دست را به صورت F مي توانيم ،f تعريف به توجه با .ξ ∈ R هر براي

F (ξ) =
٣Γ٢(۴۵)

۵٠٠
(
ξ٢ + sin٢(ξ) + cosh(ξ)− ١

)
,

چون .C١ =
١
۴

و k =

√
١۵

٣Γ(۴۵)
که داد نشان مي توان ساده محاسبات با .ξ ∈ R هر براي

sup
γ>٠

γ٢

F (γ)
>

k٢

C١
=

٢٠Γ٢(۴۵)

٣
,

جواب (۱۶ . ۳) مسئله λ ∈ (٠, ٢۵) هر براي ۱ . ۳ قضيه از استفاده با بنابراين است. شده برآورده ۱ . ۳ قضيه شرايط تمام که مي کنيم ملاحظه
باشيم: داشته مي توانيم براين علاوه مي پذيرد. uλ ∈ Eα در نابديهي کلاسيک يکتا

lim
λ→٠+

∥u∥١, ۴۵ = ٠,

حقيقي تابع و

λ → ١
٢
∥u∥٢١, ۴۵ +

٣Γ٢(۴۵)

١٠
cos(u(

١
٣
))− λ

∫ ١

٠
F (u(t))dt,

مي باشد. (٠, ٢۵) در نزولي اکيداً و منفي

گيري نتيجه ۴
مي دهيم. ارائه را اصلي قضيه از نتيجه چند اينجا در

کنيم موضوع فرض اين درستي اثبات براي است. نامنفي ۱ . ۳ قضيه در آمده کلاسيک به دست جواب آنگاه باشد، نامنفي f اگر .۱ . ۴ ملاحظه
مجموعه کنيم مي کنيم فرض استفاده خلف برهان از حال باشد. (P f

λ ) مسئله از نابديهي کلاسيک جواب u٠
هر براي v̄(t) = min{٠, u٠(t)} بگيريم نظر در است. مثبت اندازه با و ناتهي A = {t ∈ [٠, T ] : u٠(t) < ٠}

داريم آنگاه , v̄ ∈ Eα و t ∈ [٠, T ]∫ T

٠
[(c٠D

α
t u٠(t))(

c
٠D

α
t v̄(t))+a(t)u٠(t)v̄(t)]dt+

n∑
j=١

Ij(u٠(tj))v̄(tj)

−λ

∫ T

٠
f(t, u٠(t))v̄(t)dt = ٠.
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داريم: ،λ > ٠ هر براي است، نامنفي f چون و v̄ = u٠ انتخاب با و است (P f
λ ) مسئله از ضعيف جواب u٠ توجه به اين که با

٠ ≤٢C١∥u٢∥٠Eα,p
٠ (A)

≤
∫ T

٠

[
(c٠D

α
t u٠(t))

٢ + a(t)u٢٠(t)
]
dt+

n∑
j=١

Ij(u٠(tj))u٠(tj)

=λ

∫
A
f(t, u٠(t))u٠(t)dt ≤ ٠.

حکم و باطل خلف فرض پس است، نابديهي ضعيف جواب u٠ که است اين با متناقض اين و ∥u٠∥Eα,p
٠ (A) = ٠ مي شود نتيجه سپس

مي شود. اثبات

زير ساده تر شکل به مي توان را (DF ) شرط آنگاه ،x ∈ R و t ∈ [٠, T ] هر براي f(t, x) ≥ ٠ تابع ،۱ . ۳ قضيه در اگر .۲ . ۴ ملاحظه
گرفت: نظر در

sup
γ>٠

γ٢∫ T

٠
F (t, γ)dt

>
k٢

C١
. (D′

F )

زير شرط اگر براين علاوه

lim sup
γ→∞

γ٢∫ T

٠
F (t, γ)dt

>
k٢

C١
,

است. برقرار ′D) به خودي خود
F ) شرط آنگاه باشد برقرار

و باشد ثابت γ̄ > ٠ که کنيم ۴ . ۳. فرض ملاحظه

γ̄٢∫ T

٠
sup
|ξ|≤γ̄

F (t, ξ)dt

>
k٢

C١
.

است. برقرار ∥uλ∥∞ ≤ γ̄ براي ۱ . ۳ قضيه نتايج آنگاه

مجموعه بستار به متعلق (٠, ٠) زوج که حالتي در دارد وجود انشعابي نتيجه يک ۱ . ۳ قضيه در .۴ . ۴ ملاحظه

{(uλ, λ) ∈ Eα × (٠,+∞)},

داريم ۱ . ۳ قضيه از استفاده با واقع در است. (P f
λ ) مسئله نابديهي کلاسيک جواب uλ و Eα × R در

∥uλ∥α → ٠,

به طوري که دارند وجود (uj = uλj
) R+ در {λj} و Eα در {uj} دنباله دو بنابراين .λ → ٠ هنگامي که

λj → ٠+

و
∥uj∥α → ٠,

داريم به دليل اين که تاکيد براين علاوه .j → +∞ هنگامي که

(٠, λ∗) ∋ λ 7→ Iλ(uλ),

متمايزند. آمده اند ۳ . ۱ به دست قضيه در که uλ٢ و uλ١ جواب هاي ،λ١ ̸= λ٢ با λ١, λ٢ ∈ (٠, λ∗) هر براي است نزولي اکيداً
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مي دهيم. ارائه را است t از مستقل f وقتي را ،۱ . ۳ قضيه از نتيجه اي اينجا در

ξ. فرض ∈ R هر براي F (ξ) =

∫ ξ

٠
f(x)dx دهيم قرار باشد. نامنفي پيوسته تابع f : R → R که کنيم ۴ . ۵. فرض قضيه

کنيم

lim
ξ→٠+

F (ξ)

|ξ|٢
= +∞.

هر براي آنگاه

λ ∈
(
٠,

C١

Tk٢
sup
γ>٠

γ٢

F (γ)

)
,

مسئله
tD

α
T (c٠D

α
t u(t)) + a(t)u(t) = λf(u(t)), t ̸= tj, a.e. t ∈ [٠, T ],

∆
(
tD

α−١
T (c٠D

α
t u)

)
(tj) = λIj(u(tj)), j = ١, . . . n,

u(٠) = u(T ) = ٠,
باشيم: داشته مي توانيم همچنين مي پذيرد. uλ ∈ Eα غيربديهي کلاسيک يکتا جواب حداقل

lim
λ→٠+

∥u∥a,α = ٠,

حقيقي تابع و

λ → ١
٢
∥u∥٢a,α +

n∑
j=١

Jj(u(tj))− λ

∫ T

٠
F (u(t))dt,

در نزولي اکيداً و )منفي
٠,

C١

Tk٢
sup
γ>٠

γ٢

F (γ)

)
,

است.
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Abstract: This paper presents several sufficient conditions for the existence of at least one weak solu-
tion for the impulsive nonlinear fractional boundary value problem. Our technical approach is based on
variational methods. Some recent results are extended and improved. Moreover, a concrete example of an
application is presented.
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