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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۲۷۰-۲۵۳ ص ،۲ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۰ سال

مرتبه کسري انتگرال-ديفرانسيل کسري معادله از کلاس يک براي عددي روش
بالينو-کاپوتو آتانگانا- کسري مشتقات با متغير

خسروي٢ حسن نژاد١,*، محمدي محمد حاجي
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کسري مشتقات شامل متغير مرتبه کسري انتگرال-ديفرانسيل معادله بررسي مقاله، اين در ما اصلي هدف چکيده:
به صورت آتانگانا-بالينو-کاپوتو

DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
u(x, Y )dY +

∫ t

٠
u(x, Y ).k(x, Y )dY

=f(x, t),

عددي حل به چبيشف چند جمله اي شامل ماتريسي عملگرهاي بر مبتني عددي روش يک از استفاده با کرديم سعي است.
سيستم  يک به کسري مرتبه انتگرال-ديفرانسيلي معادله تبديل باعث ماتريسي عملگرهاي اين بپردازيم. معادله اين
به دست را فوق کسري انتگرال-ديفرانسيل معادله عددي جواب معادلات، اين کردن حل با که شد خواهد جبرخطي
است، شده محاسبه متلب افزار نرم توسط که را عددي مثال  چند روش اين کارايي و دقت دادن نشان براي مي آوريم.
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مقدمه ۱
کاربردهاي متغير مرتبه کسري مشتقات با کسري ديفرانسيل معادلات حل براي عددي و تحليلي روش هاي توسعه ديفرانسيل، معادلات
اخير سال هاي در غيره و مهندسي اقتصاد، الکترونيک، مهندسي، سيستم هاي شيمي، رياضيات، زيست شناسي، فيزيک، زمينه هاي در مهمي
حاوي ديفرانسيل معادلات مدل سازي مشکلات از برخي براي ديفرانسيل معادلات نوع اين مورد در بحث و مطالعه همچنين .[۶] داشته اند
کسري، مرتبه ديفرانسيل عملگرهاي که آنجا از .[۱۷ ،۱۱ ،۹ ،۷ ،۵] کسري اند حساب در ابزار مفيدترين کاپوتو مشتق تعاريف و ريمان-ليوويل
روش ها اخيراً کنند. توصيف بهتر را ديناميکي سيستم هاي فرايندهاي و طبيعي پديده هاي از برخي مي توانند بنابراين غيرموضعي اند، عملگرهاي
مشتقات با کسري ديفرانسيل معادلات حل هاي راه و متغير مرتبه کسري ديفرانسيل معادلات از کلاس يک حل براي عددي تکنيک هاي و
،[۱۴] تعميم يافته ديفرانسيل تبديل روش ،[۳] آدوميان تجزيه روش ،[۱۶] تغييراتي تکرار روش مثال براي است. گرفته قرار بررسي مورد کسري
مدل عددي روش ،[۱۳] مکعب اسپلاين به روش درون يابي ،[۲۸] طيفي هم محلي روش ،[۲۶] متناهي تفاضلات روش ،[۲] هار موجک روش
[۲۷ ،۲۵ ،۲۲–۲۰ ،۸ ،۵] ديگر روش هاي و [۱۲] مونتز-لژاندر موجک هاي رويکرد از استفاده با عددي روش هاي ،[۱۵] کلاين-کرامرز کسري
انتگرال با ريمان-ليوويل کسري انتگرال هاي کردن جاي گزين با مي خواهيم مقاله اين در گيرند. قرار استفاده مورد مطالعات در مي بايست که
کاپوتو و ريمان-ليوويل انواع مشتقات از جديدي تعميم معرفي به به علاوه کنيم. استفاده ريمان-ليوويل مشتقات تعريف در آتانگانا-بالينو
شده شناخته نمايي تابع که تابعي ميتاگ-لفلر، تابع پارامتر يک با آن هسته تعميم با ريمان-ليوويل انتگرال عملگر اصلاح با که مي پردازيم
متغير مرتبه از کسري ديفرانسيل-انتگرالي معادله از کلاس يک حل ارائه مقاله، اين در ما اصلي هدف مي آيد. به دست مي دهد، گسترش را

است: زير به شکل

DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
u(x, Y )dY +

∫ t

٠
u(x, Y ).k(x, Y )dY = f(x, t),

(۱ . ۱)

است: زير به صورت مرزي و اوليه شرايط آن در که

u(x, ٠) = g(x), x ∈ [٠, ١], u(٠, t) = h(t), t ∈ [٠, ١],

و g(x, t) ،f(x, t) که زمان اند حسب بر تصادفي توابع k(x, t) و g(x, t) ،f(x, t) ،u(x, t) و ٠ < α(t) ≤ ١ به علاوه
آتانگانو توسط شده تعريف کاپوتو به معناي را متغير مرتبه زمان کسري مشتق مقدار DABC

α(t) است. مجهول u(x, t) و معلوم اند k(x, t)
مي کند. بيان

DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
(t) =

M(α(t))

١ − α(t)

∫ t

٠

∂
(
u(x, σ).g(x, σ)

)
∂σ

Eα(t)

( α(t)

١ − α(t)
(t− σ)α(t)

)
dσ,

t > ٠, u(x, t).g(x, t) ∈ H٠)١, ١),

تعريف شده (M − L) ميتاگ-لفلر پارامتري تک تابع Eα و مي کند صدق M(٠) = M(١) = ١ رابطه در M(α(t)) آن در که
است: زير به شرح تواني سري توسط

Eα(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
,

است يافته گسترش معتبر مراجع و مقالات در گسترده اي به طور نيز (M − L) تابع روي مطالعه است. گاما تابع Γ(.) آن در که
داريم: ساده نتيجه يک به عنوان .[۱۹ ،۱۸ ،۱۰ ،۴]

DABC
α(t) (t

m) =


M(α(t))

١ − α(t)

∞∑
p=٠

(−α(t))pΓ(m+ ١)
(١ − α(t))pΓ(α(t)p+m+ ١)

m = ١, ٢, . . . ,

٠, m = ٠,
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يا

DABC
α(t) (t

m) =


Γ(m+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),m+١

(
− α(t)

١ − α(t)

)
m = ١, ٢, . . . ,

٠, m = ٠,

مي شود: داده نمايش زير سري با که مي کند مشخص پارامتر دو با را ميتاگ-لفلر تابع Eα(t),m+١ که

Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
.

چبيشف چند جمله اي روش ما است. متغير مرتبه با کسري انتگرال-ديفرانسيلي معادلات از کلاسي عددي تقريب بررسي مقاله اين در ما هدف
براي جبري معادلات سيستم به معادله تبديل بر مبتني روش اين مي کنيم. پيشنهاد متغير مرتبه کسري انتگرال ديفرانسيل معادله حل براي را
حساب از لازم تعاريف برخي يادآوري به ۲ بخش در است. چبيشف تبديل يافته چند جمله اي از استفاده با تقريبي روش يک آوردن به دست
نشان ماتريس به شکل را تبديل يافته چبيشف بردار و چبيشف تبديل يافته چند جمله اي مهم خصوصيات از برخي ۳ بخش در پرداخته ايم. کسري
مي کنيم ارائه عددي روش يک (۱ . ۱) ديفرانسيل معادله حل براي ۴ بخش در مي کنيم. معرفي را تقريب تابع بخش، اين در همچنين و مي دهيم

مي دهيم. نشان مثال دو ارائه با را بيان شده روش دقت و اثربخشي ،۵ بخش در مي بريم. پايان به همگرايي آناليز با را بخش اين و

کسري حساب ۲

مرتبه کسري حساب هاي رياضي مقدمات سپس و مي کنيم يادآوري را α > ٠ مرتبه از مشتق و کسري انتگرال تعريف ابتدا بخش، اين در
مي دهيم. تغيير را آنها ويژگي هاي و چبيشف چند جمله اي همچنين مي کنيم. تعريف را چبيشف چند جمله اي و معرفي را متغير

کسري انتگرال هاي دراين صورت .٠ < t < b ≤ ∞ و f ∈ L١[a, b] ،٠ < α ≤ ١ کنيم فرض .([۲۳ ،۱۰ ،۹ ،۴]) ۱ . ۲ تعريف
مي شوند: تعريف زير به صورت به ترتيب α درجه ي از ريمان-ليوويل راست و چپ سمت

Iαa+f(t) =
١

Γ(α)

∫ t

a

f(τ)(t− τ)α−١dτ,

Iαb−f(t) =
١

Γ(α)

∫ b

t

f(τ)(τ − t)α−١dτ.

مي شود: بيان زير به صورت α مرتبه از ريمان-ليوويل راست و چپ کسري مشتقات تعريف همچنين

Dα
a+f(t) =

١
Γ(α)

d

dt

∫ t

a

f(τ)(t− τ)−αdτ,

Dα
b−f(t) = − ١

Γ(α)

d

dt

∫ b

t

f(τ)(τ − t)−αdτ.
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است: زير به صورت α مرتبه از راست و چپ سمت کاپوتو کسري مشتقات تعريف ،f پيوسته مطلقا تابع براي

CDα
a+f(t) = I١−α

a+
d

dt
f(t)

=
١

Γ(١ − α)

∫ t

a

(t− τ)−α d

dτ
f(τ)dτ,

CDα
b−f(t) = −I١−α

b−
d

dt
f(t)

= − ١
Γ(١ − α)

∫ b

t

(τ − t)−α d

dτ
f(τ)dτ.

از آتانگانا-بالينو انتگرال دراين صورت .٠ < t < b ≤ ∞ و f ∈ L٠]١, b] ،m− ١ < α ≤ m کنيم فرض .([۱]) ۲ . ۲ تعريف
مي شود: تعريف زير به صورت f تابع براي α مرتبه

IAB
α f(t) =

١ − α

M(α)
f(t) +

α

M(α)
Iαa+f(t).

مي شود: تعريف زير به صورت f تابع براي آتانگانا-بالينو-ريمان عملگر دراين صورت .f ∈ L٠]١, b] تابع کنيم فرض .([۱]) ۳ . ۲ تعريف

DABR
α f(t) =

M(α)

١ − α

d

dt

∫ t

٠
f(τ)Eα

( α

١ − α
(t− τ)α

)
dτ,

مي شود: تعريف زير به صورت نيز آتانگانا-بالينو-کاپوتو مشتقات ،f پيوسته مطلقا تابع براي به علاوه .m− ١ < α ≤ m آن در که

DABC
α f(t) =

M(α)

١ − α

∫ t

٠

d

dτ
(f(τ))Eα

( α

١ − α
(t− τ)α

)
dτ.

متغير مرتبه کسري حساب ۱ . ۲

براي تعريف چند و مي کنيم جاي گزين m ∈ N که m− ١ < α(t) ≤ m کران دار تابع يک با را α کسري مرتبه ما قسمت، اين در
مي کنيم. بيان زير به صورت هاي متغير مرتبه کسري انتگرال و مشتقات

مي شود: تعريف زير به صورت f شده داده تابع براي α(t) مرتبه از آتانگانا-بالينو کسري انتگرال .۴ . ۲ تعريف

IAB
α(t)f(t) =

١ − α(t)

M(α(t))
f(t) +

α(t)

M(α(t))
I
α(t)

a+ f(t).

مي شود: تعريف زير به صورت f شده داده تابع براي α(t) مرتبه از آتانگانا-بالينو-ريمان کسري عملگر همچنين

DABR
α f(t) =

M(α)

١ − α

d

dt

∫ t

٠
f(τ)Eα

( α

١ − α
(t− τ)α

)
dτ.

مي شود: تعريف زير به صورت α(t) درجه از آتانگانا-بالينو-کاپوتو مشتق ،f پيوسته مطلقا تابع براي .۵ . ۲ تعريف

DABC
α(t) f(t) =

M(α(t))

١ − α(t)

∫ t

٠

d

dτ
(f(τ))Eα(t)

( α(t)

١ − α(t)
(t− τ)α(t)

)
dτ.
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چبيشف تبديل يافته چند جمله اي ۳
فرمول با x ∈ [−١, ١] هر به ازاي و مي گيرند قرار استفاده مورد مهندسي و پايه علوم مطالعات از بسياري در چبيشف چند جمله اي هاي

مي شوند: معرفي زير بازگشتي

T٠(x) = ١,

T١(x) = x,

Tn+١(x) = ٢xTn(x)− Tn−١(x), n = ١, ٢, ٣, · · ·

است: زير به صورت و n درجه از چبيشف چند جمله اي تحليلي شکل ،Tn(x) آن در که

Tn(x) = n

[n٢ ]∑
i=٠

(−١)i٢n−٢i−١ (n− i− ١)!
(i)!(n− ٢i)!

xn−٢i.

پس دارند، را بودن متعامد و عادي خواص چبيشف چند جمله اي توابع

∫ ١

−١
Ti(x)Tj(x)

dx√
١ − x٢

=



π, i = j = ٠,

π

٢
, i = j ̸= ٠,

٠ j ̸= i.

،Ti(x) با را x همچنين و کنيم بيان [٠, ١] بازه در را چبيشف تبديل يافته چند جمله اي هاي مي توانيم ،x = ٢t− ١ متغير تغيير اعمال با
تعريف زير صورت به  مي توان را چبيشف تبديل يافته چند جمله اي مي کنيم. جاي گزين است، حسابي اعداد به متعلق i = ٠, ١, ٢, . . . که

کرد:

T ∗
٠ (t) = ١,

T ∗
١ (t) = ٢t− ١,

T ∗
n+١(t) = ٢)٢t− ١)T ∗

n(t)− T ∗
n−١(t), n = ١, ٢, ٣, . . .

است: زير صورت به  n درجه از T ∗
n(x) چبيشف تبديل يافته چند جمله اي که

T ∗
n(t) = n

n∑
k=٠

(−١)n−k٢٢k (n+ k − ١)!
(٢k)!(n− k)!

tk.

پس هستند، متعامد چند جمله اي ها اين

∫ ١

٠
T ∗
i (x)T

∗
j (x)

dx√
١ − x٢

=



π, i = j = ٠,

π

٢
, i = j ̸= ٠,

٠ j ̸= i,
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کنيم فرض است. وزن تابع ١√
١−x٢ که

Φ(t) =
[
T ∗

٠ (t), T
∗

١ (t), . . . , T
∗
n(t)

]
,

کرد: تعريف زير ماتريس به شکل را تبديل يافته چبيشف بردار مي توان حالت اين در

Φ(t) = ATn(t), (۱ . ۳)

از: عبارت اند Tn(t) و A که

A =



١ ٠ ٠ . . . ٠

−١ ٢ ٠ . . . ٠

٢(١−)٢ ١!
٢!

١(١−)٢ ٢٢٢!
٢!

٠(١−)٢ ١!
٢!

. . . ٠

... ... ... . . . ...

n(−١)n
(n− ١)!

n!
n(−١)n−١ ٢٢(n)!

٢!(n− ١)!
n(−١)n−٢ ٢۴(n+ ١)!

۴!(n− ٢)!
. . . n(−١)٠ ٢٢n(٢n− ١)!

(٢n)!



Tn(t) =



١

t

...

tn


.

کرد: بيان زير صورت به  چبيشف تبديل يافته چند جمله اي با مي توان را u(t) ∈ L٠)٢, ١) تابع .Tn(t) = A−١Φ(t) که است بديهي

u(t) =
∞∑
i=٠

ciT
∗
i (t). (۲ . ۳)

زد: تقريب زير به صورت را u(t) مي توان ،(۲ . ۳) معادله در بي نهايت سري کردن محدود با

u(t) ∼=
n∑

i=٠

ciT
∗
i (t) = cTΦ(t),

است: زير به صورت تبديل يافته چبيشف ضريب بردار آن در که

c = [c٠, c١, . . . , cn], c = Q−١(u,Φ(t)),
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تعريف زير به  صورت و مي شود گفته Φ(t) دوگانه ماتريس آن به که (n + ١) × (n + ١) ماتريس يک از است عبارت Q آن در که
مي شود:

Q =

∫ ١

٠
Φ(t)ΦT (t)dt

=

∫ ١

٠
(ATn(t))

(
ATn(t)

)T
(t)dt

= A
(∫ ١

٠
Tn(t)TT

n (t)dt
)

AT

= AHAT ,

با است برابر H ماتريس آن در که

H =



١ ١
٢ . . .

١
n+ ١

١
٢

١
٣ . . .

١
n+ ٢

... ... . . . ...

١
n+ ١

١
n+ ٢

. . .
١

٢n+ ١


.

بنابراين آوريم. به دست را u(x, t) ∈ (L٠]٢, ١]× L٠]٢, ١]) از تقريبي مي توانيم حال

u(x, t) ∼=
n∑

i=٠

n∑
j=٠

uijT
∗
i (x)T

∗
j (t) = ΦT (x)UΦ(t),

که

U =



u٠٠ u٠١ . . . u٠n

u١٠ u١١ . . . u١n

... ... . . . ...

un٠ un١ . . . unn


,

گرفت: نظر در زير به شکل مي توان را U و

U = Q−١(Φ(x), (Φ(t), u(x, t)))Q−١.

ديفرانسيل عملگرهاي تبديل ۴
گسسته سازي ۳ بخش روند از استفاده با را (۱ . ۱) معادله و ماتريسي به شکل را صحيح و کسري مرتبه ديفرانسيل عملگر دو هر بخش اين در ما
،(۱ . ۳) رابطه در Φ بردار مشتق از استفاده با حال مي نماييم. معرفي را عددي جواب آن کمک به سپس مي کنيم. تبديل جبري سيستم به و
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داريم

Φ′(t) = DΦ(t) = D(ATn(t))

= AD
(

Tn(t)
)

= AD


١
t
...
tn



= AD


٠
١
...

tn−١


= AV(n+١)×nT

∗
n(t),

مي شوند: داده نشان زير به صورت T ∗
n(t) و V(n+١)×n که

V(n+١)×n =



٠ ٠ . . . ٠

١ ٠ . . . ٠

٠ ٢ . . . ٠

... ... . . . ...

٠ ٠ . . . n


, T ∗

n(t) =


١
t
...

tn−١


n×١

.

که ،T ∗
n(t) = B∗Φ(t) داريم و مي دهيم گسترش Φ(t) حسب بر را T ∗

n(t) بردار

B∗ =



A−١
[١]

A−١
[٢]

...

A−١
[n]


,

داشت: خواهيم بنابراين .k = ١, ٢, ٣, . . . n آن در که ،A−١ رديف k-امين از است عبارت A−١
[k] و

Φ′(t) = AV(n+١)×nB∗Φ(t).
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است: زير ماتريسي نمايش داراي ∂u(x, t)
∂t

مشتق همچنين

∂u(x, t)

∂t
= ΦT (x)UAV(n+١)×nB∗Φ(t).

کسري مشتقات عملياتي ماتريس دراين صورت .u(x, t), g(x, t) ∈ L٠]٢, ١] و ٠ < α(t) ≤ ١ کنيم فرض .۱ . ۴ قضيه
مي شود: بيان زير صورت به  چبيشف چندجمله اي حسب بر و u(x, t).g(x, t) براي α(t) متغير مرتبه از آتانگانا-بالينو-کاپوتو

DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
= Φ(x)UAMATGΦ(x),

از: است عبارت و مي شود ناميده DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
ماتريس M که

M =



٠
Γ(٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٢

(
− α(t)

١ − α(t)

)
. . .

Γ(٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٢

(
− α(t)

١ − α(t)

) Γ(٣)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٣

(
− α(t)

١ − α(t)

)
. . .

...
... . . .

Γ(n+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+١

(
− α(t)

١ − α(t)

) Γ(n+ ٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+٢

(
− α(t)

١ − α(t)

)
. . .

Γ(n+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+١

(
− α(t)

١ − α(t)

)
Γ(n+ ٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+٢

(
− α(t)

١ − α(t)

)
...

Γ(٢n+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٢n+١

(
− α(t)

١ − α(t)

)



g(x, t) = و u(x, t) = ΦT (x)UΦ(t) آن گاه کنيم، تقريب چبيشف چند جمله اي هاي با را g(x, t) و u(x, t) توابع اگر اثبات.
بنابراين است. معلوم G و نامعلوم U آن در که ،ΦT (t)GΦ(x)

DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]

= DABC
α(t)

[
ΦT (x)UΦ(t).ΦT (t)GΦ(x)

]

= ΦT (x)UDABC
α(t)

[
Φ(t)ΦT (t)

]
GΦ(x)

= ΦT (x)UDABC
α(t)

[
AT∗

n(t)
(

AT∗
n(t)

)T]ATGΦ(x)
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= ΦT (x)UADABC
α(t)

[
T∗
n(t)

(
T∗
n(t)

)T]ATGΦ(x)

= ΦT (x)UADABC
α(t)

(
١
t
...
tn

 .
(

١ t . . . tn
) )

AT GΦ(x)

= ΦT (x)UADABC
α(t)

(


١ t . . . tn

t t٢ . . . tn+١

... . . .
. . . ...

tn t٢n . . . t٢n


)

AT GΦ(x)

= ΦT (x)UA

×



٠
Γ(٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٢

(
− α(t)

١ − α(t)

)
. . .

Γ(٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٢

(
− α(t)

١ − α(t)

) Γ(٣)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٣

(
− α(t)

١ − α(t)

)
. . .

... ... . . .

Γ(n+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+١

(
− α(t)

١ − α(t)

) Γ(n+ ٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+٢

(
− α(t)

١ − α(t)

)
. . .

Γ(n+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+١

(
− α(t)

١ − α(t)

)
Γ(n+ ٢)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),n+٢

(
− α(t)

١ − α(t)

)
...

Γ(٢n+ ١)M(α(t))

١ − α(t)
Eα(t),٢n+١

(
− α(t)

١ − α(t)

)


× AT GΦ(x)

= ΦT (x)UAMATGΦ(x).
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چبيشف چند جمله اي حسب بر
∫ ١

٠ u(x, T )dT عملياتي ماتريس دراين صورت .u(x, t) ∈ L٠]٢, ١] کنيم فرض .([۲۴]) ۲ . ۴ قضيه
مي باشد: زير صورت ∫به  ١

٠
u(x, T )dT = ΦT (x)UApP١Φ(t),

آن در که

Ap = A



١ ٠ . . . ٠

٠ ١
٢ . . . ٠

... ... . . . ...

٠ ٠ . . . ١
n+١


, P١ =



A−١
[٢]

A−١
[٣]

...

A−١
[n+١]

cn+١


, cn+١ = Q−١

∫ ١

٠
tn+١Φ(t)dt.

حسب بر
∫ ١

٠ u(x, T )k(x, T )dT عملياتي ماتريس دراين صورت .u(x, t), k(x, t) ∈ L٠]٢, ١] کنيم فرض .۳ . ۴ قضيه
است: زير به شکل چبيشف ∫چندجمله اي ١

٠
u(x, T )k(x, T )dT = ΦT (x)UARATKΦ(x),

مي شود: محاسبه زير به صورت و است چبيشف چند جمله اي حسب بر
∫ ١

٠ u(x, T )k(x, T )dT عملياتي ماتريس R آن در که

R =



t
١
٢
t٢ . . .

١
n+ ١

tn+١

١
٢
t٢ ١

٣
t٣ . . .

١
n+ ٢

tn+٢

... . . .
. . . ...

١
n+ ١

tn+١ ١
n+ ٢

tn+٢ . . .
١

٢n+ ١
t٢n+١


.

مي شود: تبديل زير به صورت (۱ . ۱) معادله بنابراين
Φ(x)UAMAT GΦ(x) + ΦT (x)UApP١Φ(t) + ΦT (x)UAV(n+١)×nB∗Φ(t) + ΦT (x)UARAT KΦ(x)

= f(x, t).

مي بريم. پايان به همگرايي آناليز براي قضيه اي بيان با را بخش اين

باشند: زير به صورت S٢ و S١ همچنين و
∞∑

n=i+١

∞∑
n=j+١

|ui,j|٢ < ∞ کنيم فرض .۴ . ۴ قضيه

S١ :DABC
α(t)

[
un(x, t).g(x, t)

]
+

∂un(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
un(x, Y )dY +

∫ t

٠
un(x, Y ).k(x, Y )dY,

S٢ :DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
u(x, Y )dY +

∫ t

٠
u(x, Y ).k(x, Y )dY,
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داريم: دراين صورت است. (۱ . ۱) معادله عددي جواب un(x, t) و دقيق جواب u(x, t) که
|S١ − S٢|

n→∞−→ ٠. (۱ . ۴)
داريم: S٢ و S١ تعريف به توجه با اثبات.

S١ − S٢ =DABC
α(t)

[
un(x, t).g(x, t)

]
+

∂un(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
un(x, Y )dY +

∫ t

٠
un(x, Y ).k(x, Y )dY

−
[
DABC

α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
u(x, Y )dY +

∫ t

٠
u(x, Y ).k(x, Y )dY

]
,

بنابراين

|S١ − S٢| ≤
∣∣∣DABC

α(t)

[
[un(x, t)− u(x, t)]g(x, t)

]∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∂∂t(un(x, t)− u(x, t))

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

٠
[un(x, Y )− u(x, Y )]dY

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

٠
[un(x, Y )− u(x, Y )]k(x, Y )dY

∣∣∣∣ ,
داريم: مطلب اين اثبات براي .|un(x, Y )− u(x, Y )| n→∞−→ ٠ مي دهيم نشان (۱ . ۴) رابطه اثبات براي

|un(x, Y )− u(x, Y )| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=٠

∞∑
j=٠

uijT
∗
i (x)T

∗
j (t)−

n∑
i=٠

n∑
j=٠

uijT
∗
i (x)T

∗
j (t)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+١

∞∑
j=n+١

uijT
∗
i (x)T

∗
j (t)

∣∣∣∣∣ (۲ . ۴)

داريم: (۲ . ۴) معادله براي کوشي-شوارتز نابرابري از استفاده با

|un(x, Y )− u(x, Y )| ≤

(
∞∑
i=٠

∞∑
j=٠

|uij|٢

) ١
٢

×

(
∞∑

i=n+١

|T ∗
i (x)|٢

) ١
٢

×

(
∞∑
j=٠

|T ∗
j (t)|٢

) ١
٢

≤

(
∞∑

i=n+١

|T ∗
i (x)|٢

) ١
٢

×

(
∞∑
j=٠

|T ∗
j (t)|٢

) ١
٢

.

هرگاه ،|un(x, Y )− u(x, Y )| n→∞−→ ٠ لذا
(∑∞

i=n+١ |T ∗
i (x)|٢

) ١
٢

n→∞,

t∈(٠,١)−→ ٠,

(∑∞
j=٠ |T ∗

j (t)|٢
) ١

٢
n→∞,

t∈(٠,١)−→ ٠.

گرديد. اثبات حکم و برقرار (۱ . ۴) رابطه بنابراين
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عددي مثال هاي ۵

مبتني پيشنهادي روش قابل قبول بودن و کارا و مي کنيم ارائه عددي مثال دو مقاله، اين در معرفي شده الگوريتم هاي از استفاده با بخش دراين
مي دهيم. نشان را چبيشف چند جمله اي هاي بر

باشد: زير به شرح انتگرال-كسري معادله کنيم فرض .۱ . ۵ مثال

DABC
α(t)

[
u(x, t)(x+ t+ ١)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
u(x, T )dT +

∫ t

٠
u(x, T )(x+ t)dT = f(x, t),

α(t) =
t

٣
, u(x, ٠) = x٢, u(٠, t) = t٢, [x, t] ∈ [٠, ١]× [٠, ١],

از: است عبارت معلوم تابع که

f(x, t) = ٢t+
t٣

٣
+

t۴

۴
+

t٣x

٣
+ tx٢ +

t٢x٢

٣
+ tx٣ −

٣t١− t
٣

[
۶t(٩ + ٨t)− ۶(−٩ + t)tx

]
(−٩ + t)(−۶ + t)(−٣ + t)Γ(١ − t

٣)
.

xi =
ki
٣
− ١

۶
از: است عبارت گسسته متغير ،n = ٢ به ازاي و باشد u(x, t) = x٢ + t٢ به صورت دقيق جواب کنيم فرض به علاوه

شده اند: تعريف زير رابطه توسط tj و xi ،n مقادير ساير براي که .(ki, kj = ١, ٢, ٣) ،tj =
kj
٣

− ١
۶

و

xi =
ki

n+ ١
− ١

٢n+ ٢
, tj =

kj
n+ ١

− ١
٢n+ ٢

, (ki, kj = ١, ٢, ٣, . . . , n+ ١).

است. شده داده نشان ۱ . ۵ مثال براي ،n = ٢ به ازاي دقيق حل راه و عددي حل راه ۱ شکل در

مي کنيم: معرفي زير به شکل را متغير مرتبه کسري انتگرال-ديفرانسيل معادله .۲ . ۵ مثال

DABC
α(t)

[
u(x, t)(xt)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

٠
u(x, T )dT +

∫ t

٠
u(x, T )(x+ t)dT = f(x, t),

α(t) = sin(
t

٣
), u(x, ٠) = (١ + x)٢, u(٠, t) = (١ + t)٢, [x, t] ∈ [٠, ١]× [٠, ١],

که

f(x, t) = ١)٢ + x+ t) + t+
٣t٢

٢
+ t٣ +

t۴

۴
+ ٣tx+ tx٢ + ٣t٢x+ t٣x+

٣t٢x٢

٢
+ tx٣

−
٣t١−sin( t٣ )x

[
۶(١ + x+ t)٢ + (١ + x) sin t(−٣(۵ + ۴t+ ۵x) + (١ + x) sin t)

]
(−٩ + sin t)(−۶ + sin t)(−٣ + sin t)Γ(١ − sin( t٣))

.

عبارت گسسته متغير ،n = ٢ گرفتن نظر در با است. شده داده u(x, t) = (١ + x+ t)٢ به صورت دقيق جواب کنيم فرض همچنين
از: است

xi =
ki
٣
− ١

۶
, tj =

kj
٣

− ١
۶
, (ki, kj = ١, ٢, ٣).
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α(t) =
t

٣
و n = ٢ به ازاي دقيق حل راه و عددي حل راه :۱ شکل

آورد: به دست زير به شکل را U ماتريس مي توان لذا
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است. شده داده نشان ۲ . ۵ مثال براي ،n = ٢ به ازاي دقيق حل راه و عددي حل راه ۲ شکل در

گيري نتيجه ۶
الگوريتم يک مقاله، اين در کرده اند. متمرکز متغير مرتبه کسري ديفرانسيلي مسائل روي بر را خود مطالعات محققان از برخي اخير، سال هاي در
ارائه آتانگانا-بالينو-کاپوتو کسري مشتقات با متغير مرتبه با کسري ديفرانسيل معادله حل براي چبيشف تبديل يافته چند جمله اي بر مبتني جديد
کسري ديفرانسيلي معادله حل براي مناسب تکنيک يک چبيشف تبديل يافته چند جمله اي هاي اساس بر روش اين که گرفتيم نتيجه و کرديم
کرديم. تبديل وابسته ماتريسي عملگرهاي برخي به را متغير مرتبه با کسري ديفرانسيلي معادله همچنين است. متغير مرتبه با معرفي شده
شده مشتق جبري معادلات سيستم به مطالعه مورد متغير مرتبه با کسري ديفرانسيل معادله تبديل براي رويکرد اين عملياتي ماتريس هاي
جواب هاي پيشنهادي روش در دريافت مي توان مقاله اين در حاصل اشکال از مي دهند. نشان را پيشنهادي روش دقت عددي مثال هاي است.

دارند. مطابقت بسيار دقيق جواب هاي با عددي
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Numerical solution for a class of variable order fractional
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fractional derivative

Haji Mohammad Mohammadi nejad1,†, Hassan Khosravi2

(1),(2) Department of Mathematics, Faculty of Science, University of Birjand, Birjand, Iran.

Received: 2020/10/14 Accepted: 2021/2/19

Communicated by: Abdolrahman Razani

Abstract: In this paper we consider fractional integral-differential equations of variable order containing
Atangana-Baleanu-Caputo fractional derivatives as follows:

DABC
α(t)

[
u(x, t).g(x, t)

]
+

∂u(x, t)

∂t
+

∫ t

0

u(x, Y )dY

+

∫ t

0

u(x, Y ).k(x, Y )dY = f(x, t),

We try to solve this equation using a numerical method based on matrix operators including Chebyshev
polynomials. By using these operational matrixes the fractional order integral-differential equation is trans-
formed into an algebraic system which by solving them, we will obtain the numerical answer of the above
fractional integral-differential equation. To show the accuracy and efficiency of this method, we have cal-
culated some numerical examples by MATLAB software.

Keywords: Atangana-Baleanu-Caputo fractional derivative, Chebyshev polynomials, Operational ma-
trixes, Fractional integral-differential equations.
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