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هر که ميگيرد صورت مرحله دو طي توليد، عمليات و دومرحلهاي اند ساختاري داراي توليد، فرايندهاي از بسياري چکيده:
ورودي هاي اول، مرحله خروجيهاي از بخشي ساختارهايي، چنين در است. جداگانه خروجيهاي و وروديها داراي مرحله
عملي، مسائل از بسياري در که آنجا از ميشوند. ناميده مياني دادههاي خروجيها، اين ميدهند. شکل را دوم مرحله
برخوردار زيادي اهميت از قطعيت عدم شرايط تحت کارايي ارزيابي دسترس اند در بازهاي به صورت و نبوده قطعي دادهها
بازهاي دادههاي با دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي و بيان براي دادهها پوششي تحليل مدلهاي مقاله، اين در است.
شده ساده مدلها حل رياضي، روابط و ويژگيها از بهرهگيري با ميشوند. ارائه مراحل بين استکلبرگ رقابتي شرايط و
براي مرحله هر کارايي کرانهاي که ميکنيم ثابت ميشود. فراهم بازهاي عدد يک به صورت کارايي اندازه نمايش و
نحوه عددي، مثال يک از استفاده با ميدهد. رخ بازه پايين يا بالا کرانهاي از يکي در مياني، دادههاي بجز دادهها همه

ميگيرد. قرار بحث مورد بدبينانه و خوشبينانه سناريوهاي تحت پيشنهادي مدلهاي نتايج تحليل و حل بهکارگيري،

شبکه. کارايي، کرانهاي بازهاي، دادههاي پيشرو-پيرو، مدل دومرحلهاي، ساختار دادهها، پوششي تحليل کليدي: واژه هاي

90C08 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
کارايي ارزيابي براي خطي برنامه ريزي بر مبتني رويکردي شد پايهگذاري [۳] همکاران و چارنز توسط که (DEA) ها داده پوششي تحليل
ميشوند گرفته نظر در سياه جعبه به صورت واحدها دادهها، پوششي تحليل در است. (DMU) تصميم گيرنده واحدهاي از مجموعه يک نسبي
قرار مدنظر نهايي خروجيهاي و اوليه وروديهاي فقط و نميشود لحاظ آنها عملکرد ارزيابي در واحدها داخلي روابط و ساختار که معني بدين
داده هاي پوششي تحليل يافت. دست آنها نسبي کارايي از جامع تري و دقيق تر ارزيابي به ميتوان DMUها، داخلي ساختار کردن لحاظ با دارد.
در قوت و ضعف نقاط از ميتواند واحد هر ترتيب، بدين و ميزند تخمين داخلي اجزا کارايي اساس بر را واحدها کارايي ،[۱۰ ،۱] شبکه اي
تعاملند در يکديگر با که است شده تشکيل زيرواحد تعدادي از واحد هر شبکه اي، داده هاي پوششي تحليل در گردد. آگاه نيز داخلي اش ساختار
دومرحلهاي ساختار شبکهايي، ساختارهاي پرکاربردترين اما سادهترين از يکي ميگردد. منجر نهايي و مياني خروجيهاي به آنها علمکرد و
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براي زيادي کاربردي مثالهاي است. دوم مرحله وروديهاي اول، مرحله خروجيهاي و متصل اند به هم سري به صورت مراحل آن در که است
سرمايه و انساني نيروي اول مرحله در که دومرحلهاي اند ساختار يک داراي بانکي موسسات مثال، به عنوان دارند. وجود دومرحلهاي ساختارهاي
سرمايهگذاريها ديگر و وام اعطاي طريق از سود توليد براي سپردهها دوم، مرحله در و ميشوند گرفته به کار بانکي سپردههاي جذب براي
و منابع تهيه که است اداري بخش اول، مرحله که ديد مرحله دو به صورت ميتوان را امور گردش بيمارستان، يک در يا ميشوند. مصرف
ميتوان پايدار، صنايع زمينه در همچنين ميپردازد. بيماران مداواي به که است درماني بخش دوم، مرحله و دارد عهده بر را بيمارستاني وسايل
و بازيافت دوم، مرحله در و است مدنظر محصول توليد اول، مرحله در که کرد تقسيم پسماند مديريت و صنعتي توليد بخش دو به را فرايند کل
DEAدر ويژهاي توجه مورد دومرحلهاي، ساختارهاي ميشود. انجام غيره و گلخانهاي گازهاي آب، زباله، نظير اول مرحله پسماندهاي تصفيه
شاخص پژوهشهاي ميان در [۱۷ ،۱۴ ،۶] منابع است. شده ارائه دومرحلهاي ساختار کارايي ارزيابي براي متنوعي روشهاي و گرفتهاند قرار

رابطهاند. اين در
و اول مرحله خروجيهاي مياني، دادههاي يا توليدات ميکنند. ايفاء مهمي نقش (واسطه) مياني دادههاي دومرحلهاي، ساختارهاي در
ميشوند: فرض تصميمگيري شکل براي حالت دو دومرحلهاي، ساختارهاي ارزيابي در ميشوند. محسوب دوم مرحله وروديهاي همچنين
بر ناظر نهاد يک توسط تصميمگيري مشارکتي، يا مرکزي مديريت با ساختار در پيشرو-پيرو. مديريت با ساختار و مرکزي مديريت با ساختار
بر توجه عمده مرکزي، مديريت با ساختار يک در ندارد. را بالا دست تصميمگيريها در مراحل، از هيچ يک و ميگيرد انجام مرحله دو هر
پيشرو-پيرو، مديريت با ساختار در مي کنند. هدايت را توليد فرايند يکديگر همکاري با مرحله دو هر و است بيروني خروجيهاي و وروديها
است. پيشرو مرحله تصميمات از تبعيت به مجبور و بوده پيرو ديگري و است اولويت داراي تصميمگيريها در و بوده پيشرو مراحل، از يکي
اسامي همچنين ساختار، اين به .[۱۴] ميشود شناخته استکلبرگ مدل به دليل به همين و دارد مطابقت استکلبرگ بازي با ساختاري چنين

ميشوند. داده نسبت غيرمشارکتي ساختار يا غيرمتمرکز ساختار نظير ديگري
معمول فرم در شود. گرفته نظر در مختلفي به شکلهاي است ممکن مراحل خروجيهاي و وروديها دومرحلهاي، ساختار تعريف در
دومرحلهاي ساختارهاي اما ندارد. ديگري ورودي دوم، مرحله و ميشود داده دوم مرحله به اول مرحله خروجيهاي تمام دومرحلهاي، ساختار
از ورودي هايي مي تواند دوم مرحله و بيروني خروجيهايي مي تواند اول مرحله تعميمها، از برخي در شدهاند. داده گسترش متنوعي به شکلهاي
خروجي هاي بر علاوه دوم مرحله آن در که کردند ارائه توسعهيافته دومرحلهاي ساختار يک [۱۵] همکاران و لي مثلاً باشد. داشته بيرون جهان
مرحله به تماماً است ممکن اول) مرحله (خروجي مياني متغيرهاي توسيعها، از ديگر برخي در است. نيز خارجي ورودي هاي داراي اول مرحله
از برخي آن در که حالتهايي مشابهاً شود. گرفته نظر در اول مرحله بيروني خروجي به عنوان نياز، بر مازاد خروجي و نگردند ارسال دوم
مطلوب خروجيهاي کنار در نامطلوب خروجيهاي وجود .[۲۳ ،۵] است شده مطالعه ميشود، گذاشته اشتراک به مرحله دو هر بين وروديها

.[۱۸ ،۱۱] است زمينه اين در بررسي شده ساختارهاي ديگر از مرحله هر
دومرحلهاي ساختارهاي [۲۰] لوييس و سکستون است. شده معرفي DEA در مختلفي روشهاي دومرحلهاي ساختارهاي ارزيابي براي
از دوم مرحله کارايي ارزيابي در اما نمودند محاسبه جداگانه را مرحله هر کارايي آنها دادند. قرار مطالعه مورد بيسبال ليگ ارزيابي براي را
مورد را دومرحلهاي ساختار يک در کارايي تجزيه [۱۷] هوانگ و کائو نمودند. استفاده مياني دادههاي وزندهي براي اول مرحله بهينه جواب
مدلهاي گروه چهار به را آنها و کرده مرور را دومرحلهاي ساختارهاي ارزيابي براي DEA مدلهاي [۶] همکاران و کوک دادند. قرار بحث
ترکيبي مدل [۸] همکاران و دستپوتيس کردند. دستهبندي پيشرو-پيرو مدل و شبکهاي دادههاي پوششي تحليل کارايي، تجزيه روش استاندارد،
کلي کارايي تا کردند استفاده جداگانه به صورت مراحل کارايي نمرات ارزيابي براي دوهدفه خطي برنامهريزي مدل از آنها کردند. معرفي را
در [۱۶] ژو و ليم دادند. توسعه چندهدفه برنامهريزي چارچوب در چندمرحلهاي فرايندهاي به را ترکيبي روش همچنين آيد. به دست سيستم
جداگانه مدلي حل به نياز تصوير نقطه يافتن براي دادند نشان و کردند بحث دومرحلهاي ساختارهاي در تصوير نقطه و کارايي مرز با رابطه
نيز دومرحلهاي مدل هاي در کرد، استفاده تصوير نقطه يافتن براي دوگان از ميتوان آنها در که ،DEA کلاسيک مدلهاي مشابه و نيست

گرفت. مشابهي نتيجه ميتوان
طبيعت يا و نادقيق اندازهگيري ابزارهاي شرايط، ناپايداري است. واقعي دنياي مسائل در رايج مشکلات از يکي دادهها در قطعيت عدم
ميتواند مختلفي به شکلهاي قطعيت عدم کرد. تعيين دقيق و قطعي به شکل را دادهها نتوان کاربردها، از برخي در که ميشود موجب مسأله
کران دار نوع از غيرقطعي دادههاي مقاله، اين در جملهاند. اين از نسبي کران دار و کران دار ترتيبي، فازي، احتمالي، دادههاي که باشد داشته وجود
دادند. شرح را DEA مدلهاي در ضعيف ترتيبي دادههاي و کران دار دادههاي با برخورد نحوه [۷] همکاران و کوپر است. نظر مورد بازهاي يا
پيشنهاد دادههايي چنين براي را بازهاي کارايي اندازه و دادند توسعه بازهاي دادههاي براي را CCR مضربي مدل [۹] اسميرليس و دسپوتيس
براي را خود روش و دادند ارائه بازه اي داده هاي پوششي تحليل در واحدها رتبه بندي براي روشي [۱۳] همکاران و لطفي حسين زاده نمودند.
نحوه و نيستند معادل ديگر DEA پوششي و مضربي مدلهاي غيرقطعي، حالت در که داد نشان [۴] چن بردند. به کار بانک شعب ارزيابي
دومرحلهاي مدل در را قطعيت عدم [۲۴] ژو و ژو نمود. بيان پوششي و مضربي فرمهاي از استفاده با را کارايي پايين و بالا کرانهاي محاسبه
از [۱۲] کرسک و گکر آوردند. به دست بازهاي دادههاي براي را کارايي بالاي و پايين کرانهاي و دادند قرار مطالعه مورد مرکزي مديريت با
[۲۱] همکاران و شکوهي کردند. استفاده قطعيت عدم شرايط در کارا واحدهاي تعيين براي DEA بر مبتني چندمعياره بهينهسازي روش يک
عدم مجموعه يک در خروجيها و وروديها مدل، اين در که دادند توسعه دادهها قطعيت عدم با برخورد براي را استوار بهينهسازي مدل يک
رابطه در شده انجام پژوهش هاي [۱۹] همکاران و پيکاني شدهند. تعريف دادهها در سناريو بدترين اعمال براي قيودي و دارند قرار قطعيت
استوار و نادقيق استرپ، بوت احتمالي، فازي، گروه ۵ به را غيرقطعي داده هاي پوششي تحليل آنها کردند. مرور را DEA در قطعيت عدم با



۳۴۱ قطعيت عدم تحت استکلبرگ دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي

توسعهيافته دومرحلهاي ساختار :۱ شکل

دادند. قرار بررسي مورد را زمينه اين در مطالعه ۷۳ و نمودند دستهبندي
خروجي هاي و ورودي ها داراي مرحله دو هر و بوده توسعهيافته دومرحلهاي ساختار داراي تصميمگيري واحدهاي مي کنيم فرض مقاله اين در
ميکنيم فرض همچنين دارند. را بازه يک در نوسان امکان مياني، دادههاي و خروجيها وروديها، از يک هر و بوده غيرقطعي دادهها بيروني اند.
پيرو يا تابع ديگري و (پيشرو) بالاتر تصميمگيرنده مراحل، از يکي و بوده غيرمشارکتي بحث، مورد دومرحلهاي ساختار در تصميمگيري که
براي لازم مدلهاي است. نگرفته قرار بررسي مورد دادهها پوششي تحليل در غيرقطعي دادههاي و غيرمشارکتي مديريت با ساختار است. آن
خوشبينانه و بدبينانه حالت در کارايي بالاي و پايين کرانهاي و ميگردند ارائه DEA پوششي و مضربي فرم دو در ساختاري چنين ارزيابي
مورد نتايج سادهتري به شکل حاصل، غيرخطي مدلهاي از ميتوان چطور که ميشود داده نشان رياضي، روابط از استفاده با ميگردند. محاسبه

ميشود. داده شرح عددي، مثال يک با پيشنهادي مدلهاي نتايج تحليل و محاسبه نحوه آورد. به دست را نظر
دومرحلهاي مدلهاي و کرده بيان استکلبرگ رقابتي شرايط فرض با را دومرحلهاي ساختار ۲ بخش است. شده سازماندهي بخش ۴ در مقاله
در ۲ بخش دومرحلهاي ساختار کارايي ارزيابي براي پيشنهادي مدلهاي ،۳ بخش در ميکند. مرور قطعي حالت در را دادهها پوششي تحليل
و ميدهد شرح آن رفتار تحليل و پيشنهادي مدل قابليتهاي بررسي براي را عددي مثال يک ۴ بخش مي گردد. ارائه قطعيت عدم حالت

ميگردد. بيان مقاله نتيجهگيري ،۵ بخش در سرانجام،

قطعي دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي ۲
(i = ١, . . . ,m١) x١ij است. ۱ شکل توسعهيافته دومرحله اي ساختار داراي يک هر که دارد وجود تصميمگيرنده واحد n کنيد فرض
خروجيهاي مشابهاً، هستند. (j = ١, . . . , n) DMUj دوم مرحله وروديهاي (i = ١, . . . ,m٢) x٢ij و اول مرحله وروديهاي
zkj شدهاند. داده نمايش (r = ١, . . . , s٢) y٢rj با دوم مرحله خروجيهاي و (r = ١, . . . , s١) y١rj با اول مرحله بيروني
دادههاي آنها به و ميشوند استفاده دوم مرحله براي ورودي به عنوان که هستند DMUj اول مرحله خروجيهاي نيز (k = ١, . . . , d)
اين کليه است. شده استفاده مسأله دادههاي نمايش براي y٢ و x٢ ،z ،y١ ،x١ بردارهاي از ۱ شکل در ميشود. گفته مياني يا واسطه
بازي شرايط مطابق و است متمرکز مديريت فاقد بحث مورد ساختار که اين فرض با ميشوند. گرفته نظر در صفر مخالف و نامنفي بردارها،
مرحله ميکنيم فرض کليت، دادن دست از بدون ميکنيم. مدل سازي را مساله است پيرو ديگري و پيشرو مرحله دو از يکي استکلبرگ رقابتي

ميکند: محاسبه ،o ∈ {١, . . . , n} ،o واحد براي را اول مرحله کارايي [۳] CCR مدل است. پيرو دوم مرحله و پيشرو اول

max e١o = u١y١
o +wzo (۱)

s.t.

v١x١
o = ١

u١y١
j +wzj − v١x١

j ≤ ٠ j = ١, . . . , n
v١ ≥ ٠,w ≥ ٠,u١ ≥ ٠.

مقدار و اول اند مرحله مياني دادههاي و خروجيها وروديها، براي ترتيب به مجازي ارزشهاي يا وزنها w و u١ ،v١ بردارهاي فوق مدل در
مدل معمول قيود بر علاوه دوم، مرحله در DMUo عملکرد ارزيابي براي است. o واحد اول مرحله شعاعي کارايي نمره e١∗o هدف تابع بهينه
شده داده اختصاص وزنهاي ديگر به عبارت يافت. نخواهد کاهش اول مرحله کارايي نمره کنند تضمين که ميکنيم اضافه را قيودي CCR
و ليانگ توسط که آنچه اساس بر عمل اين دهند. کاهش را اول مرحله براي شده محاسبه کارايي که باشد به گونهاي نبايد مياني اندازههاي به
(پيرو) دوم مرحله بر (پيشرو) اول مرحله برتري و ميشود انجام است، شده گرفته به کار استکلبرگ رقابتي بازي مدل سازي براي [۱۴] همکاران
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ميشود. حاصل فوق توسعهيافته ساختار در دوم مرحله کارايي ارزيابي براي زير مدل بنابراين ميدهد. نشان را

max e٢o =
u٢y٢

o

wzo + v٢x٢
o

s.t.

u٢y٢
j

wzj + v٢x٢
j

≤ ١ j = ١, . . . , n

u١y١
j +wzj

v١x١
j

≤ ١ j = ١, . . . , n, j ̸= o

u١y١
o +wzo
v١x١

o

= e١∗o

v١ ≥ ٠,v٢ ≥ ٠,w ≥ ٠,u١ ≥ ٠,u٢ ≥ ٠.

،t = ١
wzo+v٢x٢

o
> ٠ تعريف با ميشود. خطي [۲] چارنز-کوپر روش از استفاده با اما است کسري برنامهريزي مساله يک فوق مدل

ميشود: حاصل زير مدل نهايت در متغير، تغيير انجام و t در کسرها تمام مخرج و صورت کردن ضرب

max e٢o = u٢y٢
o (۲)

s.t.

wzo + v٢x٢
o = ١

u٢y٢
j −wzj − v٢x٢

j ≤ ٠ j = ١, . . . , n
u١y١

j +wzj − v١x١
j ≤ ٠ j = ١, . . . , n, j ̸= o

u١y١
o +wzo − e١∗o v١x١

o = ٠
v١ ≥ ٠,u٢ ≥ ٠,w ≥ ٠,u١ ≥ ٠,v٢ ≥ ٠.

ميدهد. به دست را مرحله دو هر بهينه وزنهاي فوق مدل است. o واحد دوم مرحله کارايي نمره e٢∗o يعني فوق مسأله هدف تابع بهينه مقدار
DMUo کلي کارايي نمره ميآيند. به دست دوگان مسأله تعيين با آنها پوششي فرم و شده اند بيان مضربي فرم در فوق (۲) و (۱) مدلهاي

ميشود. تعريف e٢∗o و e١∗o هندسي يا حسابي ميانگين به صورت

.e١∗o = e٢∗o = ١ اگر فقط و اگر کاراست DMUo .۱ . ۲ تعريف

مشابه کار اين شوند. بررسي نيز اسلک متغيرهاي است لازم کامل، کارايي براي است. شعاعي کارايي فوق، تعريف در بيان شده کارايي
دوم، مرحله در و شده حل فوق شعاعي مدلهاي اول مرحله در که ميشود انجام دومرحلهاي روش طريق از DEA کلاسيک مدلهاي

ميشود. انجام به دست آمده تصوير نقطه روي اسلکها بيشينهسازي
داد. توسعه را DEA مدلهاي باشند پيرو اول مرحله و پيشرو دوم مرحله که حالتي براي ميتوان مشابهاً

بازهاي دادههاي با پيشرو-پيرو مدل ۳
باشند: شده داده زير بازهاي صورت به و نباشند دسترس در قطعي و دقيق به صورت مساله، دادههاي مي کنيم فرض

xt
ij ∈ [xtL

ij , x
tU
ij ], i = ١, . . . ,mt, t = ١, ٢

ytrj ∈ [ytLrj , y
tU
rj ], r = ١, . . . , st, t = ١, ٢

zkj ∈ [zLkj, z
U
kj], k = ١, . . . , d

j = ١, . . . , n,



۳۴۳ قطعيت عدم تحت استکلبرگ دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي

zLkj و ytLrj ،xtL
ij به علاوه و معين اند و قطعي اعداد بازهها کرانهاي بالايند. و پايين کران نشاندهنده به ترتيب U و L انديسهاي که

ميشود. بيان زير به صورت فوق قطعيت عدم شرايط تحت ۲ بخش توسعهيافته پيشرو-پيرو مدل نامنفي اند.

Stage 1:

max e١o = u١y١
o +wzo (۳)

s.t.

v١x١
o = ١

u١y١
j +wzj − v١x١

j ≤ ٠ j = ١, . . . , n
x١L
j ≤ x١

j ≤ x١U
j ,y١L

j ≤ y١
j ≤ y١U

j , zLj ≤ zj ≤ zUj j = ١, . . . , n
v١ ≥ ٠,w ≥ ٠,u١ ≥ ٠

Stage 2:

max e٢o = u٢y٢
o (۴)

s.t.

wzo + v٢x٢
o = ١ (۵)

u٢y٢
j −wzj − v٢x٢

j ≤ ٠ j = ١, . . . , n (۶)
u١y١

j +wzj − v١x١
j ≤ ٠ j = ١, . . . , n, j ̸= o (۷)

u١y١
o +wzo − e١∗o v١x١

o = ٠ (۸)
xtL
j ≤ xt

j ≤ xtU
j ,ytL

j ≤ yt
j ≤ ytU

j , zLj ≤ zj ≤ zUj , j = ١, . . . , n, t = ١, ٢
v١ ≥ ٠,v٢ ≥ ٠,w ≥ ٠,u١ ≥ ٠,u٢ ≥ ٠,

مياني اند. دادههاي و خروجيها وروديها، براي به ترتيب بالا کران بردارهاي zU و ytU
j ،xtU

j و پايين کران بردارهاي zL و ytL
j ،xtL

j که
تحت واحد مطلوب که ميشوند تعيين طوري مياني دادههاي و خروجي ورودي، مقادير بلکه w و u ،v وزنهاي نه تنها فوق، مدلهاي در
مضربي مدل روي بر را دادهها قطعيت عدم ،(۴) و (۳) مسائل شود. تعيين آن براي کارايي نمره بيش ترين و بوده DMUo يعني ارزيابي
به پوششي فرم روي بر دادهها قطعيت عدم شرايط تحميل مشابه، به طور مي کنند. اعمال (۲) و (۱) مدلهاي يعني قبل بخش در معرفي شده

ميشود: منجر زير مدلهاي

Stage 1:
min θ (۹)
s.t.

n∑
j=١

λjx
١
j ≤ θx١

o

n∑
j=١

λjy
١
j ≥ y١

o

n∑
j=١

λjzj ≥ zo

x١L
j ≤ x١

j ≤ x١U
j ,y١L

j ≤ y١
j ≤ y١U

j zLj ≤ zj ≤ zUj j = ١, . . . , n
λj ≥ ٠ j = ١, . . . , n
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Stage 2:
min β (۱۰)
s.t.

n∑
j=١

µjx
٢
j ≤ βx٢

o (۱۱)

n∑
j=١

µjy
٢
j ≥ y٢

o (۱۲)

n∑
j=١

λjzj −
n∑

j=١

µjzj ≥ (α− β)zo (۱۳)

n∑
j=١

λjx
١
j ≤ e١∗o αx١

o (۱۴)

n∑
j=١

λjy
١
j ≥ αy١

o (۱۵)

xtL
j ≤ xt

j ≤ xtU
j ,ytL

j ≤ yt
j ≤ ytU

j , zLj ≤ zj ≤ zUj , j = ١, . . . , n, t = ١, ٢
α, β free
λj, µj ≥ ٠ j = ١, . . . , n.

کارايي مرز (۱۰) و (۹) مدلهاي است. متغير دادهها محدوده در و است بازهاي به صورت اينجا در کارايي مرز ،DEA قطعي مدلهاي برخلاف
مدلهاي آيند. به دست β و θ يعني شعاعي کارايي اندازههاي کم ترين تا ميگيرند درنظر ارزيابي تحت واحد به نسبت مکان دورترين در را
اگرچه نيست. برقرار آنها براي دوگاني رابطه قطعي، حالت برخلاف و غيرخطي اند مدلهاي پوششي، و مضربي فرم دو هر در فوق غيرقطعي
مدلهاي ميتوانند نيز اينجا در گرفتند، به کار تکمرحلهاي غيرقطعي مدلهاي خطي کردن براي [۹] اسميرليس و دسپوتيس که متغيرهايي تغيير
پوششي تحليل در اصلي هدف که آنجا از نمود. خطي متغير تغيير با را (۱۰) و (۹) مدلهاي بتوان نميرسد به نظر اما نمايند خطي را (۴) و (۳)
نسبي کارايي کم ترين و خوشبينانه حالت در نسبي کارايي بيش ترين بايد است، بازهاي عدد يک به صورت کارايي اندازه تعيين بازهاي، دادههاي
ساختار و ويژگيها از استفاده با و نيست فوق غيرخطي مدلهاي حل به نياز که ميدهيم نشان ادامه در آورد. به دست را بدبينانه حالت در

آورد. به دست DMUo يعني ارزيابي تحت واحد براي را کارايي پايين و بالا کرانهاي سادهتري روش به ميتوان مدلها، رياضي

مضربي مدل ۱ . ۳
يعني دادهها، مجموعه روي را ارزيابي تحت واحد کارايي نمره بيش ترين (۴) و (۳) مدلهاي

D : xtL ≤ xt
j ≤ xtU

j ,ytL
j ≤ yt

j ≤ ytU
j , zLj ≤ zj ≤ zUj , t = ١, ٢, j = ١, . . . , n

واحد نفع به خروجيها و وروديها به مربوط غيرقطعي دادههاي ترکيب مرحله، دو هر در اگر که ميدهد نشان زير قضيه ميآورند. به دست
دادههاي مجموعه در که ميدهد رخ زماني شرايط، اين ميگردد. حاصل واحد آن کارايي بالاي کران باشد، واحدها ديگر ضرر به و ارزيابي تحت
خروجيها و بيش ترين وروديها واحدها، ديگر براي به عکس و باشند بيش ترين خروجيها و کم ترين وروديها ارزيابي، تحت واحد براي فوق
تحت واحد براي مياني داده مقدار اگر اول مرحله در است. پيچيدهتر موضوع مياني، دادههاي با رابطه در اما باشند. داشته را مقدار کم ترين
دوم، مرحله کارايي بالاي کران اما ميآيد. به دست واحد آن براي کارايي نمره بيش ترين باشد کم ترين واحدها ديگر براي و بيش ترين ارزيابي،
محاسبه طوري بايد ميشوند منجر دوم مرحله کارايي بالاي کران به که مياني دادههاي و نميآيد به دست کارايي کران هاي از يکي در لزوماً
مرحله مدل بودن سادهتر و بحث مشابهت به توجه با گردد. بيشينه نيز دوم مرحله کارايي نمره اول، مرحله کارايي نمره حفظ ضمن که شوند

ميکنيم. ثابت و بيان دوم مرحله براي فقط را قضيه اول،



۳۴۵ قطعيت عدم تحت استکلبرگ دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي

که دارد وجود (۴) مدل براي بهينهاي جواب .۱ . ۳ قضيه
xt
io = xtL

io
t = ١, ٢, ∀i, r

ytro = ytUro

xt
ij = xtU

ij
t = ١, ٢, j = ١, . . . , n, j ̸= o, ∀i, r.

ytrj = ytLrj

با همراه (v١∗,u١∗,w∗,v٢∗,u٢∗) اگر اثبات.
(x١∗

j ,y١∗
j , z∗j ,x

٢∗
j ,y٢∗

j ) j = ١, . . . , n

ميکنيم: ثابت باشد، e٢∗o = u٢∗y٢∗
o هدف تابع مقدار با (۴) مدل براي بهينه جواب يک

(v̄١, ū١, w̄, v̄٢, ū٢),

(x̄١
j , ȳ

١
j , z̄j, x̄

٢
j , ȳ

٢
j ) j = ١, . . . , n

آن در که است مسأله جواب يک نيز

v̄ti = vt∗i
xt∗
io

xtL
io

, ∀i, t

ūt
r = ut∗

r

yt∗ro
ytUro

, ∀r, t

w̄ = w∗,

z̄j = z∗j , ∀j

داريم: (۵) قيد دسته براي بگيريد. درنظر را (۴) مدل قيود شدهاند. اختيار قضيه مفروضات مطابق ȳt
j و x̄t

j و

w̄z̄o +

m٢∑
i=١

v̄٢i x̄
٢
io = w∗z∗o +

m٢∑
i=١

v٢∗i
x٢∗io
x٢Lio

x٢Lio = w∗z∗o +

m٢∑
i=١

v٢∗i x٢∗io = ١

داريم: (۶) قيود دسته در جايگذاري با و
j ̸= o :

s٢∑
r=١

ū٢rȳ
٢
rj − w̄z̄j −

m٢∑
i=١

v̄٢i x̄
٢
ij =

s٢∑
r=١

u٢∗r
y٢∗ro
y٢Uro

y٢Lrj −w∗z∗j −
m٢∑
i=١

v٢∗i
x٢∗io
x٢Lio

x٢Uij ≤

s٢∑
r=١

u٢∗r y٢∗rj −w∗z∗j −
m٢∑
i=١

v٢∗i x٢∗ij ≤ ٠

j = o :
s٢∑
r=١

ū٢rȳ
٢
ro − w̄z̄o −

m٢∑
i=١

v̄٢i x̄
٢
io =

s٢∑
r=١

u٢∗r
y٢∗ro
y٢Uro

y٢Uro −w∗z∗o −
m٢∑
i=١

v٢∗i
x٢∗io
x٢Lio

x٢Lio =

s٢∑
r=١

u٢∗r y٢∗ro −w∗z∗o −
m٢∑
i=١

v٢∗i x٢∗io ≤ ٠.

با است برابر جواب اين به ازاي هدف تابع مقدار است. شدني و ميکند صدق (۴) مسأله قيود ديگر در مفروض جواب داد نشان ميتوان مشابهاً

ē٢o =

s٢∑
r=١

ū٢rȳ
٢
ro =

s٢∑
r=١

u٢∗r
y٢∗ro
y٢Uro

y٢Uro = e٢∗o .

است. مسأله براي بهينه جواب يک داده شده جواب بنابراين،
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اين آورد. به دست شد، بيان فوق قضيه در خروجيها يا وروديها براي که آنچه مشابه نتيجهاي نميتوان ،zkj واسطه دادههاي براي
تبديلات از استفاده با را متغيرها

zkj = zLkj + tkj(z
U
kj − zLkj) ٠ ≤ tkj ≤ ١, k = ١, . . . , d, j = ١, . . . , n

به توجه با و اساس اين بر ميگردد. حل بهينه جواب محاسبه براي حاصل خطي مدل و نموده وارد مدل در w′
kj = wktkj متغير تغيير و

آورد: به دست زير مدل توسط ميتوان را دوم مرحله کارايي بالاي کران فوق، قضيه

max u٢y٢U
o (۱۶)

s.t.

wzLo +
d∑

k=١

w′
ko(z

U
ko − zLko) + v٢x٢L

o = ١

u٢y٢L
j −wzLj −

d∑
k=١

w′
kj(z

U
kj − zLkj)− v٢x٢U

j ≤ ٠ j ̸= o

u٢y٢U
o ≤ ١

u١y١L
j +wzLj +

d∑
k=١

w′
kj(z

U
kj − zLkj)− v١x١U

j ≤ ٠ j ̸= o

u١y١U
o +wzLo +

d∑
k=١

w′
ko(z

U
ko − zLko)− e١∗o v١x١L

o = ٠

٠ ≤ w′
kj ≤ wk ∀k, j

v١ ≥ ٠,v٢ ≥ ٠,w,≥ ٠,u١ ≥ ٠,u٢ ≥ ٠.

شرايط در کارايي بالا، در محاسبه شده کارايي دارد. بيش تر قطعي دوم مرحله مدل به نسبت قيد d × n و متغير d × n فقط فوق مدل
ديگر براي به عکس و هستند خود پايين کران در خروجيها و بالا کران در ارزيابي تحت واحد وروديهاي بدبينانه، حالت در است. خوشبينانه
به کارگيري و بدبينانه شرايط مطابق کرانها جاي گزيني با بنابراين، دارند. قرار خود بالاي کران در خروجيها و پايين کران در وروديها واحدها،
کران با لزوماً روش، اين به محاسبه شده بدبينانه کارايي آورد. به دست را DMUo بدبينانه کارايي ميتوان ،zkj متغيرهاي براي متغير تغيير

نيست. برابر کارايي پايين

پوششي مدل ۲ . ۳
مدلهاي مشابه (۹) مدل براي ميکنند. محاسبه دادهها مجموعه روي را ارزيابي تحت واحد کارايي نمره کم ترين (۱۰) و (۹) مدلهاي
که ميدهد نشان زير قضيه آيد. به دست دادهها پايين يا بالا کرانهاي در ميتواند مدل بهينه جواب که ديد ميتوان DEA تک-مرحلهاي

کرد. ارزيابي دادهها پايين يا بالا کرانهاي از استفاده با ميتوان نيز را دوم مرحله کارايي

آن در که دارد وجود (۱۰) مدل براي بهينهاي جواب .۲ . ۳ قضيه

xt
io = xtU

io
t = ١, ٢, ∀i, r

ytro = ytLro

xt
ij = xtL

ij
t = ١, ٢, j = ١, . . . , n, j ̸= o, ∀i, r

ytrj = ytUrj

دارند. قرار خود بالاي يا پايين کرانهاي از يکي در j و k هر براي ztkj متغيرهاي و



۳۴۷ قطعيت عدم تحت استکلبرگ دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي

با همراه (λ∗
١, . . . , λ

∗
n, µ

∗
١, . . . , µ

∗
n, α

∗, β∗) کنيم فرض اثبات.

(x١∗
j ,y١∗

j , z∗j ,x
٢∗
j ,y٢∗

j ) j = ١, . . . , n

اگر باشد. β∗ هدف تابع مقدار با (۱۰) مدل براي بهينه جواب يک

x̄١io = x١Uio , i = ١, . . . ,m١

x̄١ij = x١Lij , i = ١, . . . ,m١, j = ١, . . . , n, j ̸= o

∗λ؛
o ≤ e١∗o α∗ که کنيد توجه ابتدا داشت خواهيم بهينه جواب يک همچنان فوق، بهينه جواب ∗x١در

j جاي به x̄١
j جاي گذاري با ميکنيم ثابت

زيرا
n∑

j=١

λ∗
jx

١∗
j ≤ e١∗o α∗x١∗

o

پس

(e١∗o α∗ − λ∗
o)x

١∗
o ≥

n∑
j=١,j ̸=o

λ∗
jx

١∗
j ≥ ٠.

براي است. برقرار µ∗
o ≤ β∗ نامساوي مشابهاً ميشود. نتيجه نظر مورد نامساوي نيست، صفر مولفههايش همه و x١∗

o ≥ ٠ چون که
بگيريد: نظر در را (۱۴) قيود دسته دهيم، نشان را x̄١

j بودن شدني اين که

n∑
j=١

λ∗
j x̄

١
j =

∑
j ̸=o

λ∗
jx

١L
j + λ∗

ox
١U
o ≤

∑
j ̸=o

λ∗
jx

١∗
j + λ∗

ox
١U
o =

n∑
j=١

λ∗
jx

١∗
j − λ∗

ox
١∗
o + λ∗

ox
١U
o

≤ e١∗o α∗x١∗
o + λ∗

o(x
١U
o − x١∗

o ) ≤ e١∗o α∗x١∗
o + e١∗o α∗(x١U

o − x١∗
o ) = e١∗o α∗x̄١

o

به صورت تعريف شده ȳ١
j با y١∗

j تعويض با که ميکنيم ثابت حال

ȳ١ro = y١Lro , r = ١, . . . , s١
ȳ١rj = y١Urj , r = ١, . . . , s١, j = ١, . . . , n, j ̸= o

داريم: (۱۵) قيود دسته در جاي گذاري با داشت. خواهيم شدني جواب يک همچنان
n∑

j=١

λ∗
j ȳ

١
j =

∑
j ̸=o

λ∗
jy

١U
j + λ∗

oy
١L
o ≥

∑
j ̸=o

λ∗
jy

١∗
j + λ∗

oy
١L
o =

n∑
j=١

λ∗
jy

١∗
j − λ∗

oy
١∗
o + λ∗

oy
١L
o

≥ α∗y١∗
o − λ∗

o(y
١∗
o − y١L

o ) ≥ α∗y١∗
o − e١∗o α∗(y١∗

o − y١L
o ) ≥ α∗y١∗

o − α∗(y١∗
o − y١L

o )

= α∗ȳ١
o

(۱۳) قيود به دسته توجه با مياني، دادههاي براي آورد. به دست y٢
j و x٢

j مفروض کراني مقادير براي را بودن شدني ميتوان مشابه استدلال با
باشيم: داشته بايد

n∑
j=١,j ̸=o

(λ∗
j − µ∗

j)z̄j ≥ (µ∗
o − λ∗

o + α∗ − β∗)z̄o.

(µ∗
o−λ∗

o+α∗−β∗) ≥ اگر همچنين .(j ̸= o) ،z̄j = zLj صورت اين غير در و z̄j = zUj ميدهيم قرار ،(λ∗
j−µ∗

j) ≥ ٠ اگر
چون نهايت، در ميمانند. برقرار (۱۳) قيود دسته ترتيب، بدين .z̄o = zUo ميدهيم قرار صورت اين غير در و z̄o = zLo ميدهيم قرار ،٠

است. بهينه جواب يک جوابي چنين پس است β∗ همان z̄j و ȳ٢
j ،ȳ١

j ،x̄٢
j ،x̄١

j مفروض مقادير به ازاي هدف تابع مقدار
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پيش از نميتوان مياني دادههاي براي اما دهد رخ آنها کرانهاي در ميتواند متغيرها همه براي بهينه جواب مضربي، حالت در اگرچه
انتخاب که آنجا از کرد. خطي را مدل مضربي، فرم مشابه نميتوان به علاوه ميگردد. منجر بهينه جواب به کرانها از کدام يک که کرد تعيين
همه يا پايين کران در zkjها همه يا (۱۰) مدل در j انديس هر براي و نيست وابسته مياني داده نوع به مياني دادههاي بالاي يا پايين کران
هدف) تابع مقدار کم ترين با (جواب بهينه جواب و حل j انديسهاي حالت ۲n هر براي را (۱۰) مسأله است لازم ميگيرند، قرار بالا کران در
ترکيب که شرايطي در را DMUo کارايي کم ترين و ميگيرد درنظر مساله براي را بدبينانه شرايط جوابي، چنين کرد. انتخاب آنها ميان از را
کارايي پايين کران و اعمال مدل در را خوشبينانه شرايط ميتوان نيز اينجا در مضربي، فرم مشابه ميدهد. نمايش است، آن ضرر به دادهها
واحدها ديگر به ضرر و تحت ارزيابي واحد به نفع خروجي و ورودي متغيرهاي مقدار بايد منظور بدين آورد. به دست نيز را خوشبينانه شرايط در

زد. تخمين را خوشبينانه کارايي مياني، متغيرهاي کراني مقادير تمام براي حاصل مدل حل با و شود تعيين
فرم از بازه پايين کران که ميشود تعيين بازه يک به صورت واحد هر کارايي نمره پوششي، و مضربي فرم دو هر مقايسه با نهايت، در
مدل براي قضيه، ميکند. ثابت دوم مرحله مدل براي را موضوع اين زير قضيه ميآيند. به دست مضربي فرم از بازه بالاي کران و پوششي

است. مشابه اول مرحله

تابع بهينه مقدار و ،e٢U٠ بالاي کران و e٢L٠ پايين کران داراي ،D دادهها، مجموعه روي (۴) مسأله هدف تابع بهينه مقدار اگر .۳ . ۳ قضيه
.βL ≤ e٢L٠ و e٢U٠ ≥ βU صورت اين در باشد، βU بالاي کران و βL پايين کران داراي دادهها مجموعه روي (۱۰) مسأله هدف

به ازاي (۱۰) مساله هدف تابع بهينه مقدار کنيد فرض اثبات.

x̂t
j, ŷ

t
j, ẑj j = ١, . . . , n, t = ١, ٢

يعني آن دوگان مسأله هدف تابع بهينه مقدار پس باشد. داشته را βU مقدار بيش ترين

max u٢y٢
o

s.t.

wzo + v٢x٢
o = ١

u٢y٢
j −wzj − v٢x٢

j ≤ ٠ j = ١, . . . , n
u١y١

j +wzj − v١x١
j ≤ ٠ j = ١, . . . , n, j ̸= o

u١y١
o +wzo − e١∗o v١x١

o = ٠
xt
j = x̂t

j, y
t
j = ŷt

j, zj = ẑj, j = ١, . . . , n, t = ١, ٢
v١ ≥ ٠,v٢ ≥ ٠,w ≥ ٠,u١ ≥ ٠,u٢ ≥ ٠.

.e٢U٠ ≥ βU پس است، (۴) مسأله شدني ناحيه زيرمجموعه فوق مسأله شدني ناحيه چون است. βU برابر نيز
مثل مقاديري ازاي به D روي (۴) مسأله هدف تابع بهينه مقدار کم ترين ،e٢L٠ اگر مشابه، به طور

x̃t
j, ỹ

t
j, z̃j j = ١, . . . , n, t = ١, ٢

است: e٢L٠ برابر نيز زير مسأله هدف تابع بهينه مقدار آنگاه شود، حاصل

min β

s.t.
n∑

j=١

µjx
٢
j ≤ βx٢

o

n∑
j=١

µjy
٢
j ≥ y٢

o

n∑
j=١

λjzj −
n∑

j=١

µjzj ≥ (α− β)zo
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مرحله) هر براي بيروني خروجي يک و ورودي يک مياني، داده (دو ها داده :۱ جدول

دوم مرحله مياني هاي داده اول مرحله

y٢U y٢L x٢U x٢L zU٢ zL٢ zU١ zL١ y١U y١L x١U x١L

۱۰.۸ ۸.۲۳ ۵۹.۷ ۵۸.۸۵ ۳۵.۵ ۲۷.۵۵ ۳.۱۱ ۲.۸۲۸ ۹۵۰۶۵ ۸۷۳۰۰ ۷۸۳.۳ ۷۲۷.۷۸ DMU1
۹.۱۱ ۴ ۱۰۰.۱۲ ۸۷.۲۹ ۹۰.۰۲ ۸۴.۵ ۶.۰۶۹ ۵.۶۶۷ ۱۴۹۸۹۰ ۱۴۷۱۳۸.۴ ۱۰۷۰.۶۸ ۹۷۰.۵۱ DMU2
۴۴.۳ ۴۲ ۱۲۸.۶۸ ۱۲۰.۵ ۲۴۱.۴۴ ۱۸۳.۶ ۶.۵۴ ۶.۲۳ ۱۶۱۶۹۳ ۱۳۵۰۰۰ ۳۷۸۱.۱ ۳۶۲۴ DMU3
۱۴.۳۲ ۷.۲۵ ۶۹.۳۳ ۵۸.۴۲ ۱۳۹ ۱۲۲.۷ ۷.۲۲ ۵.۵۷۷ ۸۲۷۸۳.۲۱ ۷۶۷۷۳.۸۲ ۱۶۲۲ ۱۳۹۹.۲۶ DMU4
۱۶.۷ ۱۱ ۴۶.۴۱ ۴۲.۵ ۷۹.۹۶ ۵۷.۱۹ ۴.۰۵۲ ۳.۸۶۴ ۸۱۰۱۱.۵ ۸۰۸۴۴.۰۱ ۹۱۰.۲۶ ۸۹۰.۸۸ DMU5

۶ ۴ ۶۰.۹۶ ۵۸.۸۸ ۷۸.۵۲ ۷۲.۰۷ ۵.۶۰۶ ۴.۶۹۶ ۱۹۶۳۴۰.۶۶ ۱۷۱۰۰۰ ۸۱۶.۵ ۷۳۷ DMU6
۱۹.۵ ۱۴ ۳۵.۵ ۱۹.۱۷ ۴۰.۳۲ ۲۱.۸۳ ۵.۱۳ ۳.۵۸۲ ۴۹۹۱۱۰ ۴۷۵۰۲۰ ۳۵۴۳.۴۵ ۳۳۰۳.۶ DMU7
۳۴.۲ ۲۹.۰۴ ۱۰۸.۱ ۹۹.۷۹ ۹۱.۱ ۶۳.۸۵ ۷.۷۹۱ ۵.۳۹۵ ۱۷۰۹۳۶ ۱۳۳۵۴۳.۲ ۲۹۴۰.۷۶ ۲۴۱۰.۸ DMU8
۱۷.۸ ۱۰.۳ ۳۴۰.۶۲ ۳۱۲.۸ ۳۰.۰۷ ۲۷.۹۳ ۸.۲۳۶ ۷.۷۶۱ ۸۱۲۵۱.۰۵ ۶۲۱۰۰ ۲۰۰۵.۴ ۱۷۰۶.۲۴ DMU9
۱۳.۶ ۵ ۸۹.۹۵ ۸۴.۵۱ ۶۲.۲۱ ۵۹.۹۹ ۴.۹۱۵ ۳.۷۴۸ ۳۸۰۱۰ ۳۷۵۰۰ ۵۱۳۳ ۴۹۹۲ DMU10
۳۲.۲۸ ۲۴.۵۳ ۶۸.۸۷ ۶۶.۶۴ ۴۱.۵ ۳۵.۲۵ ۵.۵۰۹ ۳.۷۷۵ ۱۳۸۷۴۷.۴۵ ۱۲۹۱۳۷.۳ ۱۸۰۶.۹ ۱۴۶۳ DMU11
۲۰.۷۳ ۱۸ ۱۱۵.۳ ۱۱۱.۶ ۱۳۹.۲ ۱۲۲ ۷.۹۱ ۷.۶۵۷ ۱۴۰۸۰۲ ۱۰۸۰۰۰ ۹۸۸.۳۸ ۹۵۱ DMU12

۸۸ ۸۶.۴ ۱۳۵.۲۴ ۱۲۱.۶ ۲۰۱.۵ ۱۵۹.۵ ۹.۱۴۹ ۸.۸۹۹ ۱۵۷۶۳۳.۶ ۱۳۹۵۰۰ ۳۳۴۴.۰۶ ۲۷۸۸.۸۷ DMU13
۱۸.۹ ۱۲.۶۵ ۶۴.۳۶ ۵۸.۲۵ ۱۱۰.۸ ۹۴.۴۸ ۱۰.۱۲۲ ۷.۵۵۲ ۱۳۹۰۱۱ ۱۳۴۵۵۰ ۱۰۳۷.۷ ۶۸۳.۵۷ DMU14
۲۹.۲ ۲۷.۵۸ ۵۵.۹ ۴۸.۹۱ ۴۵.۶۵ ۳۸.۴۳ ۶.۳۹۵ ۵.۷۲ ۱۴۷۰۱۰.۲ ۱۲۶۰۰۰ ۸۱۸ ۷۰۹.۵۹ DMU15
۱۶ ۱۰.۰۴ ۵۲.۰۷ ۴۷.۶۸ ۸.۳۷ ۲.۶۴ ۶.۸۰۹ ۶.۱۹۶ ۳۱۰۹۶ ۳۰۰۴۶.۰۴ ۲۲۶۵.۷۲ ۱۹۸۲.۳۱ DMU16

n∑
j=١

λjx
١
j ≤ e١∗o αx١

o

n∑
j=١

λjy
١
j ≥ αy١

o

xt
j = x̃t

j, y
t
j = ỹt

j, zj = z̃tj, j = ١, . . . , n, t = ١, ٢
α, β free, λj, µj ≥ ٠ j = ١, . . . , n

.βL ≤ e٢L٠ پس است؛ (۱۰) مسأله از محدودتر فوق مسأله شدني ناحيه چون که

ناکارايي به منجر نميتواند بازههايشان) (در دادهها نوسانات و است کارا قطعاً واحد آن باشد، يک برابر DMU يک کارايي پايين کران اگر
وضعيت دادهها، تغيير با است ممکن باشد، يک از کم تر کارايي شان پايين کران و يک برابر آنها کارايي بالاي کران که واحدهايي اما گردد. آن
يک از کم تر کارايي شان بالاي کران که واحدهايي همچنين، ميشوند. ناميده بالقوه کارا واحدهايي چنين اين دهند. دست از را خود کارايي
عدم شرايط در DMUها رتبهبندي نحوه با رابطه در ميشوند. دستهبندي قطعاً ناکارا واحدهاي به عنوان و ناکارايند شرايطي هر تحت باشد،

شد. خواهد معرفي عددي مثال بخش در روش يک قطعيت،

عددي مثال ۴
منظور، بدين ميکنيم. بررسي را قبل بخشهاي در به دست آمده نتايج و مدلها و داده قرار مطالعه مورد را عددي مثال يک بخش اين در
از بيرون به خروجي يک که دارد خروجي سه و ورودي يک اول مرحله است. بازهاي دادههاي با مرحله دو داراي DMU هر مي کنيم فرض
و ميشوند دريافت اول مرحله از ورودي دو دارد. خروجي يک و ورودي سه دوم مرحله ميگردند. ارسال دوم مرحله به ديگر دوتاي و DMU
بحث، مورد ساختار که کرد فرض ميتوان مثلاً واقعي، دنياي مسائل با مثال اين دادن مشابهت براي ميگردد. دريافت بيرون از ورودي يک
خروجيهاي فرايند اين که ميکند توليد برق سنگ، زغال يا گاز نظير سوختي مواد دريافت با اول مرحله در که است انرژي توليد کارخانه يک
بازيافت شيميايي فرايندهاي طي اول مرحله ناخواسته خروجيهاي دوم، مرحله در دارد. به همراه NOx و SO٢ ،CO٢ قبيل از ناخواستهاي
يا انرژي نظير بيروني، ورودي داراي ميتواند نيز دوم مرحله ميگردند. صنعتي مواد ديگر يا کود نظير مطلوبي خروجيهاي به تبديل و شده

باشد. شيميايي مواد
قلم هر براي سپس و شدهاند انتخاب تصادفي به طور واقعي مسأله چند از دادهها شدهاند. داده نمايش ۱ جدول در استفاده شده دادههاي
شده استفاده ۱ . ۳ قضيه و (۱۶) و (۳) مدلهاي از کارايي بالاي کران محاسبه براي است. شده تعيين قطعيت عدم نمايش براي بازهاي داده،
قضيه و (۱۰) و (۹) مدل هاي کارايي، پايين کران محاسبه براي است. شده حل LP مدل ۲×۱۶ جمعاً و مدل دو DMU هر براي که است



۳۵۴-۳۳۹ صفحه ،۲ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / افضلي نژاد محمد ۳۵۰

تصميمگيرنده واحدهاي رتبهبندي و شعاعي کارايي :۲ جدول

مضربي فرم پوششي فرم

بازهاي رتبه کارايي بازه رتبه ميانگين ۲ مرحله ۱ مرحله رتبه ميانگين ۲ مرحله ۱ مرحله

۹ [۰.۳۶۲،۰.۵۲۹] ۱۲ ۰.۵۲۸۵۶۲ ۰.۳۶۷۷۲۵ ۰.۶۸۹۳۹۹ ۸ ۰.۳۶۱۹۵۱ ۰.۲۹۴۲۹۲ ۰.۴۲۹۶۱ DMU1
۱۱ [۰.۳۱۷،۰.۵۵۱] ۱۱ ۰.۵۵۱۲۱۱ ۰.۱۶۳۳۶ ۰.۹۳۹۰۶۲ ۱۰ ۰.۳۱۷۰۵۰ ۰.۰۴۸۰۳۴ ۰.۵۸۶۰۶۷ DMU2
۱۲ [۰.۳۱۰،۰.۵۵۸] ۱۰ ۰.۵۵۷۵۹۶ ۰.۵۷۵۴۵۱ ۰.۵۳۹۷۴۱ ۱۲ ۰.۳۱۰۲۱۹ ۰.۳۲۰۸۶۸ ۰.۲۹۹۵۷ DMU3
۱۰ [۰.۲۸۵،۰.۵۹۴] ۸ ۰.۵۹۴۲۳۵ ۰.۳۸۳۶۸۳ ۰.۸۰۴۷۸۶ ۱۳ ۰.۲۸۴۷۵۱ ۰.۱۰۲۸۰۳ ۰.۴۶۶۶۹۹ DMU4
۸ [۰.۳۲۳،۰.۶۸۴] ۶ ۰.۶۸۳۵۵۷ ۰.۶۱۵۰۶۲ ۰.۷۵۲۰۵۱ ۹ ۰.۳۲۳۲۰۵ ۰.۲۳۳۰۰۷ ۰.۴۱۳۴۰۳ DMU5
۶ [۰.۵۴۲،۰.۵۸۹] ۹ ۰.۵۸۹۴۴۱ ۰.۱۷۸۸۸۱ ۱ ۲ ۰.۵۴۲۴۸۸ ۰.۰۸۴۹۷۶ ۱ DMU6
۲ [۰.۵۲۴،۰.۸۶۱] ۲ ۰.۸۶۰۶۹۴ ۱ ۰.۷۲۱۳۸۸ ۴ ۰.۵۲۴۰۷۳ ۰.۵۴۴۹۴۲ ۰.۵۰۳۲۰۳ DMU7
۱۳ [۰.۳۱۴،۰.۵۰۱] ۱۳ ۰.۵۰۰۷۸۸ ۰.۵۳۶۴۵۲ ۰.۴۶۵۱۲۳ ۱۱ ۰.۳۱۳۸۴۵ ۰.۴۴۳۰۸۸ ۰.۱۸۴۶۰۲ DMU8
۱۵ [۰.۱۹۸،۰.۴۲۶] ۱۵ ۰.۴۲۵۹۶۷ ۰.۲۲۸۸۵۷ ۰.۶۲۳۰۷۷ ۱۵ ۰.۱۹۷۷۸۳ ۰.۱۳۴۲۰۸ ۰.۲۶۱۳۵۷ DMU9
۱۶ [۰.۰۷۵،۰.۲۱۰] ۱۶ ۰.۲۱۰۰۴۸ ۰.۲۹۳۰۰۵ ۰.۱۲۷۰۹۱ ۱۶ ۰.۰۷۴۶۳۴ ۰.۰۷۷۱۶۶۱ ۰.۰۷۲۱۰۲۶ DMU10
۷ [۰.۴۶۳،۰.۶۶۱] ۷ ۰.۶۶۱۱۱۱ ۰.۷۵۸۲۱۱ ۰.۵۶۴۰۱ ۵ ۰.۴۶۳۳۳۱ ۰.۶۵۷۱۱۲ ۰.۲۶۹۵۴۹ DMU11
۵ [۰.۴۶۲،۰.۶۸۴] ۵ ۰.۶۸۴۲۷۸ ۰.۳۶۸۵۵۵ ۱ ۶ ۰.۴۶۱۵۲۳ ۰.۱۶۱۵۳ ۰.۷۶۱۵۱۶ DMU12
۴ [۰.۴۶۱،۰.۷۹۳] ۳ ۰.۷۹۲۶۷۲ ۱ ۰.۵۸۵۳۴۴ ۷ ۰.۴۶۱۱۵۶ ۰.۶۲۸۰۵۳ ۰.۲۹۴۲۵۹ DMU13
۳ [۰.۵۲۶،۰.۷۵۴] ۴ ۰.۷۵۳۹۳۸ ۰.۵۰۷۸۷۶ ۱ ۳ ۰.۵۲۵۵۴۱ ۰.۲۰۸۹۱۳ ۰.۸۴۲۱۶۸ DMU14
۱ [۰.۶۳۲،۰.۹۸۴] ۱ ۰.۹۸۴۴۷ ۰.۹۶۸۹۳۹ ۱ ۱ ۰.۶۳۱۹۷۸ ۰.۶۱۷۵۴۵ ۰.۶۴۶۴۱۱ DMU15
۱۴ [۰.۲۰۷،۰.۴۸۴] ۱۴ ۰.۴۸۴۳۲۱ ۰.۵۲۵۲۶۱ ۰.۴۴۳۳۸۱ ۱۴ ۰.۲۰۶۶۲۱ ۰.۲۲۸۵۶ ۰.۱۸۴۶۸۱ DMU16

مدل يک تنها حل با DMU هر اول مرحله پايين کران اگرچه است. بيش تر بسيار حالت اين در لازم محاسبات است. شده گرفته به کار ۲ . ۳
حاصل، جواب هاي ميان از و شود حل LP مدل ۲١۶ است لازم مياني متغيرهاي بهينه کران تعيين براي دوم مرحله در اما ميآيد به دست LP
جدول در نتايج است. شده حل مدل ۱۶+۱۶×۲١۶ مجموعاً DMUها، همه پايين کران تعيين براي ترتيب، بدين شود. انتخاب بهينه جواب
پايين کران داراي بدبينانه حالت در حتي زيرا است؛ قطعاًکارا ۶ واحد فقط اول، مرحله در ميشود ملاحظه که همان طور شدهاند. خلاصه ۲
اول مرحله در کارايي به ۱۵ و ۱۴ ،۱۲ ،۶ واحد ۴ خوشبينانه، حالت در نيست. قطعاًکارا واحدي هيچ دوم، مرحله در اما هستند. ۱ کارايي
واحد دو، اين ميان از ميرسند. ۱ خوشبينانه کارايي به دوم مرحله در ۱۳ و ۷ واحد دو هستند. ۱ کارايي بالاي کران داراي و مييابند دست
بدبينانه منظر دو از DMUها کلي مقايسه براي .(۰.۵۴ مقابل در ۰.۶۳) است بهتري کارايي پايين کران داراي زيرا دارد؛ بهتري شرايط ۱۳
پايين کران دو هر در را شرايط بهترين ۱۵ واحد اين صورت در که کرد استفاده مرحله دو هر کارايي نمره ميانگين از ميتوان خوشبينانه و
را ميانگين کارايي نمره پايينترين مضربي، و پوششي مدل دو هر در که مي رسد ۱۰ واحد به ميانگين کارايي کم ترين دارد. کارايي بالاي و

ميکنند. مقايسه خوشبينانه و بدبينانه حالت دو هر در را واحدها کلي کارايي و مرحلهاي کارايي ۳ و ۲ نمودارهاي است. کرده کسب
روشهاي بازهها مقايسه براي کرد. مقايسه هم با را آنها بازهاي هاي کارايي اندازه بايد تصميمگيرنده واحدهاي نهايي رتبهبندي براي
رتبهبندي را بازهها از مجموعه يک است قادر که ميکنيم استفاده [۲۲] همکاران و ونگ روش از ما مقاله، اين در است. شده پيشنهاد زيادي

فرمول از روش اين در نمايد.

P (a > b) =
max(٠, aU − bL)−max(٠, aL − bU)

(aU − aL) + (bU − bL)

بين عددي P (a > b) ميشود. استفاده b بر a بازه برتري ميزان تعيين و b = [bL, bU ] و a = [aL, aU ] بازه دو مقايسه براي
ميشود گفته آنگاه ،P (a > b) > P (b > a) اگر است. برقرار P (a > b) = ١ − P (b > a) رابطه و است يک و صفر
تشکيل را M = [mij = P (ai, aj)] ماتريس بازهها، از {ai}ni=١ مجموعه کردن رتبهبندي براي دارد. برتري b بازه بر a بازه
بازهاي کارايي ،mij مؤلفه و است ۱۶×۱۶ ماتريس يک M ماتريس مثال، اين در است. بازه دو مقايسه نتيجه آن عنصر هر که ميدهيم
را رتبه بالاترين است ۰.۵ مساوي يا بزرگ تر مقاديري آن، عناصر همه که ماتريس از سطري ميکند. مقايسه فوق فرمول با را j و i واحد دو
روي بر مقايسه و ميگردد حذف ماتريس از انتخابي واحد نظير ستون و سطر سپس ميآورد. به دست ماتريس در موجود DMUهاي ميان در
در رتبهبندي، نتيجه ميآيد. به دست واحدها کليه براي کامل رتبهبندي يک روند اين تکرار با ميگيرد. صورت ماتريس در باقيمانده واحدهاي
را رتبه بالاترين که ۱۵ واحد اساس، اين بر است. شده مقايسه بالا و پايين کرانهاي از حاصل رتبهبندي با و ارائه ۲ جدول چپ سمت ستون
بين (۶ واحد (بجز DMUها بيشتر در که آنجا از ميآورد. به دست را رتبه بالاترين نيز کلي مقايسه در داشت بالا و پايين کرانهاي ميان در
۲ رتبه داراي که ۶ واحد براي نميشود. ملاحظه رتبهبندي نتيجه در چشمگيري تفاوت دارد، وجود مشابهت بالا و پايين کرانهاي رتبه بندي

ميشود. حاصل کارايي بازههاي مقايسه در ۶ ميانگين رتبه است، کارايي بالاي کران در ۹ رتبه و پايين کران در
در است. شده محاسبه نيز ميدهد رخ اول مرحله براي بدبينانه شرايط که حالتي در دوم مرحله خوشبينانه کارايي بيش تر، بررسي براي
به ۱۳ و ۱۱ ،۸ ،۷ واحد ۴ و داشت خواهند بهتري بالاي کران (۱۵ (واحد واحد يک بجز واحدها همه در دوم مرحله کارايي نتايج اين صورت،



۳۵۱ قطعيت عدم تحت استکلبرگ دومرحلهاي ساختارهاي کارايي ارزيابي

پوششي) (فرم بدبينانه شرايط در کارايي پايين کران مقايسه :۲ شکل

مضربي) (فرم خوشبينانه شرايط در کارايي بالاي کران مقايسه :۳ شکل
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متغيرهاي ميدهد رخ ۲ مرحله براي خوشبينانه شرايط و يک مرحله براي بدبينانه شرايط وقتي ديگر، به عبارت ميرسند. ۱ کارايي بالاي کران
خوشبينانه شرايط ميتوان مشابهاً يابد. دست بالاتري کارايي نمره به تا ميدهند قرار دوم مرحله اختيار در را بيش تري عمل آزادي مياني
ممکن حالتهاي بايد دوم مرحله کارايي پايين کران محاسبه براي صورت اين در گرفت. نظر در ۲ مرحله براي بدبينانه شرايط و ۱ مرحله براي
مقدار نيز، اينجا در نمود. انتخاب حالتها تمام ميان از را بهينه جواب نهايت در و گرفت نظر در را مياني دادههاي بالاي يا پايين کران براي
ميتواند يک مرحله بالاتر کارايي و خوشبينانه شرايط ميرسد به نظر مييابد. کاهش يا نميکند تغيير يا موارد اغلب در دوم مرحله پايين کران

دهد. کاهش را ۲ مرحله کارايي نمره

گيري نتيجه ۵
محاسبه نحوه نامتمرکز، مديريت فرض با و گرفت قرار مطالعه مورد قطعيت عدم شرايط تحت دومرحلهاي ساختارهاي ارزيابي مقاله، اين در
هستند. غيرخطي قطعيت، عدم شرايط در DEA مدلهاي شد. ارائه بدبينانه و خوشبينانه سناريوهاي تحت کارايي پايين و بالا کرانهاي
تصميمگيرنده واحدهاي شبکهاي ساختار و دادهها قطعيت عدم است. توسعهيافته دومرحلهاي ساختار يک مقاله اين در موردمطالعه ساختار
بازي را خروجي و ورودي متضاد نقش دو که است مياني دادههاي از ناشي مسأله، پيچيدگي از زيادي بخش ميافزايد. مدلها پيچيدگي بر
نحوه بر راهحلها اين شد. پيشنهاد حل سادهتر روشهاي ديگر برخي براي و خطي مدلها از برخي رياضي، تحليلهاي از استفاده با ميکنند.
انجام پيشرو مرحله به اولويتدهي با کارايي ارزيابي استکلبرگ، شرايط برقراري به توجه با متمرکزند. مياني دادههاي در قطعيت عدم با برخورد
فرم به کارگيري با و ميکند محاسبه بدبينانه حالت در را مراحل کارايي کم ترين مدلها، پوششي فرم از استفاده با پيشنهادي روش ميشود.
کارايي اندازه يک بازهاي، دادههاي براي ترتيب بدين ميکند. تعيين خوشبينانه شرايط تحت را مراحل کارايي بالاي کران مدلها، مضربي

ميآيد. به دست بازهاي
به کارگيري با گرفت. قرار بررسي مورد واقعي مسائل حل در پيشنهادي روشهاي و مدلها عملکرد عددي، مثال يک از استفاده با
به علاوه، شد. تعيين واحدها براي کامل رتبهبندي يک و مقايسه به دست آمده، بازهاي کاراييهاي اندازه بازهاي، دادههاي مقايسه روشهاي

شدند. مقايسه و محاسبه ميگيرد، قرار بدبينانه وضعيت در ديگري و خوشبينانه حالت در مراحل از يکي که حالتهايي در کارايي نتايج

تشکر و تقدير
پيشنهادات و نکات مي دارد. بيان کرده اند، صرف مقاله ارزيابي براي مجله دبيران و داور که دقتي و وقت از را خود قدرداني مراتب مقاله، نويسنده
است. رسيده انجام به مصوب پژوهشي طرح قالب در و تفرش دانشگاه مالي حمايت با مقاله اين نمود. مقاله بهبود به مؤثري کمک شده، ارائه
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Abstract: Many production processes have a two-stage structure in which production takes place through
two stages with separate inputs and outputs for each stage. In these production systems, some outputs of
the first stage form inputs for the second stage. These factors are called intermediate data. Since in many
practical situations, data is not deterministic and is given in interval form, the efficiency evaluation under
interval data is very important. In this paper, some data envelopment analysis models are proposed to
evaluate the performance of two-stage systems with interval data and Stackelberg game tradeoff between
the stages. By exploiting the mathematical properties of the models, some simplifications are provided to
determine the interval efficiency of each stage. For optimistic and pessimistic scenarios, it is shown that
the upper and lower bounds of efficiency scores are obtain at the upper/lower bounds of all data except the
intermediate data. Using a numerical example, the application of the model and analysis of the results are
described.

Keywords: Data Envelopment Analysis, Two-stage system, Leader-follower model, Interval data,
Efficiency bounds, Network.
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