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شده پيشنهاد غيرخطي کسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات حل براي جديد روشي مقاله، اين در چکيده:
لژاندر موجکهاي کار، اين انجام براي ميزند. تقريب لژاندر موجکهاي توسط را مسئله مجهول تابع روش اين است.
اين که ميشود استفاده جبري معادلات از غيرخطي يا خطي سيستم يک به مسئله تبديل براي گاوس مربعي قانون بههمراه
ارائهشده راهحل يکتايي و وجود اين، بر علاوه است. قابلحل رياضي برنامهنويسي فنهاي از استفاده با بهسادگي سيستم
خواهد داده نشان روش اين همگرايي تحليل و خطا تخمين همچنين ميشود. اثبات لمها و قضايا برخي از استفاده با
از بهدستآمده نتايج و است بيانشده عددي مثال چند روش، اين دقت و قابليت دادن نشان بهمنظور اين، بر علاوه شد.
نيوتن و نيستروم روش و توسعهيافته کلاهي توابع روش چبيشف، موجک روشهاي از بهدستآمده نتايج با مثالها اين

شدهاند. مقايسه کانتورويچ -

کسري. فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات هممحلي، روش گاوس، مربعسازي لژاندر، موجک کليدي: واژه هاي

47G20; 65T60; 34A08. رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
بسياري است. مشاهدهشده علوم ديگر و فيزيک در آن از بسياري کاربردهاي اخير سالهاي در اما دارد، طولاني سابقهاي کسري حسابان اگرچه
کسري، انتگرال معادلات و کسري ديفرانسيل معادلات کاربردهاي کرد. مدلسازي کسري حسابان از استفاده با ميتوان را فيزيکي پديدههاي از
سيالات، ديناميک زلزله، غيرخطي نوسان مدلسازي براي محاسبات اين است. کرده  ايجاد محققان از بسياري براي را تحقيقات از وسيعي حوزه
نظريه و سيگنال پردازش اقتصاد، جامدات، مکانيک آماري، و پيوسته مکانيک ويسکوالاستيک، مواد از بسياري فرکانس به وابسته ميرايي رفتار
اين تحليلي حل اغلب اما آيد. بهدست معادلات اين جواب که است لازم سيستمها، اين بهتر تحليل بهمنظور است. گرفتهشده بهکار کنترل
معادلات حل براي مختلفي روش هاي متعدد، نوشتههاي در باشد. مفيد ميتواند دقيقتر عددي راهحلهاي يافتن بنابراين نيست، ممکن معادلات
کسري مشتقات با ديناميک سيستمهاي کسري و ديفرانسيل - انتگرال معادلات کسري ، جزئي ديفرانسيل معادلات کسري، معمولي ديفرانسيل
عددي روش هاي و [۲۸ ،۲۳ ،۱۳ ،۱۱ ،۹ ،۸ ،۱] غيره) و آدوميان تجزيه روش هموتوپي، تحليل ( روش نيمهتحليلي و تحليلي روشهاي مانند
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را ديگري مشهور روشهاي ميتوانيم است. شده ارائه [۲۴ ،۲۲ ،۱۷ ،۱۵ ،۱۰ ،۴ ،۳] غيره)   و هممحلي روش متناهي، تفاضل ( روشهاي
[۱۹] کسري ديفرانسيل تبديل ، [۲۷] اسپلاين هممحلي ازجمله روشهايي به ميتوان مثال، براي بيابيم. معادلات نوع اين عددي حل براي
براي [۱۸] مرجع در چبيشف موجک روش نمود. اشاره ديگر بسياري و [۶] نمايي تابع روش ، [۲۱] منطقي هار تابع ، [۱۶] مربعات حداقل ، 
انتگرال معادلات تقريبي جوابهاي است. استفادهشده مختلط مرزي شرايط با غيرخطي کسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات
نيستروم [۱۴]، روشهاي در است. قرارگرفته موردبحث [۲] در سينک هممحلي روش اساس بر کسري مرتبه از فردهلم - ولترا ديفرانسيل -
[۲۰] مرجع در شدهاند. توصيف مختلط مرزي شرايط با کسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات حل براي کانتورويچ - نيوتن و
مورد † (MHFs) توسعهيافته کلاهي توابع روش توسط منفرد ضعيف هستههاي با غيرخطي کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات عددي حل
شدهاند. حل چبيشف طيفي دوم نوع موجک روش از استفاده با ديفرانسيل  - انتگرال معادلات سيستمهاي [۲۵] در است. گرفته قرار بحث
شده حل ونگ توسط اويلر موجک روش از استفاده با عددي بهصورت کسري مرتبه ولترا ديفرانسيل - انتگرال غيرخطي معادلات همچنين
است. شده گرفته بهکار غيرخطي فردهلم - ولترا انتگرال معادلات حل براي آدوميان لاپلاس تجزيه اصلاحشدهي روش [۷] در . [۲۶] است
پالس - بلاک توابع از [۱۲] در نمودهاند. استفاده ديفرانسيل - انتگرال معادله حل براي هار موجک پايههاي از [۵] همکارانش و عرفانيان

است. شده استفاده کسري ديفرانسيل - انتگرال معادلات سيستم حل براي پيوندي برنشتاين
روش هايي بههمراه توابع اين مناسباند. مختلف مسايل حل براي درخور، ويژگيهاي برخي داشتن بهدليل متعامد توابع و چندجمله ايها
معادلات از سيستم يک به بررسي مورد معادلات ميشوند باعث که شدهاند؛ گرفته بهکار معادلات حل براي تاو و گالرکين هممحلي، ازجمله
در معادلات اين شدهاند. گرفته بهکار FVFIDEs معادلات پاسخ آوردن بهدست براي لژاندر موجکهاي مقاله، اين در شوند. تبديل جبري

ميشوند: داده زير بهشکل باناخ فضاي )يک
C
٠ D

α
xy
)
(x) + V y(x) + Fy(x) = g(x), m− ١ < α ≤ m, m ∈ N, (۱ . ۱)

و مسئله مجهول تابع y(x) ،x ∈ J = [a, b] است، معلوم و پيوسته تابع g(x) است، کاپوتو نوع از کسري مشتق C
٠ D

α
x آن در که

V y(x) =

∫ x

a

k١(x, ξ)N١(y(ξ)) dξ, Fy(x) =

∫ b

a

k٢(x, ξ)N٢(y(ξ)) dξ,

ليپشيتزاند. غيرخطي پيوسته توابع i = ١, ٢ ،Ni : J ×R → R و بوده پيوسته توابع i = ١, ٢ ،ki : J × J → R آن در که
دارد: قرار زير مرزي شرايط تسلط تحت (۱ . ۱) معادله

m∑
j=١

[
λijy

(j−١)(a) + ηijy
(j−١)(b)

]
= γi, i = ١, ٢, . . . ,m. (۲ . ۱)

تبديل بر مبتني رويکرد اين مينمايد. تبديل معادلات از جبري سيستم يک به را مسايل اين که است اين تکنيک اين مشخصهي مهمترين
يکپارچهسازي، طريق از فردهلم - ولترا ترکيبي انتگرالي معادلات به ‡ (FVFIDEs) کسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات
و مشتق انتگرال، حذف براي عملياتي ماتريسهاي از استفاده و لژاندر موجک بريدهشده سري از استفاده با معادله در مختلف جملات تقريب

است. شده نهاده بنا حاصلضرب عملگرهاي
شده آورده کسري حسابان از مختلف تعاريف و رياضي مهم مقدمات برخي دوم، بخش در است: سازماندهيشده شرح بدين مقاله ادامه
گاوس مربعي لژاندر موجک روش بعدي، بخش در است. قرارگرفته موردبحث توابع تقريب و لژاندر موجکهاي خواص سوم، بخش در است.
قرارگرفته موردبحث GQLWM روش از خطا تحليل و همگرايي پنجم، بخش در است. شده ساخته FVFIDEs حل براي § (GQLWM)
عددي مثال دو بيانشده، روش دقت و کارايي دادن نشان بهمنظور هفتم بخش در است. شده بيان ششم بخش در جواب وجود و يکتايي است.

است. شده آورده نتايج مختصري بهطور نيز، آخر بخش در و گرديده ارائه

کسري حسابان از اطلاعاتي و پايهاي تعاريف ۲
پرداخت. خواهيم نيازند، مورد مقاله ادامه در که کسري محاسبات از تعاريف و خواص برخي بيان به بخش، اين در

است: زير بهشکل تابع اين تعريف است. خورده گره کسري حسابان با ذاتا گاما تابع .۱ . ۲ تعريف

Γ(α) =

∫ ∞

٠
e−ξξα−١dξ, Re(α) > ٠.

Modification of hat functions †

Fractional Volterra-Fredholm integro-differential equations ‡

Gauss quadrature Legendre wavelet method §



۴۶۵ کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات حل براي گاوس مربعي لژاندر موجک روش

p > θ چون حقيقي عددي اگر است قرارگرفته Cθ فضاي در ،g(x) حقيقي تابع گوييم θ ∈ R و x > ٠ هر براي .۲ . ۲ تعريف
هرگاه دارد قرار Ck

θ فضاي در g(x) تابع ميگوييم و g١(x) ∈ C [٠,∞) آن در که ،g(x) = xpg١(x) که بهطوري باشد موجود
.k ∈ N

∪
{٠} آن در که g(k) ∈ Cθ

است: تعريفشده زير بهصورت θ ≥ −١ ،g ∈ Cθ تابع از ،α > ٠ مرتبه از ليوويل - ريمان کسري انتگرال .۳ . ۲ تعريف

٠I
α
x g(x) =

١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− ξ)α−١g(ξ)dξ.

بياناند: قابل زير بهصورت ليوويل - ريمان کسري انتگرال خواص برخي

٠I
٠
xg(x) = g(x) .۱(

٠I
α
x ٠I

β
x g
)
(x) =

(
٠I

β
x ٠I

α
x g
)
(x) =

(
٠I

α+β
x g

)
(x) .۲

٠I
α
x (x− µ)λ = Γ(λ+١)

Γ(α+λ+١)(x− µ)α+λ .۳

که معني بدين است، خطي عملگر يک ليوويل - ريمان کسري انتگرال صحيح، مرتبه انتگرالگيري با مشابه .۴

٠I
α
x

(
m∑
i=١

cifi(x)

)
=

m∑
i=١

ci (٠I
α
x fi(x)) ,

ثابتاند. {ci}mi=١ آن در که

زير بهشکل g ∈ Cn
−١ و x > ٠ ،n ∈ N ،n − ١ < α ≤ n هر براي کاپوتو مفهوم در g(x) تابع کسري مشتق .۴ . ۲ تعريف

ميگردد: تعريف
C
٠ D

α
xg(x) = ٠I

n−α
x g(n)(x).

است. شده آورده زير لم در کاپوتو عملگر و ليوويل - ريمان عملگر بين روابط

آنگاه ،n ∈ N ،n− ١ < α ≤ n اگر .۵ . ۲ لم
C
٠ D

α
x ٠I

n−α
x g(x) = g(x),

و

٠I
n−α
x

C
٠ D

α
xg(x) = g(x)−

n−١∑
k=٠

g(k)(٠+)
xk

k!
, x > ٠.

توابع تقريب و لژاندر موجکهاي ۳
و a اتساع پارامتر که زماني ميشوند. توليد مادر موجک بهنام منفرد، تابع يک از انتقال و اتساع توسط که توابعاند از بزرگي خانواده موجکها

داشت: خوهيم را زير بهصورت پيوسته موجکهاي خانواده باشند، پيوسته b انتقال پارامتر

Ψa,b(x) = |a|−
١
٢Ψ

(
x

a
− b

a

)
, a, b ∈ R, a ̸= ٠.

اعداد k ،n و b٠ > ٠ ،a٠ > ٠ آن در (که نماييم، b = nb٠a
−k
٠ و a = a−k

٠ گسستهي مقادير به محدود را b و a پارامترهاي اگر
آمد: خواهد بهدست زير بهفرم گسسته موجکهاي خانوادهي مثبتاند) و صحيح

ψk,n(x) = |a٠|
k
٢ ψ(ak٠x− nb٠),

متعامد پايه فرم ψk,n(x) ،b٠ = ١ و a٠ = ٢ مقادير با خاص، بهطور است. L٢(R) در موجک پايه شکل ψk,n(x) آن در که
،n = ١, ٢, . . . , ٢k−١ براي n̂ = ٢n − ١ دارند؛ پارامتر چهار ψn,m(x) = ψ(k, n̂,m, x) لژاندر موجکهاي است. يکه
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تعريف [٠, ١) بازه در چندجملهايها اين است. نرمالشده زمان بيانگر که x و لژاندر چندجملهايهاي درجه بهعنوان m عدد ،k ∈ Z+

زيرند: بهشکل و شده

ψn,m(x) = ψ(k, n̂,m, x) =

 ٢
k−١

٢ (٢m+ ١)
١
٢L∗

m(x),
n̂− ١

٢k
≤ x <

n̂+ ١
٢k

,

٠, otherwise,
(۱ . ۳)

اتساع پارامترهاي بهترتيب b = n̂٢−k و a = ٢−k اعداد و ،n = ١, ٢, . . . , ٢k−١ ،m = ٠, ١, . . . ,M − ١ آن در که
وزن تابع به نسبت که اند [٠, ١) بازه در انتقاليافته لژاندر چندجملهايهاي L∗

m(x) = Lm(٢kx − n̂) ميشوند. ناميده انتقال و
اند: محاسبه قابل زير بازگشتي فرمول توسط Lm-ها همچنين، متعامدند. بازه اين در w(x) = ١

L٠(x) = ١, L١(x) = x,

Lm+١(x) =

(
٢m+ ١
m+ ١

)
xLm(x)−

(
m

m+ ١

)
Lm−١(x), m = ١, ٢, . . . .

لژاندر موجکهاي توسط توابع تقريب ۱ . ۳
صريح بهشکل لژاندر موجکهاي توسط ميتوان را [٠, ١) بازه در y(x) انتگرالپذير تابع

y(x) =
∑
n∈N

∑
m∈N

∪
{٠}

yn,mψn,m(x), (۲ . ۳)

در بيانشده نامتناهي سري اگر است. داخلي ضرب دهندهي نشان <, ., > و yn,m = ⟨y(x), ψn,m(x)⟩ آن در که نمود. بيان
ميآيد: بهدست زير فرمول با تقريبي بهطور y(x) تابع آنگاه شود، قطع (۲ . ۳) فرمول

y(x) ≃
٢k−١∑
n=١

M−١∑
m=٠

yn,mψn,m(x) = YTΨ(x), (۳ . ۳)

ميشوند: بيان زير بهشکل Ψ(x) برداري تابع و Y ضرايب بردار آن در که

Y = [y١,٠, y١,١, . . . , y١,M−١, y٢,٠, y٢,١, . . . , y٢,M−١, . . . , y٢k−١,٠, y٢k−١,١, . . . , y٢k−١,M−١]
T , (۴ . ۳)

Ψ(x) = [ψ١,٠(x), ψ١,١(x), . . . , ψ١,M−١(x), . . . , ψ٢k−١,٠(x), ψ٢k−١,١(x), . . . , ψ٢k−١,M−١(x)]
T .

(۵ . ۳)

آورد: بهدست تقريبي بهطور زير فرم به را ki(x, ξ) ∈ L٠])٢, ١]× [٠, ١]) توابع ميتوان مشابه بهطور

ki(x, ξ) = Ψ(x)TKiΨ(ξ), (۶ . ۳)

اند. ٢k−١M × ٢k−١M بعد با ماترسهايي i = ١, ٢ براي Ki-ها آن در که

FVFIDEs حل براي گاوس مربعي لژاندر موجک روش ۴
رابطههاي با بهترتيب g(x) و y(x) توابع تقريب بهمنظور ميگيريم. نظر در (۲ . ۱) مرکب مرزي شرايط تحت را (۱ . ۱) غيرخطي معادله

کنيم: فرض ،g(x) = GTΨ(x) و y(x) = YTΨ(x)

N١(y(ξ)) = u(ξ), N٢(y(ξ)) = v(ξ), (۱ . ۴)

بهشکل: v(ξ) و u(ξ) رابطه اين در که

u(ξ) = UTΨ(ξ), v(ξ) = VTΨ(ξ), (۲ . ۴)
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حاصل زير نتيجه (۱ . ۱) معادله سوي دو در ٠I
α
x عملگر بهکارگيري با تعريفاند. قابل (۴ . ۳) رابطه با مشابه بهطور VT و UT و شدهاند بيان

شد: خواهد

y(x)−
n−١∑
k=٠

y(k)(٠+)
xk

k!
=

١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− τ)α−١g(τ)dτ (۳ . ۴)

− ١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− τ)α−١

∫ τ

٠
k١(τ, ξ)u(ξ)dτdξ

− ١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− τ)α−١

∫ ١

٠
k٢(τ, ξ)v(ξ)dτdξ. (۴ . ۴)

داشت: خواهيم ،(۲ . ۴)-(۶ . ۳) و (۳ . ۳) معادلات و آنها تقريبات از استفاده و y(x) دقيق جواب بهجاي YTΨ(x) دادن قرار با

YTΨ(x)−
n−١∑
k=٠

YTΨ(k)(٠+)
xk

k!
=

١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− τ)α−١GTΨ(τ)dτ

− ١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− τ)α−١

∫ τ

٠
Ψ(τ)TK١Ψ(ξ)UTΨ(ξ)dτdξ

− ١
Γ(α)

∫ x

٠
(x− τ)α−١

∫ ١

٠
Ψ(τ)TK٢Ψ(ξ)VTΨ(ξ)dτdξ. (۵ . ۴)

خواهيم دست زير سيستم به ،[٠, ١) بازه بر (۵ . ۴) معادله در j = ١, ٢, . . . , M٢k−١ ،xj هممحلي نقطهي M٢k−١ دادن قرار با
يافت:

YTΨ(xj)−
n−١∑
k=٠

YTΨ(k)(٠+)
xkj
k!

=
١

Γ(α)

∫ xj

٠
(xj − τ)α−١GTΨ(τ)dτ

− ١
Γ(α)

∫ xj

٠
(xj − τ)α−١

∫ τ

٠
Ψ(τ)TK١Ψ(ξ)UTΨ(ξ)dτdξ

− ١
Γ(α)

∫ xj

٠
(xj − τ)α−١

∫ ١

٠
Ψ(τ)TK٢Ψ(ξ)VTΨ(ξ)dτdξ. (۶ . ۴)

شد: خواهند تقريب زير بهشکل (۲ . ۱) مرکب مرزي شرايط مشابهي، حل راه با
m∑
j=١

[
λijY

TΨ(j−١)(٠) + ηijY
TΨ(j−١)(١)

]
= γi, i = ١, ٢, . . . ,m. (۷ . ۴)

نقطه M٢k−١ تعداد از استفاده با (که ميشود. گرفته بهکار گاوس مربعي روش (۶ . ۴) معادله در ظاهرشده انتگرال تقريب بهمنظور اکنون
[٠, xj] ١−M٢kبازهي تعداد مهم، اين انجام براي دقيقاند) ١+M٢k مساوي يا کوچکتر درجه از چندجملهايهاي براي لژاندر - گاوس
معادلات به (۶ . ۴) معادلات سيستم گاوس، مربعي روش با ميدهيم. انتقال [−١, ١] بازهي به τ = (xj/٢ )(s+ ١) تبديل توسط را

شد: خواهد تبديل زير

YTΨ(xj)−
n−١∑
k=٠

YTΨ(k)(٠+)
xkj
k!

=
١

Γ(α)

∫ xj

٠
(xj − τ)α−١GTΨ(τ)dτ

− ١
Γ(α)

xj
٢

M٢k−١∑
l=١

wl

(
xj
٢
(١ − sl)

)α−١ ∫ σ

٠
[Ψ(σ)]TK١Ψ(ξ)UTΨ(ξ)dξ

− ١
Γ(α)

xj
٢

M٢k−١∑
l=١

wl

(
xj
٢
(١ − sl)

)α−١ ∫ ١

٠
[Ψ(σ)]TK٢Ψ(ξ)VTΨ(ξ)dξ, (۸ . ۴)
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گرفتن درنظر با اند. [−١, ١] بازهي در وزن توابع l = ١, ٢, · · · ,M٢k−١ هر براي wl و σ =
xj

٢ (sl + ١) معادله اين در که
داشت: خواهيم ،j = ١, ٢, · · · ,M٢k−١ ،xj هممحلي نقاط از استفاده و (۲ . ۴)-(۱ . ۴) معادلات

N١(Y
TΨ(xj)) = UTΨ(xj), N٢(Y

TΨ(xj)) = VTΨ(xj). (۹ . ۴)

مجهول مقدار جبري، سيستم اين حل با شد. خواهد جبري معادلات از سيستم يک به تبديل اصلي مسئلهي ،(۹ . ۴)-(۷ . ۴) معادلات ترکيب با
ميآيد. بهدست (۱ . ۱) معادلات سيستم جواب از تقريبي (۳ . ۳) رابطه در آن دادن قرار با که آمد؛ خواهد بهدست YT

خطا تحليل و همگرايي ۵
بدين ميگيرد. قرار موردبحث روش همگرايي همچنين، آورد. خواهيم بهدست بيانشده روش براي را خطا کران از تقريبي بخش، اين در

که کنيم فرض منظور،
L∗

m(x) = Lm(٢x− ١)

و
Λ(x) = [L∗

٠(x), L
∗
١(x), . . . , L

∗
N(x)]

T .

بود خواهد بيان قابل زير بهشکل لژاندر چندجملهاي پايههاي توسط y(x) ∈ L٠]٢, ١] تابع بنابراين،

y(x) ≃
N∑

n=٠

lnL
∗
n(x) = LTΛ(x),

.L = [l٠, l١, . . . , lN ]
T آن در که

LTΛ(x) اگر باشد. برداري فضاي يک S = span {L∗
٠, L

∗
١, . . . , L

∗
N} و y ∈ Cm+٠]١, ١] تابع کنيم فرض .۱ . ۵ لم

بود: خواهد زير شکل به روش خطاي کران آنگاه باشد، S در y(x) تابع از تقريب بهترين

∥∥y − LTΛ
∥∥

٢ ≤
√

٢χ٢m+٣Mm+١

(m+ ١)!
√

٢m+ ٣
,

.χ = max{١ − ξ, ξ} و Mm+١ = max {|fm+١(x)| : ٠ ≤ x ≤ ١} آن در که

که: است موجود چنان ξ ∈ (٠, ١) تيلور، جملهايهاي چند بسط بنابه اثبات.

Ty(x) = y٠(ξ) + (x− ξ)y′(ξ) +
(x− ξ)٢

٢!
y′′(ξ) + · · ·+ (x− ξ)m

m!
y(m)(ξ).

که: بهطوري دارد وجود λ ∈ (٠, ١) چون عددي بنابراين،

|y(x)− Ty(x)| ≤

∣∣∣∣∣(x− ξ)m+١

(m+ ١)!
y(m+١)(λ)

∣∣∣∣∣ .
داشت: خواهيم پس است، y(x) تابع از تقريب بهترين LTΛ(x) چون طرفي از

∥∥y − LTΛ
∥∥٢

٢ ≤ ∥y − Ty∥٢
٢ =

∫ ١

٠
|y(x)− Ty(x)|٢dx ≤

∫ ١

٠

∣∣∣∣∣(x− ξ)m+١

(m+ ١)!
y(m+١)(λ)

∣∣∣∣∣
٢

dx

≤
M ٢

m+١

[(m+ ٢[!(١

∫ ١

٠
(x− ξ)٢m+٢dx ≤

٢χ٢m+٣M ٢
m+١

(٢m+ ٣)[(m+ ٢[!(١ ,

است. تمام اثبات و
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صورت اين در باشد. تقريبشده لژاندر موجکهاي توسط ỹ(x) = YTΨ(x) بهشکل و y ∈ Cm+٠]١, ١] گيريم .۲ . ۵ قضيه
از: است عبارت آن خطاي متوسط

∥y − ỹ∥٢ ≤ ٢(m+١)(١−k)
√

٢Mm+١

(m+ ١)!
√

٢m+ ٣
.

اين با ،n = ١, ٢, . . . , ٢k−١ ،Ik,n = [(n− ٢/(١k−١ , n/٢k−١ ] بهشکل بازه زير ٢k−١ به [٠, ١] بازهي افراز با اثبات.
داشت: خواهيم ،۱ . ۵ لم از استفاده و است m+ ١ از کمتر درجه از چندجملهاي يک ỹ که محدوديت

∥y − ỹ∥٢
٢ ≤

∫ ١

٠
|y(x)− ỹ(x)|٢dx =

٢k−١∑
n=١

∫ n

٢k−١

n−١
٢k−١

|y(x)− ỹ(x)|٢dx

≤
٢k−١∑
n=١

[ √
٢M̄n٢

(١−k)(٢m+٣)
٢

(m+ ١)!
√

٢m+ ٣

]٢

=
٢(١−k)(٢m+٣)+١

[(m+ ٢)٢[!(١m+ ٣)

٢k−١∑
n=١

M̄ ٢
n

≤
٢(١−k)(٢m+٢)+١M ٢

m+١

[(m+ ٢)٢[!(١m+ ٣)
,

.M̄n = max
{∣∣y(m+١)(x)

∣∣ , x ∈ Ik,n
}

آن در که

لژاندر ضرايب مجموع آنگاه، .|y(x)| ≤ βy که طوري است موجود βy ∈ R چون عددي ،y(x) ∈ [٠, ١) هر براي گيريم .۳ . ۵ لم
.|yn,m| ≤

√
٢١−kβy هرگاه است همگرا مطلق بهطور است، گرديده بيان (۳ . ۳) رابطه در که y(x) تابع از

داريم: ،m ≥ ٠ هر براي نمود. بيان (۳ . ۳) رابطهي توسط لژاندر موجک پايههاي توسط ميتوان را y(x) ∈ L٠]٢, ١] تابع اثبات.

|yn,m| = | < y, ψn,m > | =
∣∣∣∣∫ ١

٠
y(x)ψn,m(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ١

٠
|y(x)||ψn,m(x)|dx

≤ βy

∫ ١

٠
|ψn,m(x)|dx = βy

∫
In,k

|ψn,m(x)|dx

= βy٢
k−١

٢ (٢m+ ١)
١
٢

∫
In,k

|Lm(٢kx− ٢n+ ١)| dx.

داشت: خواهيم s = ٢kx− ٢n+ ١ فرض با

|yn,m| ≤ βy٢
−k−١

٢ (٢m+ ١)
١
٢

∫ ١

−١
|Lm(s)|ds.

که: ميکند ايجاب هولدر نامساوي

|yn,m| ≤ βy٢
−k−١

٢ (٢m+ ١)
١
٢

٢√
٢m+ ١

=
√

٢١−kβy.

است. همگرا مطلق بهطور
٢k−١∑
n=١

M−١∑
m=٠

yn,m سري ،k → ∞ وقتي که است آن معني به اين

[٠, ١] بازه در ۲ - نرم با است، تعريفشده (۳ . ۳) رابطهي توسط که ỹ(x) =
∑٢k−١

n=١
∑M−١

m=٠ yn,mψn,m(x) سري .۴ . ۵ قضيه
باشد. همگرا سري يک ،y(x) پيوسته تابع براي

∑٢k−١

n=١
∑M−١

m=٠ |ynm| لژاندر ضرايب قدرمطلق مقادير مجموع هرگاه است، همگرا

قرار همچنين باشد. متعامد پايهي يک است، شده داده (۱ . ۳) رابطهي در که ψn,m و بوده هيلبرت فضاي يک L٢(R) گيريم اثبات.
ميکنيم: تعريف زير بهشکل را {Sn} جزئي مجموع .δj =< ỹ(x),∆j(x) > و ψn,m(x) = ∆j(x) ميدهيم

Sn(x) =
n∑

j=٠

δj∆j(x).
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داريم: n > m > Nϵ هر براي که بهطوري دارد وجود Nϵ > ٠ ،ϵ > ٠ هر براي اکنون،

∥Sn(x)− Sm(x)∥٢
٢ =

∫ ١

٠

∣∣∣∣∣
n∑

l=m+١

δl∆l(x)

∣∣∣∣∣
٢

dx ≤
n∑

l=m+١

|δl|٢
∫ ١

٠
|∆l(x)|٢dx

=
n∑

l=m+١

|δl|٢.

داريم: کوشي محک به بنا رو، اين از است؛ مطلق همگراي
∑∞

l=٠ |δl|٢ مجموع ،۳ . ۵ لم بنابه

n∑
l=m+١

|δl|٢ < ϵ٢.

همگرا ۲ - نرم با سري پس است، کوشي سري يک سري، اين مجموع دنباله بنابراين .∥Sn(x)− Sm(x)∥٢ ≤
√
ϵ٢ = ϵ پس،

است.

يکتايي و وجود ۶
ميگيريم: نظر در زير بهشکل را (۱ . ۱) معادله عملگري فرم ، FVFIDEs معادلات جواب يکتايي مطالعه )بهمنظور

C
٠ D

α
xy
)
(x) = g(x)−K١N ١y −K٢N٢y, (۱ . ۶)

آن: در که

K١N١y =

∫ x

a

k١(x, ξ)N١(y(ξ)) dξ, K٢N٢y =

∫ b

a

k٢(x, ξ)N٢(y(ξ)) dξ.

داشت: خواهيم (۱ . ۶) معادله سوي دو بر ٠I
α
x عملگر اعمال با

y(x) = f(x) + ٠I
α
x [g(x)−K١N ١y −K٢N٢y] , (۲ . ۶)

فوق: رابطه در که
f(x) =

∑n−١

k=٠
y(k)(٠+)xk/k! .

است: زير بهشکل T آن در که نمود بيان T y = y بهشکل ميتوان را معادله اين

T y(x) = f(x) + ٠I
α
x [g(x)−K١N ١y −K٢N٢y] . (۳ . ۶)

همچنين باشد. ||h||∞ = maxx|h(x)| نرم با پيوسته توابع همهي از متشکل باناخ فضاي يک (C [٠, ١], ||∞||) کنيم فرض
باشند: صادق J٢ و J١ ليپشيتزي ثابتهاي با [٠, ١] بازه بر ليپشيتز شرط در N٢ و N١ عملگرهاي گيريم

|N١ỹ(x)−N١y(x)| ≤ J١ |ỹ(x)− y(x)| , |N٢ỹ(x)−N٢y(x)| ≤ J٢ |ỹ(x)− y(x)| .

دارند. يکتا جواب FVFIDEs معادلات که داد خواهيم نشان زير قضيه در فوق، فرضيات گرفتن نظر در با

باشند صادق زير رابطه در N٢ و N١ غيرخطي عملگرهاي گيريم .۱ . ۶ قضيه

J١∥N١∥∞ + J٢∥N٢∥∞ < Γ(α + ١).

بود. خواهند يکتا جواب داراي (۱ . ۱) رابطه توسط دادهشده FVFIDEs معادلات آنگاه
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شود: تعريف زير بهشکل T : C [٠, ١] → C [٠, ١] گيريم اثبات.

T y(x) = f(x) +
١

Γ(α)

∫ x

٠
(x− ξ)α−١ [g(ξ)−K١N ١y(ξ)−K٢N٢y(ξ)] dξ. (۴ . ۶)

داشت: خواهيم x مثبت عدد هر براي آنگاه ،ỹ, y ∈ C [٠, ١] که کنيم فرض همچنين

T ỹ(x)− T y(x)

=
١

Γ(α)

∫ x

٠
(x− ξ)α−١ [K١N ١y(ξ)−K١N ١ỹ(ξ) +K٢N٢y(ξ)−K٢N٢ỹ(ξ)] dξ.

آمد: خواهد بهدست زير رابطه بنابراين،

|T ỹ(x)− T y(x)|

≤ ١
Γ(α)

∫ x

٠
|x− ξ|α−١ [|K١| |N ١y(ξ)−N ١ỹ(ξ)|+ |K٢| |N ٢y(ξ)−N ٢ỹ(ξ)|] dξ

≤ ١
Γ(α)

∫ x

٠
|x− ξ|α−١ [|K١| J١ |ỹ(ξ)− y(ξ)|+ |K٢| J٢ |ỹ(ξ)− y(ξ)|] dξ

≤ ١
Γ(α)

∫ x

٠
|x− ξ|α−١ [∥K١∥∞J١ + ∥K٢∥∞J٢]∥ỹ(ξ)− y(ξ)∥∞ dξ

≤ |x|α

Γ(α + ١)
(∥K١∥∞J١ + ∥K٢∥∞J٢) ∥ỹ(ξ)− y(ξ)∥∞

≤ ١
Γ(α + ١)

(∥K١∥∞J١ + ∥K٢∥∞J٢) ∥ỹ(ξ)− y(ξ)∥∞.

داريم: بنابراين
|T ỹ(x)− T y(x)| ≤ L∥ỹ(ξ)− y(ξ)∥∞

آن در كه
L =

١
Γ(α + ١)

(∥K١∥∞J١ + ∥K٢∥∞J٢)

داشت خواهيم اينرو از ،٠ ≤ L < ١ كه داريم قضيه در بيانشده فرض از استفاده با

∥T ỹ(x)− T y(x)∥∞ ≤ L∥ỹ(ξ)− y(ξ)∥∞ < ∥ỹ(ξ)− y(ξ)∥∞.

بود. خواهد C [٠, ١] در يکتا جوابي داراي مسئله اين انقباضي، نگاشت قضيه بنابه ،٠ ≤ L < ١ داريم بالا رابطه در که آنجايي از

عددي مثالهاي ۷
با را بهدستآمده نتايج سپس و ميگيريم بهکار مسئله چند حل در را آن مطالعه، مورد روش کارايي و قابليت دادن نشان براي بخش، اين در

کردهايم: استفاده زير رابطه از ¶ (MAE) خطا قدرمطلق بيشينه دادن نشان بهمنظور نمود. خواهيم مقايسه ديگر روشهاي نتايج

MAE = max
٠≤x<١

{|y(x)− ỹ(x)|} .

عبارت خطا اين است. محاسبهشده � (RMSE) خطا مربعات ميانگين جذر ديگر، روشهاي با روش مقايسه بهمنظور دوم، مثال در همچنين
از: است

RMSE =

√∫ ١

٠
[y(x)− ỹ(x)]٢dx.

Maximum absolute error ¶

Root-mean-square error �
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کسري غيرخطي معادله .۱ . ۷ )مثال
C
٠ D

√
٧

٢
x y

)
(x)−

∫ x

٠

١ + ٢ξ
١ + y(ξ)

dξ−
∫ ١

٠
(١ + ٢ξ)y(ξ)dξ = g(x), (۱ . ۷)

آن: در که ميگيريم، نظر در y(١) = ٢ و y(٠) = ٠ مرزي شرايط تحت را

g(x) =
٢x٢−

√
٧

٢

Γ
(

٣ −
√

٧
٢

) − ln(x٢ + x+ ١) + ١ − e٢.

با نتايج اين است. دادهشده ۱ جدول در ۱ . ۷ مثال براي بهدستآمده عددي نتايج است. y(x) = x٢ + x بهشکل مسئله اين دقيق جواب
جواب ۲ جدول در شدهاند. مقايسه [۱۸ ،۱۴] کانتورويچ - نيوتن و نيستروم و ** (CWM) چبيشف موجک روشهاي از بهدستآمده نتايج
جدول، اين در بهدستآمده نتايج بر بنا شدهاند. مقايسه GQLWM و CWM روشهاي با بهدستآمده تقريبي جوابهاي و y دقيق
و دقيق جواب بين را خطا قدرمطلق بيشينه ۳ جدول است. CWM روش به نسبت بيشتري دقت داراي حاضر روش که ميشود مشاهده
تعداد از استفاده با تنها GQLWM روش که ميدهند نشان حاصلشده نتايج ميدهد. نشان k و M از مختلف مقادير براي تقريبي جواب
توابع علاوهبراين، دادهاند. بهدست کانتورويچ - نيوتن و نيستروم و CWM روشهاي به نسبت ارزشمندتري و بهتر نتايج پايهها، از محدودي
مقادير افزايش با كه موضوعاند اين دهندهي نشان نتايج اين است. درآمده بهنمايش ۱ شكل Mدر و k از مختلف مقادير براي خطا قدرمطلق

است. يافته كاهش قابلملاحظهاي بهطور خطا مقدار M و k

.۱ . ۷ مثال براي [۱۴] مرجع در بيانشده روش و [۱۸] CWM ، GQLWM روش بين مقايسه :۱ جدول

x ٠٫ ١ ٠٫ ٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ٧ ٠٫ ٩
روش خطاي k = ٣, n = ١۶٠ ٧٫ ٨١E − ٠۶ ١٫ ۵۵E − ٠۵ ١٫ ۶۵E − ٠۵ ١٫ ٢٧E − ٠۵ ۵٫ ٠٧E − ٠۶

[14] k = ٣, n = ٣٢٠ ١٫ ٩٢E − ٠۶ ٣٫ ٨۴E − ٠۶ ۴٫ ١٠E − ٠۶ ٣٫ ١۵E − ٠۶ ١٫ ٢۵E − ٠۶
k = ٣, n = ۶۴٠ ۴٫ ۶۵E − ٠٧ ٩٫ ٣١E − ٠٧ ٩٫ ٩٢E − ٠٧ ٧٫ ۶۵E − ٠٧ ٣٫ ٠۴E − ٠٧

[18] خطاي k = ١, M = ١٩ ٣٫ ۴٧E − ١٢ ۶٫ ٠٨E − ١٢ ۶٫ ٢١E − ١٢ ۴٫ ۶٨E − ١٢ ١٫ ٨۴E − ١٢
k = ٢, M = ۴ ٧٫ ٨١E − ٠۶ ١٫ ۵۵E − ٠۵ ١٫ ۶۵E − ٠۵ ١٫ ٢٧E − ٠۵ ۵٫ ٠٧E − ٠۶
k = ٣, M = ۵ ١٫ ٩٢E − ٠۶ ٣٫ ٨۴E − ٠۶ ۴٫ ١٠E − ٠۶ ٣٫ ١۵E − ٠۶ ١٫ ٢۵E − ٠۶

GQLWM k = ۴, M = ۶ ۴٫ ۶۵E − ٠٧ ٩٫ ٣١E − ٠٧ ٩٫ ٩٢E − ٠٧ ٧٫ ۶۵E − ٠٧ ٣٫ ٠۴E − ٠٧
k = ١, M = ١٠ ۴٫ ۶۵E − ٠٧ ٩٫ ٣١E − ٠٧ ٩٫ ٩٢E − ٠٧ ٧٫ ۶۵E − ٠٧ ٣٫ ٠۴E − ٠٧
k = ١, M = ١٩ ۴٫ ۶۵E − ٠٧ ٩٫ ٣١E − ٠٧ ٩٫ ٩٢E − ٠٧ ٧٫ ۶۵E − ٠٧ ٣٫ ٠۴E − ٠٧

.۱ . ۷ مثال براي عددي جوابهاي :۲ جدول

x دقيق جواب CWM روش از آمده دستبه جواب GQLWM روش از آمده دستبه جواب
٠٫ ٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
٠٫ ١ ٠٫ ١١ ٠٫ ١١٠٠٠٠٠٠٠٠٠٣۴٧۵٠٩٢١٩ ٠٫ ١٠٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ٢ ٠٫ ٢۴ ٠٫ ٢۴٠٠٠٠٠٠٠٠٠۵١٨٩٩١٧٠٠ ٠٫ ٢٣٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ٣ ٠٫ ٣٩ ٠٫ ٣٩٠٠٠٠٠٠٠٠٠۶٠٨٩٠۶٢٨۴ ٠٫ ٣٨٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ۴ ٠٫ ۵۶ ٠٫ ۵۶٠٠٠٠٠٠٠٠٠۶٣٩٣٩١٩٧٧ ٠٫ ۵۵٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ۵ ٠٫ ٧۵ ٠٫ ٧۵٠٠٠٠٠٠٠٠٠۶٢١٧٢۴٩۶۵ ٠٫ ٧۴٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ۶ ٠٫ ٩۶ ٠٫ ٩۶٠٠٠٠٠٠٠٠٠۵۶٢٩٩۴٢۵٠ ٠٫ ٩۵٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ٧ ١٫ ١٩ ١٫ ١٩٠٠٠٠٠٠٠٠٠۴۶٨١۴٩٧٠٠ ١٫ ١٨٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ٨ ١٫ ۴۴ ١٫ ۴۴٠٠٠٠٠٠٠٠٠٣۴٠٨٨٠١۵٠ ١٫ ۴٣٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩
٠٫ ٩ ١٫ ٧٧ ١٫ ٧١٠٠٠٠٠٠٠٠٠١٨۴٠۶٠٢٠٠ ١٫ ٧٠٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩

١ ٢٫ ٠٠ ١٫ ٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٠ ٢٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠

Chebyshev wavelet method **



۴۷۳ کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات حل براي گاوس مربعي لژاندر موجک روش

.۱ . ۷ مثال براي GQLWM روش از استفاده با بهدستآمده خطاي قدرمطلق بيشينه :۳ جدول

M ۴ ٧ ١٠ ١٣ ١۶ ١٩
k = ١ ۴٫ ۴١E − ٠۴ ۴٫ ٠۶E − ٠٨ ١٫ ٠٣E − ١٢ ۴٫ ٠٢E − ١۶ ٣٫ ٠١E − ٢٣ ١٫ ۵٧E − ٢٨

MAE k = ٢ ٧٫ ۶٨E − ٠۵ ٩٫ ۴١E − ١٠ ٣٫ ٠۵E − ١۵ ٣٫ ٩۶E − ٢١ ٢٫ ۵۵E − ٢٧ ١٫ ۶١E − ٣۴
k = ٣ ۵٫ ۴۶E − ٠۶ ٨٫ ٢٣E − ١٢ ٣٫ ٣٩E − ١٨ ۵٫ ۴٩E − ٢۵ ۴٫ ۴٢E − ٣٢ ٢٫ ٠٢E − ٣٩

k = ٢ (ب) k = ١ (آ)

k = ٢ که زماني (ب) و k = ١ که زماني (آ) .M از مختلف مقادير براي ۱ . ۷ مثال براي خطا قدرمطلق نمايش :۱ شکل

ميگيريم نظر در را زير كسري ديفرانسيل - انتگرال معادله .۲ . ۷ مثال

(
C
٠ D

α
xy
)
(x) = g(x) +

∫ ١

٠
xξ[y(ξ)]٢dξ, y(٠) = ٠, (۲ . ۷)

است: بيانشده زير رابطه توسط g(x) و ٠ < α ≤ ١ آن در كه
است. y(x) = x بهشكل آن دقيق جواب كه α = ١

۴ با g(x) = ۴
٣Γ
(٣

۴

)−١
x

٣
۴ − ١

۴x :[۱۸] اول حالت
است. y(x) = x٣ بهشكل آن دقيق جواب كه α = ٣

۴ با g(x) = ۶۴
١۵Γ
(٣

۴

) √
٢

π
x

٩
۴ − ١

٨x :[۱۸] دوم حالت
است. y(x) = x بهشكل آن دقيق جواب كه α = ١ با g(x) = ١ − ١

۴x :[۲۹] سوم حالت
k و M از مختلفي مقادير براي ۶ و ۵ ، ۴ جدولهاي در نتايج ميگيريم. بهكار مسئله اين حل در را ۴ بخش در بيانشده روش
α و M از مختلفي مقادير و k = ١ با GQLWM روش از حاصلشده y(x) خطاي قدرمطلق بيشينه جدولها، اين در درجشدهاند.
روش اعتبار و قابليت نشاندهندهي حاصل شده نتايج شدهاند. مقايسه دوم و اول حالت دو براي [۱۸] CWM روش از حاصل خطاي با
گرفتن نظر در با k و M از مختلف مقادير براي خطا قدرمطلق توابع هندسي نمايش است. CWM روش با مقايسه در GQLWM
مقدار افزايش با كه آناند بيانگر شكلها اين است. درآمده بهنمايش ۴ و ۳ ،۲ شكلهاي در بهترتيب α = ٣/۴ و α = ١ ،α = ١/۴
مرجع از بهدستآمده نتايج با GQLWM روش از حاصل شده RMSE خطا مربعات ميانگين جذر ۶ جدول در است. يافته كاهش خطا ،M
مقدار افزايش با ،k از معيني مقدار براي جدول، در درجشده نتايج بنابه شدهاند. مقايسه α = ١ فرض با M و k مختلف مقادير براي [۲۹]
روش براين، بنا است. يافته افزايش دقت درجه ،k مقدار افزايش با M از معيني مقدار براي ترتيب بههمين و يافته افزايش دقت درجه M

است. بالاتري دقت داراي [۲۹] در بيانشده CWM روش به نسبت و بوده موثر بسيار مسئله اين حل در GQLWM

ميگيريم: نظر در را زير منفرد هسته با کسري غيرخطي انتگرال-ديفرانسيل معادله [۲۰] .۳ . ۷ )مثال
C
٠ D

٢
٣
xy
)
(x) = g(x) +

∫ x

٠

(
xy′(ξ) + (x− ξ)−

١
٢ [y(ξ)]٢

)
dξ, (۳ . ۷)
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.α = ٣
۴ و k = ١ كه زماني دوم و اول حالتهاي در ۲ . ۷ مثال براي [۱۸] CWM روش و مطالعه مورد روش بين مقايسه :۴ جدول

[18] خطاي GQLWM
x M = ١٩ M = ١٣ M = ١۶ M = ١٩

٠٫ ٠ ١٫ ۶٨E − ٢٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠
٠٫ ١ ٩٫ ٠۶E − ١٣ ١٫ ٧۵E − ١٣ ١٫ ٨۵E − ١۶ ١٫ ٢٧E − ٢٠
٠٫ ٢ ٣٫ ٩٩E − ١٢ ۴٫ ٠۵E − ١٢ ٧٫ ۵٣E − ١٧ ٣٫ ٩٢E − ٢٣
٠٫ ٣ ١٫ ٠٣E − ١١ ٣٫ ٧۶E − ١٢ ١٫ ۴٧E − ١۶ ١٫ ۴٩E − ٢٠
٠٫ ۴ ٢٫ ١٠E − ١١ ٢٫ ٢١E − ١٢ ١٫ ۵٣E − ١۶ ١٫ ٠۶E − ٢٠
٠٫ ۵ ٣٫ ٧٣E − ١١ ٨٫ ٣۵E − ١۴ ١٫ ۴٨E − ١۶ ١٫ ٨٣E − ٢٢
٠٫ ۶ ۶٫ ٠۵E − ١١ ٢٫ ٣٨E − ١٢ ١٫ ۴٢E − ١۶ ١٫ ٠۴E − ٢٠
٠٫ ٧ ٩٫ ١۶E − ١١ ٣٫ ٩٢E − ١٢ ١٫ ٢٣E − ١۶ ١٫ ۵١E − ٢٠
٠٫ ٨ ١٫ ٣١E − ١٠ ۴٫ ٢٣E − ١٢ ١٫ ۴٨E − ١۶ ٣٫ ٧١E − ٢٢
٠٫ ٩ ١٫ ٨٢E − ١٠ ٣٫ ١١E − ١٣ ١٫ ۶٧E − ١٧ ١٫ ٣٢E − ٢٠
١٫ ٠ ٢٫ ۴۵E − ١٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠

.α = ١
۴ و k = ١ كه زماني دوم و اول حالتهاي در ۲ . ۷ مثال براي [۱۸] CWM روش و مطالعه مورد روش بين مقايسه :۵ جدول

[18] خطاي GQLWM
x M = ١٩ M = ١٣ M = ١۶ M = ١٩

٠٫ ٠ ٧٫ ٩٢E − ٢١ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠
٠٫ ١ ۶٫ ۵٧E − ١٨ ۶٫ ۵٣E − ١۶ ۴٫ ٠٠E − ١٩ ٢٫ ۵١E − ٢۴
٠٫ ٢ ٣٫ ۶٢E − ١٨ ۵٫ ٨٩E − ١۵ ١٫ ۶٣E − ١٩ ٢٫ ٩١E − ٢۵
٠٫ ٣ ٢٫ ۶۵E − ١٨ ۵٫ ۴۴E − ١۵ ٣٫ ٨٠E − ١٩ ۶٫ ١٨E − ٢۴
٠٫ ۴ ٢٫ ١١E − ١٨ ٣٫ ۴١E − ١۵ ۴٫ ١٩E − ١٩ ۴٫ ٠٨E − ٢۴
٠٫ ۵ ١٫ ٨۵E − ١٨ ۴٫ ٠٧E − ١۶ ۴٫ ٢۵E − ١٩ ٢٫ ٢٩E − ٢۵
٠٫ ۶ ١٫ ۶۵E − ١٨ ٢٫ ۶١E − ١۵ ۴٫ ٢٨E − ١٩ ۴٫ ٣٣E − ٢۴
٠٫ ٧ ١٫ ۴٩E − ١٨ ۴٫ ۶٣E − ١۵ ٣٫ ٩۴E − ١٩ ۵٫ ٩٢E − ٢۴
٠٫ ٨ ١٫ ۴٠E − ١٨ ٧٫ ٠۴E − ١۶ ١٫ ٨١E − ١٩ ١٫ ٢٣E − ٢۵
٠٫ ٩ ١٫ ٠٧E − ١٨ ۴٫ ٩٨E − ١۵ ۵٫ ١٠E − ١٩ ۴٫ ٩٢E − ٢۴
١٫ ٠ ۵٫ ۴٢E − ١٧ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠

در ۲ . ۷ مثال براي [۲۹] دوم نوع چبيشف موجك روش و GQLWM روش از M و k از مقادير برخي براي RMSE مقايسه :۶ جدول
سوم. حالت

[29] در شده بيان روش GQLWM روش
M ٢ ٢ ۶ ١٠ ١۴

k = ٣ ٢٫ ٩٧٠E − ٠٧ ٢٫ ٣۴٨E − ٠٩ ۴٫ ٢٣۶E − ١١ ١٫ ٠٠٣E − ١٢ ١٫ ٣٢٠E − ١٣
k = ۴ ١٫ ٨۶١E − ٠٨ ٧٫ ٣٩١E − ١٠ ٩٫ ٨۶٣E − ١٣ ۴٫ ٠٠٢E − ١۵ ٧٫ ۵۶٩١E − ١٧
k = ۵ ١٫ ١۶۴E − ٠٩ ٨٫ ۵۴١E − ١٢ ٨٫ ٧٨۶E − ١۶ ٩٫ ٢۵١E − ١٨ ٢٫ ٠١۵E − ٢٠

آن در که

g(x) =
٣Γ
(١

٢

)
۴Γ
(١١

۶

)x ۵
۶ − x

۵
٢ − ٣٢

٣۵
x

٧
٢ ,

را مساله ۴ بخش در بيانشده روش از استفاده با است. y(x) = x
√
x شکل به دقيق جواب داراي y(٠) = ٠ اوليه شرط با فوق معادله

مختلف نقاط در خطا قدرمطلق مقدار ۷ جدول در نمود ايم. درج ۸ و ۷ جداول در را بهدستآمده نتايج و کرده حل k Mو از مختلف مقادير براي
خطاي بيشينه ۸ جدول در است. شده مقايسه [۲۰] MHFS روش با GQLWM روش همچنين جدول اين در است. شده محاسبه x از
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k = ٢ (ب) k = ١ (آ)

k و M از مختلف مقادير و α = ١
۴ با ۲ . ۷ مثال براي خطا قدرمطلق توابع هندسي نمايش :۲ شکل

k = ٢ (ب) k = ١ (آ)

k و M از مختلف مقادير و α = ٣
۴ با ۲ . ۷ مثال براي خطا قدرمطلق توابع هندسي نمايش :۳ شکل

جدول هاي از بهدستآمده نتايج به توجه با است. شده مقايسه MHFS روش از بهدستآمده خطاي نرم با GQLWM روش از بهدستآمده
در مييابد. افزايش k و M مقادير افزايش با روش اين کارايي و بوده مناسب دقت داراي GQLWM روش که ميشود مشاهده ۸ و ۷
از بهدستآمده نتايج بنابه است. شده گذاشته نمايش به هندسي طور به k و M از مختلف مقادير براي y(x) از خطا قدرمطلق ۵ شکل

است. يافته کاهش چشمگيري طور به k و M مقادير افزايش با خطا مقدار که ميشود مشاهده جدولها و شکلها
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k = ٢ (ب) k = ١ (آ)

k و M از مختلف مقادير و α = ١ با ۲ . ۷ مثال براي خطا قدرمطلق توابع هندسي نمايش :۴ شکل

.۳ . ۷ مثال براي M و k از مقادير برخي براي [۲۰] MHFs روش با GQLWM روش خطاي قدرمطلق مقايسه :۷ جدول

x ٠ ٠٫ ٢۵٠ ٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ٧۵٠ ١٫ ٠٠
n = ٨ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ۵٫ ۶٩٨١٢E − ٠۴ ٨٫ ۵۶٧٧٩E − ٠۴ ١٫ ۴٢۵٩۴E − ٠٣ ٣٫ ٣٠٨٠٣E − ٠٣

روش n = ١۶ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ١٫ ٨۴٢۵۶E − ٠۴ ٢٫ ٢٠٣۴۶E − ٠۴ ٣٫ ۶٧۶۵١E − ٠۴ ٨٫ ٨۴٧٨٠E − ٠۴
[20] n = ٣٢ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ۵٫ ٢٧٩١٣E − ٠۵ ۶٫ ٠۵۴۵۵E − ٠۵ ١٫ ٠١٢۵٩E − ٠۴ ٢٫ ۴۶۵٠٩E − ٠۴

n = ۶۴ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ١٫ ۴٩۴٠٨E − ٠۵ ١٫ ۶٩٣١۴E − ٠۵ ٢٫ ٨٣۴٠٨E − ٠۵ ۶٫ ٩٢٣٢۴E − ٠۵
روش M = ١٣ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ١٫ ١١۵۵١E − ١٠ ٢٫ ٠۴٧٩۵E − ١١ ٢٫ ۶٩۵١٧E − ١١ ٢٫ ٠٧۵٩۶E − ١١

GQLWM M = ١۶ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ١٫ ٢٧٧۵۶E − ١۵ ٢٫ ٢١٧١٩E − ١۶ ٩٫ ١٠۵۶٨E − ١٨ ٢٫ ١۶٧۵۵E − ١۶
k = ١ M = ١٩ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ١٫ ۶٢١۶١E − ٢٠ ٢٫ ٣٩۶۴٠E − ٢١ ٣٫ ١۵٢٠٣E − ٢١ ٢٫ ۴١۴۵٨E − ٢١

روش M = ١٣ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ١٫ ٢۵۴١٧E − ١٣ ٣٫ ٠٧٣٧١E − ١۴ ٨٫ ١٧۴۵۴E − ١۴ ١٫ ٩٧۵۵٣E − ١۴
GQLWM M = ١۶ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ٨٫ ١۴١۵٣E − ٢٠ ۶٫ ٣٧٣١۴E − ٢٢ ٢٫ ٢۴١٨٣E − ١٩ ۴٫ ٣٢۴۴٣E − ٢٢
k = ٢ M = ١٩ ٠٫ ٠٠٠٠٠ ٢٫ ٨٠٠٢٠E − ٢۵ ۵٫ ۴٨۶١٧E − ٢۶ ١٫ ٩۴٣۴٨E − ٢۵ ٣٫ ٧٨٠۴١E − ٢۶

.۳ . ۷ مثال براي [۲۰] MHFs روش و GQLWM روش از استفاده با بهدستآمده خطاي قدرمطلق بيشينه مقايسه :۸ جدول

[20] روش GQLWM روش خطاي
n خطا نرم M k = ١ k = ٢ k = ٣
٢ ٧٫ ٠٩٣٠٣E − ٠٢ ٢ ٧٫ ٣٨٩۴۴E − ٠٢ ٣٫ ۵۵٣٢١E − ٠٢ ٩٫ ۵۴١٢٠E − ٠٣
۴ ١٫ ٣٩٩٩١E − ٠٢ ۴ ١٫ ١٨٢۶١E − ٠٢ ١٫ ٠٠٠٢٠E − ٠٢ ٢٫ ٧۴١٨٨E − ٠۴
٨ ٣٫ ٣٠٨٠٣E − ٠٣ ۶ ٣٫ ۵٧۶۴٧E − ٠۵ ١٫ ٠٨۶١۴E − ٠۶ ۶٫ ۵٣٠۶٧E − ٠٧
١۶ ٨٫ ٨۴٧٨٠E − ٠۴ ٨ ١٫ ۴٠۶٢١E − ٠۶ ۶٫ ۶٧٠٣٠E − ٠٧ ١٫ ٣٨۵۴١E − ١٠
٣٢ ٢٫ ۴۶۵٠٩E − ٠۴ ١٠ ٨٫ ٨٢٢٣١E − ٠٨ ۴٫ ٠١٧٩٩E − ١٠ ١٫ ۶٢٧٢۶E − ١٢
۶۴ ۶٫ ٩٢٣٢۴E − ٠۵ ١٢ ٢٫ ٢۶۴٨٧E − ٠٩ ۶٫ ٣٨٨٠٢E − ١٢ ١٫ ٣٩٣٣۶E − ١۴
١٢٨ ٢٫ ۴٢۴٩٨E − ٠۵ ١۴ ٢٫ ١١٠۶٢E − ١٢ ١٫ ۴٨۴٢٧E − ١۵ ٨٫ ١٠٨۵۴E − ١٩
٢۵۶ ٨٫ ۵٧٢١۶E − ٠۶ ١۶ ١٫ ٢٧٧۵۶E − ١۵ ٢٫ ٢۴١٨٣E − ١٩ ٣٫ ٠۶۵٣٧E − ٢٣
۵١٢ ٣٫ ٠٣٠٣۵E − ٠۶ ١٨ ۵٫ ۴١٧٢۴E − ١٩ ٢٫ ٣٧٣١٧١E − ٢٣ ٨٫ ١١٩٠۵E − ٢٨
١٠٢۴ ١٫ ٠٧١۴۴E − ٠۶ ٢٠ ١٫ ۶٩٧١٠E − ٢٢ ١٫ ٨۵۶۶٣E − ٢٧ ١٫ ۵٨٨٩٢E − ٣٢
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k = ٢ (ب) k = ١ (آ)

k و M از مختلف مقادير و α = ١ با ۳ . ۷ مثال براي خطا قدرمطلق توابع هندسي نمايش :۵ شکل

گيري نتيجه ۸
كسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات جواب عددي حل براي كارا تكنيكي كه گاوس مربعي لژاندر موجک روش مقاله، اين در
جبري معادلات از سيستم يک به كسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات سيستم روش، اين بهکارگيري با گرديد. پيشنهاد است،
دستگاه حل با شد. گرفته بهکار لژاندر وزن تابع عملکرد با گاوس مربعي انتگرال فرمول توليدشده، جبري دستگاه حل بهمنظور شد. تعديل
قرار بررسي و موردبحث يادشده روش براي يکتايي و وجود خطا، تحليل و همگرايي بهعلاوه، آمد. بهدست عددي جواب حاصل شده، غيرخطي
افزايش گاوس مربعي لژاندر موجک روش دقت M مقدار افزايش با ،k از معيني مقدار ازاي به که بود مشهود حاصل شده نتايج بنابه گرفت.
گاوس مربعي لژاندر موجک روش است. يافته افزايش روش اين دقت k مقدار افزايش با ،M از معيني مقدار ازاي به مشابه بهطور و يافته
اين که دادند نشان مقايسهها اين شدند. مقايسه ديگري معروف روشهاي برخي با بهدستآمده نتايج و گرديد آزمايش عددي مثال دو براي
بالايي دقت آن از بهدستآمده نتايج و است كسري فردهلم - ولترا ديفرانسيل - انتگرال معادلات حل براي مناسب و قدرتمند تکنيکي روش،

دارند.
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Mohsen Riahi Beni1, ††

(1) Department of Mathematics, Higher Education Complex of Saravan, Saravan, Iran

Received: 2021/3/10 Accepted: 2021/7/23

Communicated by: Abdolrahman Razani

Abstract: In this work, we propose a novel technique for solving the nonlinear fractional Volterra-
Fredholm integro-differential equations (FVFIDEs). This method approximates the unknown function
with the Legendre wavelets. To do this, the Legendre wavelets are used in conjunction with the quadra-
ture rule for converting the problem into a linear or nonlinear system of algebraic equations which can
be easily solved by applying the mathematical programming techniques. Furthermore, the existence and
uniqueness of the solution are proved by preparing some theorems and lemmas. Also, the error estimate
and convergence analysis of the method will be shown. Moreover, some examples are presented and their
results are compared to the results of Chebyshev wavelet, modification of hat functions, Nyström and
Newton-Kantorovitch methods to show the capability and accuracy of this scheme.
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