
۲۲۵۱-۸۰۸۸ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2020.29181.1707

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۴۹۵-۴۸۱ ص ،۳ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۰ سال

و ميانگين براساس چندميزباني اپيدمي کلي حالت براي تصادفي مدل يک
واريانس

* غضنفري بهمن و شاه کرمي امين

ايران آباد، خرم لرستان، دانشگاه رياضي، گروه

آذرپناه فريبرز مسئول: دبير

۱۳۹۹/۷/۱۰ پذيرش: تاريخ ۱۳۹۸/۱/۳۱ دريافت: تاريخ

رفتاري مقاله، اين در دهند. قرار خود تاثير تحت را زيست بوم يک از گروه چندين مي توانند بيماري زا عوامل چکيده:
مختلف گونه هاي بين مشترک بيماري در بيماري زا عامل يک گسترش چگونگي در واريانس و ميانگين بر مبتني تصادفي
دوره يک که نهفتگي دوره مدل، اين در مي شود. بررسي مصون و مبتلا در معرض، مستعد، جمعيت هاي حضور با جانوري
مدل هاي جمله از اپيدمي درباره توصيف شده مدل هاي تمام مدل اين مي شود. گرفته درنظر نيز است، اپيدمي يک در مهم
را مدل اين رفتار عددي مثال چند با آخر، در همچنين مي دهد. پوشش را SIRS و SEIR ،SIR ،SIS ،SI

نمود. خواهيم مشاهده

ايتو. انتگرال پايه، تکثير عدد تصادفي، مدل تعييني، مدل کليدي: واژه هاي

93A30; 65C30 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
يکي مي پردازد. گونه چندين شامل زيست بوم، يک در بيماري بر موثر عوامل به توجه با بيماري، يک گسترش چگونگي مطالعه به اپيدمي، علم
اپيدمي شدن در مهم عوامل از يکي است. وابسته بيماري از مختلفي عوامل به که است اپيدمي يک ديناميک بيان علم، اين مباحث مهم ترين از
بيش قادرند بيماري زا عوامل اکثر است. انکار غيرقابل آلودگي يک شدن اپيدمي در بيماري زا عوامل نقش هستند. بيماري زا عوامل آلودگي، يک
کرد مشاهده مي توان کلي، حالت در .[۱۶ ،۵] باشند گونه ها ديگر شدن آلوده عامل مي توانند نيز ميزبان گونه هاي کنند. آلوده را ميزبان يک از
گونه هاي معمولاً که ديگر گونه هاي در مي کنند. بازي را بيماري زايي مخزن نقش گونه ها از اندکي تعداد تنها گونه، چند بين بيماري يک در
مثال؛ عنوان به است. گذارا و مقطعي معمولاً گونه ها اين در بيماري و مي شود منتقل بيماري زا عامل توسط آلودگي مي شوند، ناميده ثانويه
ميزبان جوندگان ثانويه ميزبان گوشت خوار حيوانات ديگر و انسان مي آيد، به وجود وحشي جوندگان توسط که است بيماري يک آنتاويروس،

.[۱۶] هستند مخزن
مختلف چندميزبان با آلودگي هاي نهفتگي دوره منابع اين در مي شود. ديده مختلف منابع در واگير بيماري هاي اپيدمي از مختلفي مدل هاي
يک تشخيص با و دارد به سزايي نقش آن شدن اپيدمي در نهفتگي دوره در بيماري يک تشخيص است. نشده گرفته نظر در به خوبي ،([۵] (مانند
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اپيدمي شدن از آبله) بيماري (مانند بهداشتي اقدامات گرفتن نظر در با يا و افراد شدن مبتلا از پزشکي اقدامات با مي توان دوره، اين در بيماري
کرد. جلوگيري آلودگي

مختلفي روش هاي به مي توان را عوامل اين تاثير مي شود. گرفته ناديده عوامل از برخي تاثير معمولاً تعييني، مدل آلودگي ديناميک در
آن در که پارامتري اختلالات روش ،[۲۲ ،۱۹ ،۱۸ ،۸ ،۴] زماني مارکف زنجيره ي روش از استفاده جمله از کرد؛ بررسي موردنظر ديناميک در
اختلالات ،[۲۳ ،۲۰ ،۱۱] لوي جهش فرايند روش ،[۲۱ ،۱۷ ،۱۲] مي شود ايجاد معادلات دستگاه از ضريب چند يا يک در اختلالاتي معمولاً
معادلات دستگاه تصادفي بيان و [۲] دستگاه معادله هاي از يک هر در وابسته نويز يک افزودن ،[۱۴ ،۱۳] مثبت تعادل نقاط حول تصادفي

.[۱۶] احتمالي مباحث براساس
واريانس و ميانگين براساس احتمالي مباحث به توجه با را ۲ بخش در ارائه شده مدل تصادفي مدل که مي کنيم تلاش مقاله، اين در
انواع تاثيرات از برخي همراه به درمعرض جمعيت [۱۶] در ارائه شده مدل در دهيم. ارائه گونه هر مصون و آلوده درمعرض، مستعد، جمعيت هاي
قبلي، کارهاي در همچنين کرده ايم. ارائه را کلي تر مدلي جمعيت، اين کردن وارد با ما است. شده گرفته ناديده يکديگر بر گونه يک جمعيت
شامل قبلي موارد بر علاوه که گردد ارائه کلي تر مدلي شده تلاش اينجا در گرفته اند. قرار بحث مورد به تنهايي SIR و SIS مدل هاي
يک در مهم دوره يک که نهفتگي، دوره در افراد جمعيت وجود ضرورت به بعدي بخش در همچنين باشد. نيز SEIR و SIRS مدل هاي

پرداخته ايم. است، نشده گرفته نظر در قبلي کارهاي در و است اپيدمي
تحليلي مي شود. بحث مسئله تعييني مدل کليت ۲ بخش در است: شده سازماندهي مي کنيم، بيان ادامه در که به صورتي مقاله اين مباحث

است. شده ذکر عددي مثال چند ۵ بخش در همچنين مي گردند. بيان ۴ بخش در ۲ بخش تصادفي مدل و ۳ بخش در پايه تکثير عدد بر

تعييني مدل ۲
گونه ي n شامل جامعه يک در اپيدمي يک مدل کردن ادامه در يابد. انتقال و انتشار جامعه يک مختلف گونه هاي بين است ممکن بيماري يک

مي کنيم. بيان را مختلف
افراد تعداد کرد. تقسيم بيماري از مصون افراد و آلوده افراد در معرض، افراد مستعد، افراد به مي توان را گونه هر افراد آلودگي، يک در
به منجر لزوماً آلوده فرد يک با مستعد فرد يک بين تماس مي دهيم. نشان R با را مصون و I با را آلوده ،E با را درمعرض ،S با را مستعد

مي گوييم. کارا تماس شود، آلودگي انتقال باعث که تماسي به نمي شود. مستعد فرد آلودگي
يا و نمي شوند ظاهر فرد در آلودگي علائم لزوماً اما مي شود منتقل آلودگي آلوده، فرد مستعد فرد يک تماس از پس بيماري ها، از برخي در
آلودگي معرض در  فرد يک به عنوان فردي چنين است. برخوردار مستعد افراد ديگر به نسبت کمتري مقاومت از آلودگي دريافت به نسبت فرد
با نيست. نماياني علائم داراي نهفتگي دوره بيماري ها، اکثر در مي دهند. نشان E نماد با را افراد اين تعداد مدل سازي ها در و مي شود شناخته
مستعد، فرد هر همچنين کرد. جلوگيري آن ها طريق از آلودگي انتقال و آن ها مبتلاشدن از مي توان پزشکي اقدامات و افراد اين گونه شناسايي

نمود. تبديل آلودگي برابر در مصون فرد يک به واکسيناسيون مانند پزشکي اقدامات طريق از مي توان را مبتلا حتي و درمعرض
از برخي در که است حالي در اين کرد. مصون آلودگي برابر در يا داد نجات آلودگي از را آلوده ها فرد يک نمي توان آلودگي ها، از برخي در

کرد. تبديل مصون فرد يک يا و مستعد فرد يک به را آلوده فرد يک مي توان پزشکي، اقدامات به توجه با بيماري ها،
چهار به مي تواند گونه هر که باشد گونه n داراي مدنظر زيست بوم مي کنيم فرض زيست بوم، يک در چندميزباني کلي مدل يک ارائه براي
مدل سازي نيست. گونه هر براي گروه چهار وجود بر لزومي البته شود. تقسيم مصون افراد و آلوده افراد درمعرض، افراد مستعد، افراد جمعيت

است. گرفته صورت زير مفروضات براساس چندميزباني مدل براساس بيماري يک اپيدمي
است ممکن يعني باشند؛ ديگر گروه هاي از مي توانند مصون و مبتلا در معرض، مستعد، افراد جمعيت هاي از يک هر در تازه متولد شده افراد
گرفته نظر در طبيعي مرگ يک مصون و مستعد افراد مرگ باشند. ذکر شده جمعيت هاي از يک هر از تازه متولد شده مستعد فرد يک والدهاي

باشد. آلودگي يا و معرض بودن در اثر در مي تواند طبيعي مرگ عليرغم مبتلا و در معرض افراد مرگ ولي مي شود
درمعرض فرد يک به فرد آن تبديل موجب مي تواند گونه ها از يک هر از مبتلا يا در معرض فرد يک با j-ام گونه از مستعد فرد يک تماس
مصون فرد يک به واکسيناسيون) مانند پزشکي اقدامات (تحت مي تواند گونه هر در مستعد فرد يک همچنين شود. j-ام گونه از مبتلا فرد يا
آن ها شدن مبتلا که شود تبديل مصون يا و مبتلا مستعد، فرد يک به است ممکن j-ام گونه از در معرض فرد يک شود. تبديل گونه آن در
يک به مي تواند مبتلا فرد يک همچنين باشد. گونه ها از يک هر از مبتلا يا درمعرض فرد يک با تماس يا آلودگي نهان دوره اثر در مي تواند
نماينده به عنوان ديگر گونه يک تنها گرفتن نظر در با j-ام گونه براي را فوق شرايط ۱ شکل شود. تبديل مصون يا در معرض مستعد، فرد
مي تواند محيطي نامناسب شرايط در گرفتن قرار با مستعد فرد يک همچنين مي دهد. نشان را گرفته ايم) نظر در k-ام گونه (که ديگر گونه هاي

شود. تبديل مبتلا يا و درمعرض فرد يک به مستقيم تماس بدون
خط نقطه هاي داده ايم. نشان آبي و قرمز صورتي، مشکي، رنگ با به ترتيب را مصون و مبتلا در معرض، مستعد، جمعيت هاي ،۱ شکل در
مي دهند. نشان را جمعيت ها در مرگ ومير و تولد نقطه چين ها مي دهند. نشان را تماس بدون j-ام گونه مختلف جمعيت هاي از تبديل جهت د ار،
فقط خط چين ها و تماس اثر در جمعيت تبديل جهت جهت دار، خط هاي که مي دهند نشان را فرد دو تماس خط چين ها و جهت دار خط هاي
با فلش ها اين از کدام هر رنگ مي دهند. نشان را تبديل جهت جهتدار، خط هاي و نقطه چين ها خط نقطه ها، جهت مي دهند. نشان را تماس



۴۸۳ واريانس و ميانگين براساس چندميزباني اپيدمي کلي حالت براي تصادفي مدل يک

چندميزباني مدل در اپيدمي نحوه :۱ شکل

که در معرض جمعيت به مستعد جمعيت از صورتي جهت دار خط مثال، به عنوان است. شده انتخاب جمعيت ها براي در نظر گرفته رنگ به توجه
مي دهد. نشان را در معرض فرد يک با تماس اثر در در معرض فرد يک به مستعد فرد يک تبديل رسيده اند، هم به رنگ صورتي خط چين هاي با

به صورت Sj جمعيت ديناميک ،۱ شکل به توجه با
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به صورت Ej جمعيت ديناميک
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به صورت Ij جمعيت ديناميک
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به صورت Rj جمعيت ديناميک و
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(۴ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه در بيان شده پارامترهاي تعريف :۱ جدول
ξ جمعيت در تولد نرخ bξ

ξ جمعيت از مصون و مبتلا در معرض، مستعد، جمعيت هاي در به ترتيب تولد ميانگين wξ ،yξ ،xξ ،wξ

ξ٢ نوع به ξ١ نوع از تماس) (بدون انتقال δξ١,ξ٢
بودن در معرض به دليل در معرض فرد مرگ نرخ κ∗

j

بودن مبتلا در به دليل در معرض فرد مرگ نرخ κj

طبيعي مرگ نرخ dj(Nj)

j-ام گونه از ترتيب) (به مبتلا يا معرض در فرد يک و j-ام گونه از مستعد فرد يک بين تماس نرخ
مي شود. بودن در معرض به منجر که k-ام يا
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j-ام گونه از ترتيب) (به مبتلا يا معرض در فرد يک و j-ام گونه از معرض در فرد يک بين تماس نرخ
مي شود. شدن مبتلا به منجر که k-ام يا

β
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j-ام گونه از ترتيب) (به مبتلا يا معرض در فرد يک و j-ام گونه از مستعد فرد يک بين تماس نرخ
مي شود. شدن مبتلا به به منجر که k-ام يا

γ
(٢)
jk (Nk) ،γ(١)

jk (Nk)

،Sj جمعيت چهار از يکي ξ آن در که zξ و yξ ،xξ ،wξ ،۱ جدول در شده اند. تعريف ۱ جدول در معادلات اين ضرايب جايي که بود خواهد
،Ij(٠) > ٠ ،Ej(٠) > ٠ ،Sj(٠) > ٠ به علاوه .wξ + xξ + yξ + zξ = ١ و نامنفي اند همگي است، Rj و Ij ،Ej

دستگاه است. t زمان در j-ام گونه جمعيت کل Nj(t)آن در که Nj(t) = Sj(t)+Ej(t)+ Ij(t)+Rj(t) و Rj(٠) > ٠
مي دهد. ارائه را کلي چندميزباني SEIR مدل يک (۴ . ۲)-(۱ . ۲)

رابطه از j-ام گونه جمعيت ديناميک که داشت توجه بايد همچنين

dNj

dt
= bjNj + bRj

Rj − κ∗
jEj − κjIj − dj(Nj)Nj, (۵ . ۲)

است. j-ام گونه جمعيت کل ظرفيت Kj و lim
t→∞

Nj(t) = Kj ،bjNj = bSj
Sj + bEj

Ej + bIjIj آن در که مي کند تبعيت
wSj

= wEj
= دادن قرار با مثال، به عنوان قابل استنتاج اند. گونه هر براي (۴ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه از SIR و SIS ،SI مدل هاي

مدل dj و κj ،δIj ,Sj
،β(٢)

jk (Nk) پارامترهاي بجز (۴ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه در پارامترها کليه براي صفر مقدار و wIj = wRj
= ١

مي شود. حاصل SIR مدل ،δIj ,Rj
براي غيرصفر مقدار همچنين و SIS مدل شرايط در نظرگرفتن با همچنين مي آيد. به دست SIS

آورد. به دست مشابه روشي با مي توان نيز را مدل ها ساير و SIRS و SEIR مدل هاي
زير به صورت آن ها تعريف متعارف راه هاي هستند. k-ام) گونه جمعيت (کل Nk به وابسته توابعي دو هر β(٢)

jk (Nk) و β(١)
jk (Nk)

است:

.β(٢)
jk (Nk) = σ

(١)
jk و β(١)

jk (Nk) = σ
(١)
jk يعني باشند؛ ثابت يک مي توانند کدام هر

.β(٢)
jk (Nk) = σ

(١)
jk Nj و β(١)

jk (Nk) = σ
(١)
jk Nj يعني باشند؛ Nk با متناسب مي توانند کدام هر

آلودگي ها ساير در Nkو با متناسب به صورت وحشي جوندگان بين آنتاويروس آلودگي مدل هاي در ضرايب اين جانوري، گونه هاي در مثال براي
کرد: تعريف اين گونه مي توان را γ(٢)

jk (Nk) و γ(١)
jk (Nk) ،α(٢)

jk (Nk) ،α(١)
jk (Nk) ضرايب از يک هر همچنين .[۱۵] ثابت اند به صورت

:[۱۶ ،۱۵] مي کند صدق زير شرايط در که است تابعي dj(Nj) طبيعي؛ مرگ تابع

.dj ∈ C٠]١,∞) .۱

.٠ < dj(٠) < bSj
+ bEj

+ bIj + bRj
− κ∗

j − κj .۲

است. Nj ≥ ٠ از صعودي تابع يک .۳

.dj(Kj) = bSj
+ bEj

+ bIj + bRj
به طوري که دارد وجود Kj > ٠ .۴
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شرايط از فوق (۴ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه تعادل نقاط

dSj

dt
=

dEj

dt
=

dIj
dt

=
dRj

dt
=

dNj

dt
= ٠,

اين رو، از است. j = ١, ٢, . . . , n به ازاي دستگاه اين تعادل نقطه يک که کرد مشاهده مي توان به سادگي مي آيند. به دست

Q٠ = (N١, ٠, ٠, ٠, N٢, ٠, ٠, ٠, . . . , Nn, ٠, ٠, ٠)

که ديگري تعادل نقطه وجود است. معروف (DFE) بيماري عدم تعادل به منحصربفرد تعادل نقطه اين است. سيستم کل تعادل نقطه يک
Ij شرط که است اين مستلزم ،Ij يعني مي شود)؛ ناميده اندميک تعادل (که باشد جريان در زيست بوم در ثابت رشد با بيماري نقطه آن در
مي شود ديگر گونه اي در آلودگي موجب گونه يک در آلودگي ماندگاري ديگر، به عبارت باشد. برقرار β(١)

jk δEj ,Sj
> ٠ يا β(٢)

jk هنگامي که
دهد. رخ گونه دو بين آلودگي انتقال هرگاه

پايه تکثير عدد ۳
اگر کند. آلوده را آن ها مي تواند زمان هر در مبتلا فرد يک که مستعدها جمعيت از متوسطي مقدار از است عبارت R٠ پايه؛ تکثير عدد
را R٠ بود. خواهد پايدار مجانبي به صورت DFE نقطه ،R٠ < ١ اگر و مي کند رشد گونه ها از يکي در حداقل آلودگي آنگاه ،R٠ > ١
DFE نقطه در (۴ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه در ارائه شده مدل براي R٠ .[۵ ،۳] آورد به دست بعدي نسل در موردانتظار مبتلاي جمعيت از مي توان
و vvv = diag

(
δIj ,Sj

+ δIj ,Ej
+ δIj ,Rj

+ κj + dj(Nj)
)

آن در که M = fffvvv−١ ماتريس طيفي شعاع با است برابر

fff =


yI١bI١ + β

(٢)
١١ (N١) β

(٢)
١٢ (N١)

N١
N٢

. . . β
(٢)
١n (N١)

N١
Nn

β
(٢)
٢١ (N٢)

N٢
N١

yI٢bI٢ + β
(٢)
٢٢ (N٢) . . . β

(٢)
٢n (N٢)

N٢
Nn... ... . . . ...

β
(٢)
n١ (Nn)

Nn

N١
β
(٢)
n٢ (Nn)

Nn

N٢
. . . yInbIn + β

(٢)
nn (Nn)


.[۱۶ ،۱۵] مي شود بيش تر نيز پايه تکثير عدد گونه ها، تعداد شدن بيشتر با که

تصادفي مدل ۴
فرايند تعريف ابتدا منظور، اين براي مي پردازيم. ايتو تصادفي ديفرانسيل براساس (۵ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه تصادفي مدل سازي به بخش اين در

مي کنيم. بيان را وينر
:[۹ ،۳] باشند برقرار زير شرايط هرگاه گوييم وينر فرايند يک را W = {Wt : t ∈ T} تصادفي فرايند

.W (٠) = ٠ .۱

W (s) − W (r) و W (u) − W (t) متغيرهاي آنگاه ،r < s ≤ t < u اگر يعني باشد؛ مستقل نموهاي داراي W .۲
باشند. مستقل تصادفي متغيرهاي

باشد. t− s واريانس و صفر ميانگين با گوسي توزيع داراي W (t)−W (s) تصادفي متغير ،s < t ازاي به .۳

باشد. پيوسته مسيرهاي داراي .۴

پيوسته تصادفي متغيرهاي به ترتيب Rj و Ij ،Zj ،Sj مي کنيم فرض احتمالي، مباحث براساس (۵ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه تصادفي مدل ارائه براي
متغيرهاي اين صورت-همه ي اين در دهند. نشان j-ام گونه در را جمعيت کل و مصون مبتلا، درمعرض، مستعد، جمعيت هاي حالت هاي از

مي دهيم: قرار نامنفي اند-

H(t) = (S١(t), . . . ,Sn(t),Z١(t), . . . ,Zn(t),J١(t), . . . ,Jn(t),G١(t), . . . ,Gn(t),N١(t), . . . ,Nn(t))
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∆H(t) = تصادفي متغير صورت، اين در باشد. داشته تغيير (±١) واحد يک حداکثر ∆t زماني بازه در متغيرها اين از يک هر فرض کنيم
.[۶ ،۱] زد تقريب نرمال توزيع با مي توان را H(t+∆t)−H(t)

شکل با متناظر احتمال هاي منظور، بدين است. ∆t زماني بازه در ∆H(t) براي o(∆t) مرتبه از تصادفي مدل يک تعيين ما هدف
از: عبارتند Sj براي ۱

Prob
{
∆Sj = ١|H(t)

}
=

(
wSj

bSj
Sj + wEj

bEj
Ej + wIjbIjIj + wRj

bRj
Rj

)
∆t+ o(∆t),

Prob
{
∆Sj = −١|H(t)

}
= dj(Nj)Sj∆t+ o(∆t),

Prob
{
∆Sj = −١,∆Zj = ١|H(t)

}
= Sj

n∑
k=١

(
α
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ α
(٢)
jk (Nj)

Ek

Nk

)
∆t

+ δEj ,IjEj∆t+ o(∆t),

Prob
{
∆Sj = −١,∆Jj = ١|H(t)

}
= Sj

n∑
k=١

(
β
(١)
jk (Nj)

Ik
Nk

+ β
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

)
∆t

+ δIj ,Sj
Ej∆t+ o(∆t),

Prob
{
∆Sj = ١,∆Zj = −١|H(t)

}
= δSj ,Rj

Sj∆t+ o(∆t),

Prob
{
∆Sj = ١,∆Jj = −١|H(t)

}
= δSj ,Rj

Sj∆t+ o(∆t),

Prob
{
∆Sj = −١,∆Gj = ١|H(t)

}
= δSj ,Rj

Sj∆t+ o(∆t).

بنابراين

E
(
∆Sj(t)

)
=

(
wSj

bSj
Sj + wEj

bEj
Ej + wIjbIjIj + wRj

bRj
Rj + δEj ,Sj

Ej + δIj ,Sj
Ij

− Sj

n∑
k=١

((
α
(١)
jk (Nk)

Ek

Nk

+ α
(٢)
jk (Nk)

Ik
Nk

)
+
(
β
(١)
jk (Nk)

Ek

Nk

+ β
(٢)
jk (Nk)

Ik
Nk

))
− (δSj ,Ej

+ δSj ,Ej
+ δSj ,Rj

)Ej − κ∗
jEj − dj(Nj)Ej

)
∆t.

يافت: دست زير رابطه به مي توان j-ام گونه جمعت هاي ساير به مربوط احتمال هاي نوشتن با همچنين

E
(
∆H(t)

)
=


SSS
EEE
III
RRR
NNN

∆t+ ooo(∆t) =


[E∗ (∆Sj(t))]j=١:n
[E∗ (∆Zj(t))]j=١:n
[E∗ (∆Jj(t))]j=١:n
[E∗ (∆Gj(t))]j=١:n
[E∗ (∆Nj(t))]j=١:n

∆t+ ooo(∆t), (۱ . ۴)

داريم: j = ١, ٢, . . . , n براي آن در که

E∗(∆Zj(t)
)
= xSj

bSj
Sj + xEj

bEj
Ej + xIjbIjIj + xRj

bRj
Rj + δSj ,Ej

Ej + δIj ,Ej
Ij

−
n∑

k=١

(
Sj

(
α
(١)
jk (Nk)

Ek

Nk

+ α
(٢)
jk (Nk)

Ik
Nk

)
+ Sj

(
β
(١)
jk (Nk)

Ek

Nk

+ β
(٢)
jk (Nk)

Ik
Nk

))
− (δEj ,Sj

+ δEj ,Ij + δEj ,Rj
)Ej − κ∗

jEj − dj(Nj)Ej,

E∗(∆Jj(t)
)
= ySj

bSj
Sj + yEj

bEj
Ej + yIjbIjIj + yRj

bRj
Rj + δSj ,IjSj + δEj ,IjIj

+
n∑

k=١

(
Sj

(
β
(١)
jk (Nk)

Ek

Nk

+ β
(٢)
jk (Nk)

Ik
Nk

)
+ Ej

(
γ
(١)
jk (Nk)

Ek

Nk

+ γ
(٢)
jk (Nk)

Ik
Nk

))
− (δIj ,Sj

+ δIj ,Ej
+ δIj ,Rj

)Ij − κjIj − dj(Nj)Ij,
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E∗(∆Gj(t)
)
= zSj

bSj
Sj + zEj

bEj
Ej + zIjbIjIj + zRj

bRj
Rj + δSj ,Rj

Sj + δEj ,Rj
Ej

+ δIj ,Rj
Ij − dj(Nj)Rj,

E∗(∆Nj(t)
)
= bSj

Sj + bEj
Ej + bIjIj + bRj

Rj − κ∗
jEj − κjIj − dj(Nj)Nj.

واريانس محاسبه براي مي شود. تعريف فوق روابط همچنين و (۱ . ۴) رابطه µµµبنابر بردار آن در که E
(
∆H(t)

)
= µµµ∆t+ooo(∆t) لذا

داريم: ∆H(t) متغير

Var
(
∆H(t)

)
= E

((
∆H(t)

)(
∆H(t)

)T)− E
(
∆H(t)

)(
E
(
∆H(t)

))T

.

مرتبه از جملات گرفتن ناديده با واريانس اين رو، از و بوده (∆t)٢ مرتبه از E
(
∆H(t)

)(
E
(
∆H(t)

))T

≈ µµµµµµ(∆t)٢ اما

بنابراين: است. برابر E
((

∆H(t)
)(
∆H(t)

)T) با ،ooo(∆t)٢

Var(∆H) =


E∗∆Si∆Sj ] E∗ [∆Si∆Zj ] E∗ [∆Si∆Jj ] E∗ [∆Si∆Gj ] o
E∗ [∆Zi∆Sj ] E∗ [∆Zi∆Zj ] E∗ [∆Zi∆Jj ] E∗ [∆Zi∆Gj ] o
E∗ [∆Ji∆Sj ] E∗ [∆Ji∆Zj ] E∗ [∆Ji∆Jj ] E∗ [∆Ji∆Gj ] o
E∗ [∆Gi∆Sj ] E∗ [∆Gi∆Zj ] E∗ [∆Gi∆Jj ] E∗ [∆Gi∆Gj ] o

o o o o E∗ [∆Ni∆Nj ]


٢۵×٢۵

∆t

داريم: و است متقارن ماتريسي که

E∗[∆Sj∆Sk] =
(
wSj

bSj
Sj + wEj

bEj
Ej + wIjbIjIj + wRj

bRj
Rj + δEj ,Sj

Ej + δIj ,Sj
Ij

+ Sj

n∑
k=١

(
α
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ α
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

+ β
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ β
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

)
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+ (δSj ,Ej
+ δSj ,Ij + δSj ,Rj

)Sj + dj(Nj)Sj

)
∆jk,

E∗[∆Sj∆Zk] = E∗[∆Zj∆Sk] = −
(
Sj

n∑
k=١

(
α
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ α
(٢)
jk (Nj)

Ek

Nk

)
+δSj ,Ej

Ej + δEj ,Sj
Ej

)
∆jk,

E∗[∆Sj∆Jk] = E∗[∆Jj∆Sk] = −
(
Sj

n∑
k=١

(
β
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ β
(٢)
jk (Nj)

Ek

Nk

)
+δSj ,IjSj + δIj ,Sj

Ij

)
∆jk,

E∗[∆Sj∆Gk] = E∗[∆Gj∆Sk] = −δSj ,Rj
Sj∆jk,

E∗[∆Zj∆Zk] =
(
xSj

bSj
Sj + xEj

bEj
Ej + xIjbIjIj + xRj

bRj
Rj + δSj ,Ej

Ej + δIj ,Ej
Ij

+
n∑

k=١

(
Sj

(
α
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ α
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

)
+ Ej

(
γ
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ γ
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

))
+(δEj ,Sj

+ δEj ,Ij + δEj ,Rj
)Ij + κ∗

jIj + dj(Nj)Ij

)
∆jk,
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E∗[∆Zj∆Jk] = E∗[∆Jj∆Zk] = −
(
δIj ,Ej

Ij + δEj ,IjEj +
n∑

k=١

Ej

(
γ
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+γ
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

))
∆jk,

E∗[∆Zj∆Gk] = E∗[∆Gj∆Zk] = −δEj ,Rj
Ej∆jk,

E∗[∆Jj∆Jk] =
(
ySj

bSj
Sj + yEj

bEj
Ej + yIjbIjIj + yRj

bRj
Rj + δSj ,IjSj + δEj ,IjEj

+
n∑

k=١

(
Sj

(
β
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ β
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

)
+ Ej

(
γ
(١)
jk (Nj)

Ek

Nk

+ γ
(٢)
jk (Nj)

Ik
Nk

))
+(δIj ,Sj

+ δIj ,Ej
+ δIj ,Rj

)Ij + κjIj + dj(Nj)Ij

)
∆jk,

E∗[∆Jj∆Gk] = E∗[∆Gj∆Jk] = −δIj ,Rj
Ij∆jk,

E∗[∆Gj∆Gk] =
(
zSj

bSj
Sj + zEj

bEj
Ej + zIjbIjIj + zRj

bRj
Rj + δSj ,Rj

Sj

+δEj ,Rj
Ej + δIj ,Rj

Ij + dj(Nj)Rj

)
∆jk,

E∗[∆Nj∆Nk] =
(
bSj

Sj + bEj
Ej + bIjIj + bRj

Rj + κ∗
jEj + κjIj + dj(Nj)Nj

)
∆jk.

تحت تنها j-ام گونه جمعيت هاي از يک هر در تغيير که است شده ظاهر دليل اين به ∆jk است. k و j کرونکر دلتاي ∆jk فوق روابط در
است. گونه همين جمعيت هاي تاثير
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حقيقي همگي آن ويژه مقادير اين رو، از است. مثبت قطري عناصر با قالب قطري و متقارن ماتريس يک Var
(
∆H(t)

)
ماتريس

σσσ = يکتاي مثبت معين دوم ريشه ماتريس داراي Var
(
∆H(t)

)
لذا .[۱۰] است مثبت معين Var

(
∆H(t)

)
يعني مثبت  اند؛ و

است. σσσ
(
∆H(t)

)
=

√
Var

(
∆H(t)

)
که مي کند ايجاب مرکزي حدي قضيه کوچک، کافي اندازه به ∆t و بزرگ کافي اندازه به H(t) ازاي به

∆H(t) ∼ N(µµµ∆t,σσσ٢∆t).

آنگاه باشد، يکه نرمال توزيع با بردار يک ηηη اگر لذا

∆H(t) = µµµ∆t+ σσσ
√
∆tηηη ∼ N(µµµ∆t,σσσ٢∆t).

:[۱۰ ،۶ ،۱] بود خواهد همگرا زير ايتو تصادفي ديفرانسيل معادله جواب به ميانگين مربعات مفهوم در H(t) آنگاه ،∆t → ٠ اگر حال
dH(t)

dt
= µµµ (H(t)) + σσσ (∆H(t))

dW (t)

dt
(۲ . ۴)

مستقلي ا  ند. وينر فرايندهاي Wi(t)ها و W (t) = (W١(t),W٢(t), . . . ,W۵n(t)) آن در که

عددي مثال هاي ۵
اين تمام در ،[۱۶ ،۱۵] همانند مي کنيم. شبيه سازي آمده، [۱] در که (۲ . ۴) رابطه براي اويلر عددي روش از استفاده با را مثال سه بخش اين در

مي گيريم. نظر در ثابت را گونه ها جمعيت مثال ها
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مختلفي مسيرهاي در را تصادفي مدل منظور، اين براي است. تصادفي مدل با تعييني مدل رفتار مشاهده ما هدف مثال ها اين در
درنظرگرفته شده مسيرهاي همه ميانگين و تصادفي مدل از مسير يک تعييني، مدل رفتار براي مثال هر در ما مقايسه، براي کرده ايم. شبيه سازي
اين در اويلر روش همگرايي به مي توان آن ها تطابق و تصادفي مدل و تعييني مدل نزديکي مقايسه با کرده ايم. رسم جمعيت ها تمام براي را

برد. پي مثال ها

۱ مثال ۱ . ۵
نرخ يعني مذکور مرجع همانند را پارامترها منظور اين براي مي گيريم. نظر در را [۱۶] در بيان شده (n = ٣) گونه سه براي SI مدل نخست
،β٢٣ = ٠ = β٣٢ ،β٢١ = ٠/۶ = β٣١ ،k = ٢, ٣ به ازاي β١k = ٠/٣ = βkk ،β١١ = ٣/۵ به صورت و ثابت تماس
و K١ = ۵٠٠ ،j = ٢, ٣ به ازاي δIj ,Sj

= ١ ،δI١,S١ = ٠/۵۵ ،j = ١, ٢, ٣ به ازاي κj = ٠/٠١ و bj = b = ٣
نظر در j = ١, ٢, ٣ و a = ٠/۵ به ازاي dj(Nj) = a+ b−a

Kj
به صورت را مرگ تابع همچنين ،j = ٢, ٣ به ازاي Kj = ٢۵٠

در ∆t = ٠/٠١ گام طول با اويلر روش به کارگيري نتايج شکل ها اين است. آمده ۳ و ۲ شکل هاي در مثال اين عددي نتايج مي گيريم.
اوليه مقادير با T = ۵ )زمان

S(٠)١, I(٠)١, S(٠)٢, I(٠)٢, S(٠)٣, I(٠)٣
)
= (٢٠٠, ۵, ١٠٠, ١, ١٠٠, ٠)

ميانگين سوم ستون و گرفته شده نظر در مسير ۵٠١ از مسير يک دوم ستون تعييني، مدل نتايج راست) سمت (از اول ستون مي دهند، نشان را
براي گرفته شده نظر در مسيرهاي ميانگين رفتار مي توان مي شود ملاحظه که همان گونه مي دهند. نشان جمعيت ها همه براي را مسيرها همه
در تعييني مدل در گونه سه هر مبتلا و مستعد جمعيت هاي رفتار همانند را رويلر روش از استفاده با گونه سه هر مبتلا و مستعد جمعيت هاي

گرفت. نظر

۲ مثال ۲ . ۵
β٢kNk به صورت دوم گونه در بيماري انتقال تابع و j = ٢, ٣ به ازاي Kj = ۵٠٠ و K١ = ١٠٠٠ مي کنيم فرض مثال، اين در
همانند که مي دهند نشان را مثال اين نتايج ۵ و ۴ شکل هاي شده اند. لحاظ اول مثال همانند پارامترها ساير باشد. k = ١, ٢, ٣ به ازاي
همه ميانگين سوم ستون و گرفته شده نظر در مسير ۵٠١ از مسير يک دوم ستون تعييني، مدل نتايج راست) سمت (از اول ستون ،۱ . ۵ مثال

مي دهند. نشان را T = ۵ زمان در ∆t = ٠/٠١ گام طول با اويلر روش به کارگيري در جمعيت ها همه براي مسيرها
با گونه سه هر مبتلا و مستعد جمعيت هاي براي گرفته شده نظر در مسيرهاي ميانگين رفتار نيز، مثال اين در مي شود ملاحظه مجدداً
مثال پارامترهاي از برخي تغيير به توجه (با است تعييني مدل در گونه سه هر مبتلا و مستعد جمعيت هاي رفتار همانند رويلر، روش از استفاده

است). شده بيشتر مثال اين در جواب ها نزديکي ،۱ . ۵

۳ مثال ۳ . ۵
بين در بيماري يک دوره مدل اين .[۷] مي گيريم نظر در را کريمه-کونگو دهنده خونريزي تب بيماري از SEIR مدل يک سوم، مثال در
احتمال مدل، اين در باشد. نداشته وجود جديد دام تولد امکان که است شده گرفته نظر در کوتاه قدري به بيماري دوره که مي دهد نشان را دام
يک تبديل احتمال ،δE,I = ٠/٢ مبتلا فرد به در معرض فرد يک تبديل احتمال ،α(١) = ٠/٠٢ در معرض فرد به مستعد فرد يک تبديل
و
(
S(٠), E(٠), I(٠), R(٠)

)
= (٩٠, ١٠٠, ١٠, ٩٠٠) ثابت، تابع مرگ، تابع و δE,R = ٠/٢ مصون فرد به در معرض فرد

∆t = ١ زماني گام طول با عددي روش اجراي به ازاي را مثال اين نتايج ۶ شکل شده اند. فرض صفر (۴ . ۲)-(۱ . ۲) دستگاه پارامترهاي ساير
مي دهد. نشان مسير ٣٠١ و T = ٣٠٠ سطح در

نتيجه گيري ۶
ارائه اپيدمي بيماري هاي براي واريانس و ميانگين بر مبتني تصادفي کلي مدل يک ايتو تصادفي ديفرانسيل معادله از استفاده با مقاله، اين در
که باشد مصون شده و مبتلا در معرض، مستعد، جمعيت هاي بين اپيدمي يک در ممکن حالت هاي تمام شامل مدل اين است شده سعي داديم.
چند با پايان در دهد. پوشش نيز را SIRS و SEIR ،SIR ،SIS ،SI مدل هاي تمامي ارائه شده مدل که شد باعث موضوع همين

داده ايم. نشان تعييني مدل از حاصل جواب هاي با را تصادفي جواب هاي ميانگين نزديکي عددي مثال



۴۹۵-۴۸۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و شاه کرمي امين ۴۹۲

t
0 50 100 150 200 250 300

S

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

t
0 50 100 150 200 250 300

S

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

t
0 50 100 150 200 250 300

S

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

t
0 50 100 150 200 250 300

E

-20

0

20

40

60

80

100

t
0 50 100 150 200 250 300

E

-20

0

20

40

60

80

100

t
0 50 100 150 200 250 300

E

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

t
0 50 100 150 200 250 300

I

0

10

20

30

40

50

60

70

t
0 50 100 150 200 250 300

I

-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

t
0 50 100 150 200 250 300

I

0

10

20

30

40

50

60

70

t
0 50 100 150 200 250 300

R

900

920

940

960

980

1000

1020

1040

t
0 50 100 150 200 250 300

R

900

920

940

960

980

1000

1020

t
0 50 100 150 200 250 300

R

900

920

940

960

980

1000

1020

1040

جمعيت ها همه ي براي ۳ . ۵ مثال در تصادفي مسيرهاي ميانگين و تصادفي مسيرهاي از مسير يک تعييني، مدل نتايج :۶ شکل

منابع فهرست
[1] Allen E.J., Stochastic differential equations and persistence time for two interacting populations, Dy-

namics of Continuous, Discrete and Impulsive Systems 5 (1999) 271-281.

[2] Berhazi B., El Fatini A., Lahrouzi A. and Settati A., A stochastic SIRS epidemic model with a
general awareness-induced incidence, Physica A. 512 (2018) 968-980.

[3] Bjork T., Arbitrage Theory in Continuous Time, Oxford University Press. Third Edition, 2009.

[4] Cai Y., Kang Y., Banerjee M. and Wang M., A stochastic SIRS epidemic model with infectious force
under intervention strategies, Journal of Differential Equations 259 (2015) 7463-7502.



۴۹۳ واريانس و ميانگين براساس چندميزباني اپيدمي کلي حالت براي تصادفي مدل يک

[5] Dobson A., Population Dynamics of Pathogens with Multiple Host Species, supplement the American
naturalist 164 (2004) 64–78.

[6] Driessche P.V.D. and Watmough J., Reproduction numbers and sub-threshold endemic equilibria for
compartmental models of disease transmission, Math. Biosci. 180 (2002) 29-48.

[7] Ergonul O. and Whitehouse C.A., Crimean-Congo Hemorrhagic Fever; A Global Perspective, Pub-
lished by Springer, 2007.

[8] Gray A., Greenhalgh D., Mao X. and Pan J., The SIS epidemic model with Markovian switching,
Journal of Mathematical Analysis and Applications 394 (2012) 496-516.

[9] HighamD.J., An algorithmic introduction to numerical simulation of stochastic differential equations,
SIAM Rev. 43 (2001) 525-546.

[10] Kirupaharan N. and Allen L.J.S., Coexistence of multiple pathogen strains in stochastic epidemic
models with density-dependentmortality, Bulletin of Mathematical Biology 66 (2004) 841-864.

[11] Li C., Pei Y., Liang X. and Fang D., A stochastic toxoplasmosis spread model between cat and oocyst
with jumps process, Communications in Mathematical Biology and Neuroscience (2016) 10-28.

[12] Lin Y. and Jiang D., Long-time behaviour of a perturbed SIR model by white noise, Discrete and
Continuous Dynamical Systems 18 (2013) 1873-1887.

[13] LiuM., Bai C. andWangK., Asymptotic stability of a twogroup stochasticSEIRmodel with infinite
delays, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation 19 (2014) 3444-3453.

[14] LiuQ., JiangD., Shi N., Hayat T. andAlsaedi A., Asymptotic behavior of a stochastic delayedSEIR
epidemic model with nonlinear incidence, Physica A. Statistical Mechanics and Its Applications 462
(2016) 870-882.

[15] Mccormack R.K., Multi-host and multi-patch mathematical epidemic models for disease emergence
with applications to Hantavirus in wild rodents, doctor of philosophy, Dean of the Graduate School,
Texas Tech University, 2006.

[16] Mccormack R.K. and Allen L.J.S, Stochastic SIS and SIR multihost epidemic models, Hindawi Pub-
lishing Corporation, Proceedings of the Conference on Differential & Difference Equations and Ap-
plications (2006) 775-785.

[17] Miao A., Zhang J., Zhang T. and Aruna B.G.S., Threshold Dynamics of a Stochastic SIR model
with Vertical Transmission and Vaccination, Computational and Mathematical Methods in Medicine
(2017) 1-10.

[18] Tuckwell H.C. andWilliams R.J., Some properties of a simple stochastic epidemic model of SIR type,
Mathematical Biosciences 208 (2007) 76-97.

[19] ZhangX., Jiang D., Alsaedi A. and Hayat T., Stationary distribution of stochastic SIS epidemic model
with vaccination under regime switching, Applied Mathematics Letters 59 (2016) 87-93.

[20] Zhang X., Jiang D., Hayat T. and Ahmad B., Dynamics of a stochastic SIS model with double
epidemic diseases driven by Léevy jumps, Physica A. Statistical Mechanics and Its Applications 471
(2017) 767-777.



۴۹۵-۴۸۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و شاه کرمي امين ۴۹۴

[21] Zhao Y. and Jiang D., The threshold of a stochastic SIS epidemic model with vaccination, Applied
Mathematics and Computation 243 (2014) 718-727.

[22] Zhao W., Li J., Zhang T., Meng X. and Zhang T., Persistence and ergodicity of plant disease model
with Markov conversion and impulsive toxicant input, Communications in Nonlinear Science and Nu-
merical Simulation 48 (2017) 70-84.

[23] Zhou X., Yuan S. and Zhao D., Threshold behavior of a stochastic SIS model with Léevy jumps,
Applied Mathematics and Computation 275 (2016) 255-267.



۴۹۵ واريانس و ميانگين براساس چندميزباني اپيدمي کلي حالت براي تصادفي مدل يک

A Stochastic Model for General Multi-Host Epidemic Models based
on mean and variance

Amin Shahkarami, Bahman Ghazanfari †

Department of Mathematics, Lorestan University, Khorramabad, Iran

Received: 2019/4/20 Accepted: 2020/10/1

Communicated by: F. Azarpanah

Abstract: Pathogenic factors can affect several groups of an epidemic. In this paper, by using the Brow-
nian motion, an Ito stochastic differential equation is presented to express the stochastic behavior of an
infected disease based on mean and variance. The model includes different species of population with
the presence of suspected, exposed, infected and immune types. The model covers all the previous models
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