
۲۲۵۱-۸۰۸۸ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2021.37369.1930

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۵۸۴-۵۷۳ ص ،۳ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۰ سال

زيگموند فضاي به بسوف فضاي از شارما استويچ عملگر

١ خليل پور کمال ،٢ نصر اصفهاني سپيده ، * ١ عباسي ابراهيم

ايران مهاباد، واحد اسلامي، آزاد دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (١)

ايران اصفهان، دانشگاه آمار، و رياضي دانشکده رياضي، گروه (٢)

پور صنعت اميرحسين مسئول: دبير

۱۴۰۰/۶/۱۹ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۰/۲/۱۷ دريافت: تاريخ

خودنگاشت يک ψ تحليلي تابع و u, v ∈ H(D) ،D روي تحليلي توابع تمام H(D)مجموعه کنيد فرض چکيده:
مي شود تعريف زير به صورت Tu,v,ψ شارما استويچ عملگر باشد. (ψ(D) ⊂ D)

Tu,v,ψf(z) = u(z)f(ψ(z)) + v(z)f ′(ψ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

مي دهيم قرار بررسي مورد زيگموند فضاي به بسوف فضاي از را شارما عملگراستويچ فشردگي و کران  داري مقاله اين در
داد. خواهيم ارائه مذکور عملگر فشردگي و کران داري براي معادلي شرط هاي و

. شارما استويچ عملگر زيگموند، فضاي بسوف، فضاي فشردگي، کران داري، کليدي: واژه هاي

47B38; 30H25; 30H99 رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ۱
داده نمايش B نماد با که بلاخ فضاي باشد. D روي تحليلي توابع تمام مجموعه H(D) و D = {z ∈ C : |z| < ١} کنيم فرض

به طوري که ، f ∈ H(D) توابع تمام از است عبارت مي شود،

∥f∥B = |f(٠)|+ sup
z∈D

(١− |z|٢)|f ′(z)| <∞.

است. باناخ فضاي يک فوق نرم با بلاخ فضاي
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داشت: خواهيم f ∈ B هر به ازاي آنگاه باشد: دلخواه طبيعي عدد يک n کنيم فرض ([۸ گزاره ،۱۵] ) .۱ . ۱ لم

∥f∥B ≈
n−١∑
i=٠

|f (i)(٠)|+ sup
z∈D

(١− |z|٢)n|f (n)(z)|.

از ،Bp بسوف فضاي باشد. (
∫
D dA(z) = ١)D روي نرمال شده مساحت اندازه dA(z) و ١ < p <∞ کنيم فرض .۲ . ۱ تعريف

کنند: صدق زير خاصيت در که است شده تشکيل f ∈ H(D) مانند تحليلي توابع تمام

bp(f) =
(∫

D
|f ′(z)|p(١− |z|٢)p−٢dA(z)

) ١
p
<∞.

D روي موبيوس گروه نشان دهنده Aut(D) اگر است. باناخ فضاي يک ∥f∥Bp = |f(٠)| + bp(f) نرم با بسوف فضاي
داريم: φ ∈ Aut(D) و f ∈ Bp هر براي يعني پايايند موبيوس بسوف، فضاهاي صورت اين در باشد،

bp(foφ) = bp(f).

يافت. [۱۶] و [۱۴] مراجع در مي توان را بسوف فضاهاي مورد در تکميلي اطلاعات

داشت: خواهيم اين صورت در باشد. f ∈ Bp و ١ < p <∞ کنيم فرض [۳] .۳ . ۱ لم
∥f∥B ⪯ ∥f∥Bp الف)

ب)

|f(z)| ⪯ ∥f∥Bp

(
log

٢
١− |z|٢

)١− ١
p
, z ∈ D.

داريم: آنگاه |z| → ١ اگر .α > −١ و z ∈ D کنيم فرض [۱۶] .۴ . ۱ ∫لم
D

(١− |w|٢)α

|١− zw̄|٢+α
dA(w) ≈ log

٢
١− |z|٢

.

مي کنند صدق زير شرط در که است f ∈ H(D) مانند توابعي تمام شامل ،Z زيگموند فضاي .۵ . ۱ تعريف

∥f∥Z = |f(٠)|+ |f ′(٠)|+ sup
z∈D

(١− |z|٢)|f ′′(z)| <∞.

است. باناخ فضاي يک ∥ · ∥Z نرم با زيگموند فضاي
مي دهند. نشان S(D) با را D روي تحليلي هاي خودنگاشت تمام مجموعه مي نامند. خودنگاشت را ψ : D → D تحليلي تابع هر

مي شود تعريف ψ و v ، u توسط که را شارما استويچ عملگر صورت اين در ، ψ ∈ S(D) و u, v ∈ H(D) کنيم فرض .۶ . ۱ تعريف
مي شود تعريف زير به صورت و مي دهند نمايش Tu,v,ψ نماد با

Tu,v,ψf(z) = u(z)f(ψ(z)) + v(z)f ′(ψ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

مي شود. شامل را ديگر عملگرهاي از وسيعي کلاس عملگر اين شد. معرفي [۹] در بهات و شارما استويچ، توسط ،Tu,v,ψ عملگر
عملگر D هرگاه همچنين شد. خواهند وزن دار، عملگر T١,٠,ψ = Cψ و وزن دار ترکيبي عملگر Tu,٠,ψ = uCψ مثال به عنوان
در مي توان را Tu,v,ψ علمگر درمورد بيشتر اطلاعات . Tu,v,ψ = uCψ + vCψD و T٠,v,ψ = vCψD آنگاه باشد، ديفرانسيل

يافت. [۱۷ ،۱۳–۱۱ ،۹–۶ ،۲ ،۱] مراجع

همچنين است. داده قرار بررسي مورد زيگموند فضاهاي بين را Tu,v,ψ عملگر اساسي نرم و کران داري [۱] در مقاله اين اول نويسنده
الهام با لذا است. گرفته قرار مطالعه مورد [۱۸] و [۷] در B و H∞

µ فضاهاي به بسوف فضاي از Tu,v,ψ عملگر فشردگي و کران داري
را کران داري و مي دهيم قرار مطالعه مورد را Tu,v,ψ : Bp → Z عملگر کران داري مقاله، اين دوم بخش در ذکر شده، مقالات از گرفتن

شد. خواهند اثبات و ارائه عملگر اين فشردگي براي معادلي شرط هاي سوم، بخش در همچنين کرد. خواهيم مشخصه سازي
مي باشد. b ⪯ a ⪯ b بيانگر a ≈ b نماد و a ≤ cb که است موجود چنان c ثابت يعني ،a ⪯ b مقاله، اين در
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کران داري ۲
ابتدا منظور به همين شد. خواهد ارائه زيگموند فضاي به بسوف فضاي از شارما استويچ عملگر کران داري براي معادلي شرط هاي بخش، اين در

است. شده اثبات [۱۸] در بعدي لم شد. خواهند بيان کاربردي لم چند

دهيد: قرار j ∈ {١, ..., n} و a ∈ D هر براي ،١ < p <∞ کنيد فرض .۱ . ۲ لم

fj,a(z) =
(١− |a|٢

١− āz

)j
, z ∈ D. (۱ . ۲)

.supa∈D ∥fj,a∥Bp <∞ و fj,a ∈ Bp اين  صورت، در

کرده ايم. صرف    نظر برهان آوردن از زير، لم اثبات بودن ساده به توجه با

برقرارند: زير احکام اين صورت در باشند قبلي لم در تعريف شده توابع fi,a و a ∈ D کنيد فرض .۲ . ۲ لم
آنگاه ،h١,a(z) = −۶f١,a(z) + ١۴f٢,a(z)− ١١f٣,a(z) + ٣f۴,a اگر الف)

h١,a(a) = h′′١,a(a) = h
(٣)
١,a(a) = ٠, h′١,a(a) =

ā

١− |a|٢
.

آنگاه ،h٢,a(z) = ٢f١,a(z)− ١١
٢ f٢,a(z) + ۵f٣,a(z)− ٣

٢f۴,a(z) اگر ب)

h٢,a(a) = h′٢,a(a) = h
(٣)
٢,a(a) = ٠, h′′٢,a(a) =

ā٢

(١− |a|٢(٢
.

اين صورت در ،h٣,a(z) = −١
۶f١,a(z) +

١
٢f٢,a(z)−

١
٢f٣,a(z) +

١
۶f۴,a(z) هرگاه پ)

h٣,a(a) = h′٣,a(a) = h
′′

٣,a(a) = ٠, h
(٣)
٣,a(a) =

ā٣

(١− |a|٣(٢
.

مي دهيم قرار محاسبات، سادگي براي نمادگذاري

A١(z) := (١− |z|٢)
∣∣∣٢u′(z)ψ′(z) + u(z)ψ′′(z) + v′′(z)

∣∣∣,
A٢(z) := (١− |z|٢)

∣∣∣u(z)ψ′٢(z) + ٢v′(z)ψ′(z) + v(z)ψ
′′
(z)

∣∣∣,
A٣(z) := (١− |z|٢)

∣∣∣v(z)ψ′٢(z)
∣∣∣.

معادل اند. هم با زير احکام صورت اين در .ψ ∈ S(D) و u ∈ Z کنيد فرض .۳ . ۲ لم
.supj≥١ ∥uψj + jvψj−١∥Z <∞ الف)
آنگاه باشند، (۱ . ۲) در شده تعريف توابع fi,a اگر ب)

max
{
sup
z∈D

Ak(z)
}٣

k=١
<∞, max

{
sup
a∈D

∥Tu,v,ψfi,a∥Z
}۴

i=١
<∞.

پ)

max
{
sup
z∈D

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
}٣

k=١
<∞.

داريم: ،a ∈ D و i ∈ N هر براي ب)، ... الف اثبات.

fi,a(z) = (١− |a|٢)i
∞∑
j=٠

(
i+ j − ١

j

)
ājzj.



۵۸۴-۵۷۳ صفحه ،۳ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و عباسي ابراهيم ۵۷۶

داشت: خواهيم اين صورت در

∥Tu,v,ψfi,a∥Z ≤ (١− |a|٢)i
∞∑
j=٠

(
i+ j − ١

j

)
|ā|j∥Tu,v,ψzj∥Z

≤ (١− |a|٢)i
∞∑
j=٠

(
i+ j − ١

j

)
|ā|j∥uψj + jvψj−١∥Z ≤ ٢i sup

j≥٠
∥uψj + jvψj−١∥Z .

،p١(z) = z توابع روي بر Tu,v,ψ عملگر اثر از استفاده با حال .max
{
supa∈D ∥Tu,v,ψfi,a∥Z

}۴

i=١
< ∞ بنابراين

داشت: خواهيم به ترتيب، p٣(z) = z٣ و p٢(z) = z٢

max
{
sup
z∈D

Ak(z)
}٣

١
<∞.

داشت: خواهيم ۲ . ۲ لم کمک به ،k ∈ {١, ٢, ٣} هر براي و |ψ(a)| > ١
٢ به طوري که a ∈ D هر براي پ)، ... ب

|ψ(a)|kAk(a)
(١− |ψ(a)|٢)k

≤ sup
a∈D

∥Tu,v,ψhk,ψ(a)∥Z ≤ ۶
۴∑
j=١

sup
a∈D

∥Tu,v,ψfj,a∥Z .

داريم: (ب) فرض بنابر لذا

max
{

sup
|ψ(z)|> ١

٢

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
}٣

١
<∞.

داريم: ،k ∈ {١, ٢, ٣} هر براي (ب)، از استفاده با همچنين

sup
|ψ(z)|≤ ١

٢

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
≤ (

۴
٣
)k sup

z∈D
Ak(z) ≤ (

۴
٣
)٣max{sup

z∈D
Ak(z)}٣١ <∞.

مي رسد. اتمام به (پ) اثبات قبلي رابطه دو به باتوجه حال
داريم: [۱۰] بنابر ،k ∈ {١, ٢, ٣} هر براي الف)، ... پ

Sk := sup
z∈D

k−١∏
t=٠

(j − t)|ψj−k(z)|(١− |ψ(z)|٢)k ⪯ ١. (۲ . ۲)

: داشت خواهيم ۱ . ۱ لم از استفاده با لذا

(١− |z|٢)|(u(z)ψj(z) + jv(z)ψj−١(z))
′′ | ⪯

(١− |z|٢)|u′′(z)|+ ٣S١A١(z)

١− |ψ(z)|٢
+

۶S٢A٢(z)

(١− |ψ(z)|٢(٢
+

۶S٣A٣(z)

(١− |ψ(z)|٣(٢
⪯

∥u∥Z +
٣∑

k=١

sup
z∈D

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
. (۳ . ۲)

همچنين

lim
j→∞

|u(٠)ψj(٠) + jv(٠)ψj−(٠)١| = ٠,

lim
j→∞

∣∣∣u′
(٠)ψj(٠) + jψj−(٠)١(u(٠)ψ′

(٠) + v
′
(٠)) + j(j − ١)ψj−(٠)٢ψ′

(٠)
∣∣∣ = ٠. (۴ . ۲)

آمد. خواهد به دست انتظار مورد نتيجه ،(۴ . ۲) و (۳ . ۲) از استفاده با حال



۵۷۷ زيگموند فضاي به بسوف نوع از فضاي از شارما استويچ عملگر

که است موجود چنان la ∈ Bp تابع ،a ∈ D هر براي آنگاه ،ψ ∈ S(D) هرگاه .۴ . ۲ لم

la(ψ(a)) =
(
log

٢
١− | ψ(a) |٢

)١− ١
p
, l′a(ψ(a)) = l′′a(ψ(a)) = l(٣)a (ψ(a)) = ٠.

مي دهيم قرار .ψ(a) ̸= ٠ به طوري که a ∈ D کنيم فرض اثبات.

ga,k(z) =

(
log ٢

١−ψ(a)z

)٢+k

(
log ٢

١−|ψ(a)|٢

)١+k+ ١
p

k ∈ {٠, ١, ٢, ٣}. (۵ . ۲)

که است واضح

ga,k(ψ(a)) =
(
log

٢
١− |ψ(a)|٢

)١− ١
p
.

که مي دهيم نشان حال

ga,k ∈ Bp, sup
a∈D

∥ga,k∥Bp <∞.

داريم: |١− ψ(a)z| ≥ ١− |ψ(a)| نامساوي به توجه ∣∣∣با log ٢
١− ψ(a)z

∣∣∣ ≤ log
٢

|١− ψ(a)z|
+ ٢π ≤ log

۴
١− |ψ(a)|٢

+ ٢π

= ٢(log
٢

١− |ψ(a)|٢
+ π).

لذا

bpp(ga,k(z)) =
(٢+ k)p|ψ(a)|p(

log ٢
(١−|ψ(a)|٢

)p(k+١)+١

∫
D

(١− |z|٢)p−٢

|١− ψ(a)z|p
∣∣∣ log ٢

١− ψ(a)z

∣∣∣p(k+١)
dA(z)

≤ ٢p(k+١)(٢+ k)p(
log ٢

١−|ψ(a)|٢

) (
١+

π

log ٢
١−|ψ(a)|٢

)p(k+١)
∫
D

(١− |z|٢)p−٢

|١− ψ(a)z|p
dA(z)

≤
٢p(k+١)(٢+ k)p

(
١+ π

log ٢

)p(k+١)(
log ٢

١−|ψ(a)|٢

) ∫
D

(١− |z|٢)p−٢

|١− ψ(a)z|p
dA(z) (۶ . ۲)

فوق رابطه به توجه با

bpp(ga,k(z)) ≤
٢p(k+١)(٢+ k)p

(
١+ π

log ٢

)p(k+١)

(p− ١)(١− |ψ(a)|)p
(
log ٢

١−|ψ(a)|٢

) <∞

.supa∈D ∥ga,k∥Bp <∞ ،(۶ . ۲) رابطه و ۴ . ۱ لم از استفاده با همچنين .ga,k ∈ Bp پس
مي کنيم: تعريف زير به صورت را la تابع ga,k توابع از استفاده با حال

la(z) =

٢٠ga,٠(z)− ۴۵ga,١(z) + ٣۶ga,٢(z)− ١٠ga,٣(z) ψ(a) ̸= ٠(
log ٢

)١− ١
p

ψ(a) = ٠
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معادل اند. هم با زير احکام صورت اين در .ψ ∈ S(D) و u ∈ Z ،١ < p <∞ کنيد فرض .۵ . ۲ قضيه
است. کران دار Tu,v,ψ : Bp → Z عملگر الف)

داريم: آنگاه باشند، (۵ . ۲) در تعريف  شده توابع ga,k اگر ب)

sup
j≥١

∥uψj + jvψj−١∥Z <∞, max
{
sup
a∈D

∥Tu,v,ψga,k∥Z
}٣

k=٠
<∞.

اين صورت: در Q := supz∈D(١− |z|٢)|u′′(z)|
(
log ٢

١−|ψ(z)|٢

)١− ١
p اگر پ)

max
{
sup
j≥١

∥uψj + jvψj−١∥Z , Q
}
<∞.

آنگاه باشند، (۱ . ۲) در تعريف  شده توابع fi,a اگر ت)

max
{
max{sup

z∈D
Ak(z)}٣k=١, max{sup

a∈D
∥Tu,v,ψfi,a∥Z}۴i=١, Q

}
<∞.

ث)

max
{
max{sup

z∈D

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
}٣k=١, Q

}
<∞.

معادل اند. هم با (ث) و (ت) (پ)، در ذکر شده احکام ۳ . ۲ لم بنابر اثبات.
اين صورت در باشد. ۴ . ۲ لم در تعريف شده تابع la ،a ∈ D هر براي کنيد فرض ت)، ... الف

L = sup{∥la∥Bp : a ∈ D} <∞.

داشت: خواهيم a ∈ D هر براي لذا

(١− |a|٢)|u′′(a)|
(
log

٢
١− |ψ(a)|٢

)١− ١
p
= (١− |a|٢)|u′′(a)||la(ψ(a))| =

(١− |a|٢)
∣∣∣(Tu,v,ψla)′′

(ψ(a))
∣∣∣ ≤ L∥Tu,v,ψ∥.

داريم: ،i ∈ {١, ٢, ٣, ۴} هر براي ۱ . ۲ لم بنابر همچنين .Q <∞ پس

sup
a∈D

∥Tu,v,ψfi,a∥Z ≤ ∥Tu,v,ψ∥ sup
a∈D

∥fi,a∥Bp <∞.

داشت: خواهيم به ترتيب، p٣(z) = z٣ و p٢(z) = z٢ ،p١(z) = z توابع روي ،Tu,v,ψ عملگر اثر با ازطرفي

max{sup
z∈D

Ak(z)}٣k=١ <∞.

داريم: f ∈ Bp هر براي ،۳ . ۱ و ۱ . ۱ لم هاي از استفاده با ...الف)، ث

sup
z∈D

(١− |z|٢)|(Tu,v,ψf)′′(z)| ⪯ ∥f∥Bp

(
sup
z∈D

(١− |z|٢)|u′′(z)|
(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p

+
٣∑

k=١

sup
z∈D

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
)
.
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است. معادل (ث) و (ت) (پ)، با نيز (الف) پس است. کران دار Tu,v,ψ : Bp → Z لذا
لذا معادل اند، هم با (پ) و (الف) چون ...ب)، الف

sup
j≥١

∥uψj + jvψj−١∥Z <∞.

پس . supa∈D ∥ga,k∥Bp <∞ ،k ∈ {٠, ١, ٢, ٣} ازاي به ،۴ . ۱ لم از استفاده با طرفي از

sup
a∈D

∥Tu,v,ψga,k∥Z ≤ ∥Tu,v,ψ∥max{sup
a∈D

∥ga,k∥Bp}٣k=٠ <∞.

.۴ . ۲ لم ...پ)، ب
رسيد. خواهد اتمام به اينجا در قضيه اثبات ترتيب اين به

شد خواهد ارائه uCψ : Bp → Z عملگر کران داري براي معادلي شرط هاي ،۵ . ۲ قضيه در ،v(z) = ٠ جاي گذاري با .۶ . ۲ ملاحظه
شود). مراجعه [۴] ۳ قضيه (به

شد. خواهد ارائه vCψD : Bp → Z عملگر کران داري براي معادلي شرط هاي ،۵ . ۲ قضيه در ،u(z) = ٠ دادن قرار با .۷ . ۲ ملاحظه

فشردگي ۳
از کرد. خواهيم بيان را زير لم راستا، اين در کرد. خواهيم پيدا Tu,v,ψ : Bp → Z عملگر فشردگي براي معادلي شرط هاي بخش، اين در

کرده ايم. صرف  نظر اثبات آوردن از است، [۵] ۳.۱۱ گزاره اثبات مشابه آن اثبات که آنجا

و اگر است، فشرده Tu,v,ψ : Bp → Z عملگر اين صورت در .ψ ∈ S(D) و u ∈ H(D) ،١ < p < ∞ کنيد فرض .۱ . ۳ لم
يکنواخت به طور D فشرده زيرمجموعه هاي روي Bpکه در {fk} کران دار دنباله هر براي و بوده کران دار Tu,v,ψ : Bp → Z اگر تنها

باشيم: داشته باشد، صفر به همگرا

lim
k→∞

∥Tu,v,ψfk∥Z = ٠.

هرگاه اين صورت، در .lim|ψ(z)|→١)١ − |z|٢)|u′′(z)| = ٠ به طوري که ،u ∈ H(D) و ψ ∈ S(D) کنيد فرض .۲ . ۳ لم
معادل اند. هم با زير احکام باشد، برقرار ،۳ . ۲ لم شرايط از يکي

.limj→∞ ∥uψj + jvψj−١∥Z = ٠ الف)
.lim sup|a|→١ ∥Tu,v,ψfj,a∥Z = ٠ ،j ∈ {١, ٢, ٣, ۴} هر براي اين صورت در ،fj,a(z) =

(١−|a|٢
١−az

)j اگر ب)
.lim|ψ(z)|→١

Ak(z)
(١−|ψ(z)|٢)k = ٠ ،k ∈ {١, ٢, ٣} هر براي پ)

k ≥ N ≥ ٢ هر براي که است موجود چنان N طبيعي عدد دلخواه، ϵ هر براي ب)، ... الف اثبات.

∥uψk + kvψk−١∥Z < ε.

داريم: طرفي از

fj,a(z) = (١− |a|٢)j
{
N−١∑
k=٠

(
j + k − ١

k

)
akzk +

∞∑
k=N

(
j + k − ١

k

)
akzk

}
.

داريم: j ∈ {١, ٢, ٣, ۴} هر براي پس

∥Tu,v,ψfj,a∥Z ≤ ٢max{∥uψk + kvψk−١∥Z}N−١
k=٠ (١− |a|٢)j−١)١− |a|N)

(
j +N − ٢
N − ٢

)
+ ٢jϵ.
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داشت: خواهيم ،|a| → ١ که هنگامي فوق رابطه از گرفتن حد با حال

lim sup
|a|→١

∥Tu,v,ψfj,a∥Z ⪯ ϵ.

ϵ بودن دلخواه به باتوجه
lim sup
|a|→١

∥Tu,v,ψfj,a∥Z = ٠.

،۲ . ۲ لم از استفاده با صورت اين در .limn→∞ |ψ(an)| = ١ به طوري که باشد، D در دنباله اي {an} کنيد فرض پ)، ... ب
داشت: خواهيم ، k ∈ {١, ٢, ٣} هر براي

max
{ Ak(an)

(١− |ψ(ak)|٢)k
}٣

١
⪯

۴∑
j=١

sup
ψ(an)∈D

∥Tu,v,ψfj,ψ(an)∥Z .

داشت: خواهيم ،n→ ∞ که هنگامي فوق، رابطه از گرفتن حد با

lim
|ψ(a)|→١

Ak(an)

(١− |ψ(an)|٢)k
= ٠, k ∈ {١, ٢, ٣}.

آنگاه ،δ < |ψ(z)| < ١ اگر که است موجود چنان δ مثبت ثابت دلخواه، ϵ هر براي الف)، ... پ

(١− |z|٢)|u′′(z)| < ϵ, max{ Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
}٣k=١ < ϵ. (۱ . ۳)

طرفي از

(١− |z|٢)
∣∣∣(uψj + jvψj−١

)′′
(z)

∣∣∣ ≤ sup
|ψ(z)|≤δ

(١− |z|٢)|u′′(z)ψj(z)|︸ ︷︷ ︸
E٠

+ (۲ . ۳)

sup
|ψ(z)|>δ

(١− |z|٢)|u′′(z)ψj(z)|︸ ︷︷ ︸
H٠

+
٣∑

k=١

(
sup

|ψ(z)|≤δ

SkAk(z)

(١− |ψ(z)|٢)k︸ ︷︷ ︸
Ek

+ sup
|ψ(z)|>δ

SkAk(z)

(١− |ψ(z)|٢)k︸ ︷︷ ︸
Hk

)
.

که است واضح (۲ . ۲) و ۳ . ۲ لم از استفاده با

lim sup
j→∞

Ek = ٠, k ∈ {٠, ١, ٢, ٣}. (۳ . ۳)

داريم: ،(۱ . ۳) و (۲ . ۲) روابط از استفاده با همچنين

lim sup
j→∞

Hk = ٠, k ∈ {٠, ١, ٢, ٣}. (۴ . ۳)

شد. خواهد تمام اثبات و مي شود حاصل (الف) ،(۴ . ۳) و (۳ . ۳) ،(۲ . ۳) ،(۴ . ۲) از استفاده با لذا

در باشد. کران دار Tu,v,ψ : Bp → Z به طوري که ،u, v ∈ H(D) و ψ ∈ S(D) ،١ < p < ∞ کنيم فرض .۳ . ۳ قضيه
معادل اند. هم با زير احکام اين صورت

است. فشرده Tu,v,ψ : Bp → Z عملگر الف)
آنگاه باشند، (۵ . ۲) در تعريف شده توابع ga,k هرگاه ب)

lim
j→∞

∥uψj + jvψj−١∥Z = lim
|a|→١

∥Tu,v,ψga,k∥Z = ٠, k ∈ {٠, ١, ٢, ٣}.
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پ)

lim
j→∞

∥uψj + jvψj−١∥Z = lim
|ψ(z)|→١

(١− |z|٢)|u′′(z)|
(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p
= ٠.

داريم: ،j ∈ {١, ٢, ٣, ۴} براي آنگاه باشند، (۱ . ۲) در تعريف شده توابع fj,a هرگاه ت)

lim
|a|→١

∥Tu,v,ψfj,a∥Z = lim
|ψ(z)|→١

(١− |z|٢)|u′′(z)|
(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p
= ٠.

داريم: ،k ∈ {١, ٢, ٣} هر براي ث)

lim
|ψ(z)|→١

Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
= lim

|ψ(z)|→١
(١− |z|٢)|u′′(z)|

(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p
= ٠.

داشت: خواهيم ،۵ . ۲ قضيه از استفاده با است، کران دار Tu,v,ψ : Bp → Z چون اثبات.

lim
|ψ(z)|→١

(١− |z|٢)|u′′(z)| = ٠.

معادل اند. هم با (ث) و (ت) (پ)، شرط هاي ،۲ . ۳ لم بنابر پس
مي دهيم قرار .limk→∞ |ψ(ak)| = ١ به طوري که باشند، D در اي دنباله {ak} کنيد فرض ت)، ... الف

lak,k(z) = ٢٠gak,٠(z)− ۴۵gak,١(z) + ٣۶gak,٢(z)− ١٠gak,٣(z).

با حال است. صفر به همگرا يکنواخت به طور D فشرده زير مجموعه ها روي و کران دار Bp در دنباله اين همچنين .{lak,k} ⊂ Bp لذا
داشت: خواهيم {lak,k} دنباله براي ۱ . ۳ و ۴ . ۲ لم هاي از استفاده

lim
|ψ(z)|→١

(١− |z|٢)|u′′(z)|
(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p
= ٠.

داشت: خواهيم ۱ . ۳ و ۱ . ۲ لم هاي بنابر طرفي از

lim
|a|→١

∥Tu,v,ψfj,a∥Z = ٠, j ∈ {١, ٢, ٣, ۴}.

که است موجود چنان δ ∈ (٠, ١) يک لذا باشد. دلخواه مثبت عدد يک ϵ کنيد فرض ...الف)، ث

sup
δ<|ψ(z)|<١

(١− |z|٢)|u′′(z)|
(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p
< ϵ,

max
{

sup
δ<|ψ(z)|<١

{ Ak(z)

(١− |ψ(z)|٢)k
}}٣

k=١
< ϵ. (۵ . ۳)

در است. همگرا صفر به يکنواخت به طور D فشرده زير مجموعه ها روي به طوري که باشد، Bp در کران دار دنباله اي {fk} کنيد فرض
اين صورت

(١− |z|٢)
∣∣∣(Tu,v,ψfk)′′

(z)
∣∣∣ ≤ sup

|ψ(z)|≤δ
(١− |z|٢)|u′′(z)fk(ψ(z))|︸ ︷︷ ︸

L١

+
٣∑
t=١

sup
|ψ(z)|≤δ

At(z)|f (t)
k (ψ(z))|︸ ︷︷ ︸

L٢t+١

+ sup
|ψ(z)|>δ

(١− |z|٢)|u′′(z)fk(ψ(z))|︸ ︷︷ ︸
L٢

+
٣∑
t=١

sup
|ψ(z)|>δ

At(z)|f (t)
k (ψ(z))|︸ ︷︷ ︸

L٢t+٢

. (۶ . ۳)
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از استفاده با لذا شد. خواهند صفر به همگرا يکنواخت به طور D فشرده زير مجموعه هاي روي {f (٣)
k } و {f ′′

k } ،{f ′
k} کوشي قضيه بنابر

داريم: ،۵ . ۲ قضيه

lim sup
k→∞

L٢t+١ = ٠, t ∈ {٠, ١, ٢, ٣}. (۷ . ۳)

طرفي از

L٢ ≤ ∥fk∥Bp sup
|ψ(z)|>δ

(١− |z|٢)|u′(z)|
(
log

٢
١− |ψ(z)|٢

)١− ١
p
,

داشت: خواهيم ،(۵ . ۳) از استفاده با همچنين

lim sup
k→∞

L٢ ≤ ϵ sup
k

∥fk∥Bp . (۸ . ۳)

: داريم ،(۵ . ۳) و ۳ . ۱ ،۱ . ۱ لم هاي به کارگيري با مشابه طور به

lim sup
k→∞

L٢t+٢ ≤ ϵ sup
k

∥fk∥Bp , t ∈ {١, ٢, ٣}. (۹ . ۳)

همچنين

lim sup
k→∞

|(Tu,v,ψfk)(٠)| = lim sup
k→∞

|(Tu,v,ψfk)′(٠)| = ٠. (۱۰ . ۳)

(ث) و (ت) (پ)، (الف)، بودن معادل کنون تا شد. خواهد حاصل (الف) حکم ،۱ . ۳ لم و (۱۰ . ۳) ،(۹ . ۳) ،(۸ . ۳) ،(۷ . ۳) ،(۶ . ۳) روابط به توجه به
مي گيرد. قرار بررسي مورد احکام بقيه با (ب) بودن معادل حال است. شده ثابت

پس معادل اند، هم با (پ) و (الف) چون ب)، ... الف

lim
j→∞

∥uψj + jvψj−١∥Z = ٠.

۱ . ۳ لم از استفاده با لذا صفرند، به همگرا يکنواخت به طور ، D فشرده زير مجموعه هاي روي همچنين و است کران دار Bp در ga,k طرفي از
: داشت خواهيم ، {ga,k} براي

lim
|a|→١

∥Tu,v,ψga,k∥Z = ٠, k ∈ {٠, ١, ٢, ٣}.

است. ت) ... الف اثبات مشابه، قسمت اين اثبات پ)، ... ب
مي رسد. اتمام به اينجا در قضيه اثبات ترتيب اين به

(به شد خواهند ارائه uCψ : Bp → Z عملگر فشردگي براي معادلي شرط هاي ،۳ . ۳ قضيه در ،v(z) = ٠ جاي گذاري با .۴ . ۳ ملاحظه
شود). مراجعه [۴] ۷ قضيه

خواهيم به دست vCψD : Bp → Z عملگر فشردگي براي معادلي شرط هاي ،۳ . ۳ قضيه در ،u(z) = ٠ دادن قرار با .۵ . ۳ ملاحظه
آورد.
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Abstract: Let H(D) be the space of all analytic functions on D. For u, v ∈ H(D) and self-map
ψ(ψ(D) ⊂ D) the Stević-Sharma type operator is defined as follows

Tu,v,ψf(z) = u(z)f(ψ(z)) + v(z)f ′(ψ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

In this paper, we study boundedness and compactness of Stević-Sharma type operator from Besov space
into Zygmund space and we obtain some equivalence conditions for boundedness and compactness of such
operator.
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