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جبري ساختار مقاله، اين در .u٢ = ٠ که باشد Fpm + uFpm حلقه ي R٢ و اول عدد يک p کنيم فرض چکيده:
از خانواده اين مولد چندجمله اي هاي مجموعه و مي کنيم مطالعه را ٢ps طول با FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي
يک از استفاده با پايان در مي شوند. طبقه بندي زير مدول ها از مجزا دسته ي هشت به کدها اين مي کنيم. مشخص را کدها

مي دهيم. ارائه را ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي از مثال هايي گري، نگاشت

گري. نگاشت جمعي، اريب دوري کدهاي زنجيري، حلقه هاي کليدي: واژه هاي

94B15; 16S36 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
ساختار دوري اند. کدهاي خانواده خطي، کدهاي رده هاي مهم ترين از يکي غني اند. رياضي ساختار با کدها از خاصي خانواده خطي، کدهاي

برخوردارند. زيادي اهميت از کدها اين دليل به همين کند، مي آسان تر را آنها از استفاده دوري کدهاي جبري
کدهاي برخي اين، بر علاوه است. شده محاسبه کدها اين از يک هر دوگان و بررسي Z٢Z۴-جمعي دوري کدهاي جبري ساختار [۱] در
مک اتحاد و است شده پرداخته [u]Z٢Z٢-جمعي کدهاي معرفي به [۲] در شده اند. ساخته کدها از خانواده اين از بهينه دودويي خطي
دوري کدهاي جبري ساختار و شده اند بررسي [۷] در S R-جبر، براي SR-جمعي کدهاي است. به کار رفته آنها دوگان کدهاي براي ويليامز
متناهي زنجيري حلقه هاي حاصل ضرب روي دوري و خطي کدهاي ساختار ،[۳] در همکارانش و بورخز است. شده مشخص SR-جمعي
از مدول هايي زير به عنوان دوري کدهاي و Rα

١ × Rβ
٢ از زير مدول هايي به عنوان خطي کدهاي واقع، در کردند. بررسي را R٢ و R١

مثبت اند. صحيح اعداد β و α آن در که مي شوند، گرفته نظر در Rα,β = R١[x]
⟨xα−١⟩ ×

R٢[x]
⟨xβ−١⟩

اين و است گرفته صورت R٢ = Fpm + uFpm حلقه ي روي مختلف طول هاي با کدها روي زيادي تحقيقات اخير، سال هاي در
برخوردارند. بالايي اهميت از مطالعه براي و دارند بسياري عملي کاربردهاي R٢ روي کدها که مي دهد نشان
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ساختار اين، بر علاوه شده اند. بررسي [۴] در اريب دوري کدهاي کرد. مشخص [۵] در را R٢ روي ps طول از پايادوري کدهاي تمام دينه،
برخي جبري ساختار [۸] در محمودي و سبحاني است. شده مطالعه [۶] در آنها هرميتي و اقليدسي دوگان و کدها اين اساسي خواص و جبري

کردند. مطالعه را Fq [u]

⟨u۴⟩ حلقه ي روي پايادوري و دوري کدهاي از

اين مولد چندجمله اي هاي مجموعه و مي کنيم مطالعه را ٢ps طول با FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي جبري ساختار مقاله، اين در
کدهاي سوم، بخش در دارد. اختصاص مقاله اين در نياز مورد مقدماتي مفاهيم و تعاريف به دوم بخش به دست مي آوريم. را کدها از خانواده

مي دهيم. ارائه را کدها اين از مثال چند پايان در و مي کنيم دسته بندي را FpmR٢-جمعي اريب دوري

مقدمات و تعاريف ۲
مي پردازيم. است، شده استفاده آنها از مقاله اين در که تعاريفي و قضايا برخي ارائه ي به بخش اين در

که باشد موجود چنان a ∈ I عنصر هرگاه مي شود، ناميده اصلي چپ ايدآل R حلقه ي از I ايدآل

I = Ra = {ra : r ∈ R}.

مي شود، ناميده موضعي R تعويض پذير حلقه ي باشد. اصلي آن چپ ايدآل هر هرگاه گويند، چپ اصلي ايدآل حلقه ي را R يکدار حلقه ي
باشد. شده مرتب کلاً شمول رابطه با آن ايدآل هاي هرگاه گوييم زنجيري را R حلقه ي باشد. داشته ماکسيمال ايدآل يک فقط هرگاه

مجموعه ي روي جمع عمل صورت اين در باشد. R روي ريختي خود يک σ و متناهي تعويض پذير حلقه ي R کنيم فرض .۱ . ۲ تعريف

R[x, σ] = {a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · ·+ anx

n : ai ∈ R, n ∈ N٠},

باشيم داشته a ∈ R هر به ازاي که مي کنيم تعريف به گونه اي را ضرب عمل و گرفته نظر در چندجمله اي ها معمولي جمع عمل همان را
اريب جمله اي هاي چند حلقه ي آن به که مي کند تبديل يکدار حلقه ي يک به را آن R[x, σ] کل به عمل اين توسيع .x.a = σ(a)x

باشد. هماني خودريختي σ آنکه مگر نيست تعويض پذير کلي حالت در حلقه اين مي شود. گفته R روي

R در پذير وارون عنصري λ و R روي خودريختي يک σ متناهي، تعويض پذير حلقه ي R طبيعي، عدد يک n کنيم فرض [۶] .۲ . ۲ گزاره
هم ارزند: زير گزاره هاي صورت اين در باشد.

است. R[x; σ] در مرکزي عنصري xn − λ (۱)

است. طرفه دو ايدآل يک ⟨xn − λ⟩ (۲)

.σ(λ) = λ يعني است، پايا σ تحت λ و σ مرتبه از مضربي n (۳)

کد آنگاه باشد، Rn از زيرمدولي C اگر است. Rn از ناتهي زيرمجموعه ي يک ،R تعويض پذير حلقه ي روي n طول با C کد .۳ . ۲ تعريف
مي گويند. خطي کد يک را C

هرگاه گويند، اريب دوري -σ Rرا Cروي کد صورت اين در Rباشد. تعويض پذير حلقه ي روي خودريختي يک σ کنيم فرض .۴ . ۲ تعريف
باشد. بسته مي شود، تعريف زير به صورت که ρσ نگاشت تحت

ρσ : Rn −→ Rn,

ρσ((a٠, a١, ..., an−١)) = (σ(an−١), σ(a٠), ..., σ(an−٢)).

گويند. دوري کد يک را C آنگاه باشد، هماني خودريختي σ اگر

نگاشت .η ∈ F∗
pm و θ ∈ Aut(Fpm) کنيم فرض [۶] .۵ . ۲ لم

Θθ,η : Fpm + uFpm −→ Fpm + uFpm ,

صورت اين در مي گيريم. نظر در را Θθ,η(a+ ub) = θ(a) + uηθ(b) ضابطه با

Aut(Fpm + uFpm) = {Θθ,η : θ ∈ Aut(Fpm), η ∈ F∗
pm}.
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Θθ,١ و η = ١ مي کنيم داد قرار مقاله اين در بود. خواهد Θθ,η شکل به Fpm + uFpm حلقه ي از خودريختي هر فوق، لم طبق
مي کنيم. استفاده اريب دوري عبارت از اريب دوري -Θ عبارت جاي به نيايد پيش ابهامي اگر اين از بعد مي دهيم. نشان Θ نماد با را

r و q چندجمله اي هاي صورت اين در .f ̸= ٠ و باشند Fpm متناهي ميدان روي اريب چندجمله اي هاي g و f کنيم فرض [۹] .۶ . ۲ لم
Fpm [x; Θ] حلقه ي واقع، در .deg (r) < deg (f) يا r = ٠ آن در که g = qf + r به طوري که دارند وجود Fpm [x; Θ] در

است. اصلي ايدآل حوزه يک

اريب چندجمله اي يک f(x)g(x) به طوري که باشند Fpm [x; Θ] در چندجمله اي هايي g(x) و f(x) کنيم فرض [۶] .۷ . ۲ گزاره
.f(x)g(x) = g(x)f(x) صورت اين در است. تکين و مرکزي

حلقه ي طرفه اند. دو عنصر اين راست مقسوم عليه هاي ،۷ . ۲ گزاره به بنا است، Fpm [x; Θ] تکين و مرکزي عنصر xps − ١ چون
داشته وجود چندجمله اي يک براي مختلفي تجزيه هاي است ممکن واقع در نيست. يکتا تجزيه حوزه Fpm [x; Θ] اريب چندجمله اي هاي

ضابطه با آن از خودريختي يک θ و F١۶ در واحد اوليه ي پانزدهم ريشه ي δ اگر مثال عنوان به باشد.

∀α ∈ F١۶, θ(α) = α٢,

و o(θ) = ۴ آنگاه باشد،

x۴ − ١ = (x− ١)۴ = (x− δ١٠)(x− δ۵)(x− δ١٠)(x− δ۵),

اند. F١۶[x; Θ] در x۴ − ١ از متفاوت تجزيه ي دو

مي بريم: به کار را زير نمادگذاري هاي مقاله اين در

.Fpm [x; Θ] = Fpm [x; θ] (۱)

.R٢ = Fpm + uFpm (۲)

.R١ =
Fpm [x;Θ]

⟨xps−١⟩ (۳)

.R٢ =
R٢[x;Θ]

⟨xps−١⟩ (۴)

.R = R١ ×R٢ (۵)

است. Θ خودريختي مرتبه o(Θ) آن در که o(Θ) = o(θ) = l | ps کنيم فرض همچنين

مي دهيم: توسيع زير به صورت را µ(a٠ + ub٠) = a٠ ضابطه با µ : R٢ −→ Fpm طبيعي همريختي

µ : R٢[x; Θ] −→ Fpm [x; Θ],
n∑

i=٠

(ai + ubi)x
i 7−→

n∑
i=٠

aix
i.

يابد. توسيع µ : R٢ −→ R١ به مي تواند همريختي اين همچنين

ضرب تعريف با است. آبلي گروه يک مولفه به مولفه جمع عمل با FpmR٢ = {(a, b) : a ∈ Fpm , b ∈ R٢} مجموعه ي
اسکالر

. : R٢ × FpmR٢ −→ FpmR٢,

r.(a, b) = (µ(r)a, rb).

زير به صورت اسکالر ضرب توسيع با حتي کرد. تبديل مدول -R٢ يک به را FpmR٢ مي توان

r.(a٠, a١, ..., an١−١, b٠, b١, ..., bn١−٢) = (µ(r)a٠, µ(r)a١, ..., µ(r)an١−١, rb٠, rb١, ..., rbn١−٢),

از عنصري (b٠, b١, ..., bn١−٢) و Fn١
pm از عنصري (a٠, a١, ..., an١−١) که کرد تبديل مدول -R٢ يک به را Fn١

pmR
n٢
٢ مي توان
است. Rn٢

٢
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Fn١
pmR

n٢
٢ از زيرمدولي -R٢ يک C هرگاه مي شود ناميده FpmR٢-جمعي کد يک Fn١

pmR
n٢
٢ از C ناتهي مجموعه ي زير .۸ . ۲ تعريف

باشد.

.n١ = n٢ = ps که: است اين بر فرض مقاله اين در

نمايش صورت اين در .b = (b٠, b١, ..., bps−١) ∈ Rps

٢ و a = (a٠, a١, ..., aps−١) ∈ Fps

pm کنيم فرض .۹ . ۲ ملاحظه
است: زير به صورت چندجمله اي ها حسب بر c = (a, b) ∈ R واژه کد منحصربه فرد

c(x) = (a٠ + a١x+ · · ·+ aps−١x
ps−١, b٠ + b١x+ · · ·+ bps−١x

ps−١) = (a(x), b(x)) ∈ R.

تعريف بالا در که ”.” اسکالر ضرب صورت اين در ;x]R٢باشد. Θ] در عنصري r(x) و R در عنصري (f(x), g(x)) کنيم فرض حال
بود: خواهد زير به صورت شد،

. : R٢[x; Θ]×R −→ R,
r(x).(f(x), g(x)) = (µ(r(x))f(x), r(x)g(x)),

آن در که

µ(r(x)) = µ(

ps−١∑
j=٠

rjx
j) =

ps−١∑
j=٠

µ(rj)x
j,

.rj ∈ R٢ و

با است. يکريخت جمعي گروه به عنوان Fpm × Fpm با R٢ به علاوه، است. R٢ از زير حلقه اي Fpm ميدان که باشيد داشته توجه
داريم: را زير لم فوق، مطالب به توجه

باشد. R از چپ زيرمدول -R٢[x; Θ] يک C اگر تنها و اگر است FpmR٢-جمعي اريب دوري کد يک C .۱۰ . ۲ لم

مي کنيم: تعريف زير به صورت را φ گري نگاشت

φ : Rps

٢ −→ F٢ps
pm ,

φ(x+ uy) = (y, x+ y),

با ψ : FpmR٢ −→ F٣
pm نگاشت .r = a + ub ∈ R٢, d ∈ Fpm کنيم فرض همچنين اند. Fps

pm در عناصري y و x که
مي دهيم: توسيع زير به صورت را ψ(d, r) = (d, φ(r)) = (d, b, a+ b) ضابطه

ψ : Fps

pmR
ps

٢ −→ F٣ps
pm ,

ψ(d٠, d١, ..., dps−١, r٠, r١, ..., rps−١) = (d٠, d١, ..., dps−١, φ((r٠, r١, ..., rps−١))),

است. Rps

٢ از عنصري (r٠, r١, ..., rps−١) و Fps

pm از عنصري (d٠, d١, ..., dps−١) آن در که

Fpm روي ٣ps طول از اريب دوري کد C = ψ(C) آنگاه باشد، ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کد يک C اگر حال
بود. خواهد

باشد. R١ چپ ايدآل يک C اگر تنها و اگر است Fpm روي ps طول از اريب دوري کد يک C [۵] .۱۱ . ۲ لم

مي کنيم. مشخص را Fpm روي ps طول از اريب دوري کدهاي جبري ساختار بعدي، گزاره در

تکين عامل يک a(x) آن در که است R١
(
a(x)

)
به صورت آن چپ ايدآل هاي ساختار و است چپ اصلي ايدآل حلقه ي R١ .۱۲ . ۲ گزاره

است. xps − ١ از
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اين در است. ⟨xps − ١⟩ شامل Fpm [x; Θ] چپ ايدآل I آن در که باشد R١ حلقه ي چپ ايدآل I

⟨xps − ١⟩
کنيم فرض اثبات.

دهيم قرار است کافي .f(x) | xps − ١ و I = Fpm [x; Θ]f(x) به طوري که دارد وجود f(x) ∈ Fpm [x; Θ] صورت
.a(x) = f(x) + ⟨xps − ١⟩

uFpm و p برابر حلقه اين مشخصه ي همچنين است. ٢ پوچي درجه با متناهي زنجيري حلقه ي R٢يک = Fpm +uFpm حلقه ي
اند. R٢ چپ ايدآل هاي ،R٢ روي ps طول از اريب دوري کدهاي است. آن ماکسيمال ايدآل تنها

مي کنيم: تعريف زير به صورت را C از يافته کاهش کد صورت اين در باشد. R٢ روي ps طول از اريب دوري کد يک C کنيم فرض

Res(C) = {a ∈ R١ : ∃ b ∈ R١ s.t a+ ub ∈ C},

I اگر است. xps − ١ از تکين عامل يک a١(x) آن در که Res(C) = R١
(
a١(x)

)
،۱۲ . ۲ گزاره بر بنا است. R١ چپ ايدآل که

.µ(I) = Res(I) آنگاه باشد، R٢ چپ ايدآل يک

منحصربه فرد نمايش داراي ،R٢ در f(x) دلخواه چندجمله اي هر که داد نشان مي توان [۵] مشابه روندي با .۱۳ . ۲ ملاحظه

f(x) =

ps−١∑
j=٠

a٠j(x− ١)j + u

ps−١∑
j=٠

a١j(x− ١)j,

اند. Fpm در عناصري a١j, a٠j آن در که است

اصلي نتايج ۳

FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي ۱ . ۳
کدها از دسته اين مولدهاي مجموعه و مي کنيم مطالعه را ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي جبري ساختار زير بخش، اين در

مي کنيم. مشخص R چپ زيرمدول هاي -R٢[x; Θ] عنوان به را

نگاشت باشد. ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کد يک C کنيم فرض

ϕ : C −→ R٢,

ϕ(a(x), b(x)) = b(x),

بود. خواهد C از زيرمدولي Ker(ϕ) همچنين و R٢ از زيرمدولي Im(ϕ) صورت اين در است. ;x]R٢-مدولي Θ] همريختي يک
است. R٢ چپ ايدآل يک Im(ϕ) به علاوه،

مي کنيم. مشخص را ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي مولد زير، قضيه در

مي شوند: دسته بندي زير صورت به ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي .۱ . ۳ قضيه

.C = R و C = ٠ بديهي کدهاي اول: دسته
.٠ ≤ deg(a(x)) ≤ ps − ١ و است (x− ١)ps از تکين عامل يک a(x) آن در که C = R٢

(
(a(x), ٠)

)
دوم: دسته

ps−١ حداکثر درجه از (x−١)ps از تکين عامل يک a١(x) آن در Cکه = R٢
(
(g١(x), a١(x)+ug(x))

)
سوم: دسته

است. يکتا شرايط اين با g(x) به علاوه، .deg(g(x)) < deg(a١(x)) که اند R١ در عناصري g(x) و g١(x) است،
است ps − ١ حداکثر درجه از (x− ١)ps از تکين عامل يک a٢(x) آن در که C = R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
چهارم: دسته

است. R١ در عنصري g٢(x) و
از تکين عامل هاي a١(x) و a(x) آن در که C = R٢

(
(a(x), ٠)

)
+ R٢

(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
پنجم: دسته
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.deg(g١(x)) < deg(a(x)) که هستند R١ در عناصري g(x) و g١(x) به علاوه، اند. ps − ١ حداکثر درجه از (x− ١)ps

(x− ١)ps از تکين عامل هاي a٢(x) و a(x) آن در که C = R٢
(
(a(x), ٠)

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
ششم: دسته

.deg(g٢(x)) < deg(a(x)) که است R١ در عنصري g٢(x) به علاوه، اند. ps − ١ حداکثر درجه از
عامل هاي a٢(x) و a١(x) آن در که C = R٢

(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
هفتم: دسته

در عناصري g٢(x) و g(x) ،g١(x) همچنين ،a٢(x) |r a١(x) که گونه اي اند به ps − ١ حداکثر درجه از (x− ١)ps از تکين
است. يکتا شرايط اين با g(x) به علاوه، اند. R١

a(x) آن در Cکه = R٢
(
(a(x), ٠)

)
+R٢

(
(g١(x), a١(x)+ug(x))

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
هشتم: دسته

g(x) و g١(x) همچنين ،a٢(x) |r a١(x) و اند ps − ١ حداکثر درجه از (x− ١)ps از تکين عامل هاي a٢(x) و a١(x) و
اين با g(x) به علاوه، .deg(g٢(x)) < deg(a(x)) و deg(g١(x)) < deg(a(x)) که اند R١ در عناصري g٢(x) و

است. يکتا شرايط

R٢[x; Θ] از I چپ ايدآل مي کنيم. مشخص Iرا ساختار ابتدا R٢است. چپ ايدآل Iيک = Im(ϕ) شد گفته بالا در آنچه طبق اثبات.
رو اين از است، پوشا µ : R٢[x; Θ] −→ Fpm [x; Θ] چون . I = I

⟨(x−١)ps ⟩ به طوري که است موجود ⟨(x − ١)ps⟩ شامل
.µ(I) = Fpm [x; Θ]µ(g(x)) به طوري که دارد وجود R٢[x; Θ] در g چندجمله اي پس است. Fpm [x; Θ] چپ ايدآل µ(I)
در باشد. I از دلخواهي عنصر f١ کنيد فرض .µ(f) = µ(g) که دارد وجود f ∈ I لذا است، پوشا نيز µ|I : I −→ µ(I) چون

به طوري که دارد وجود R٢[x; Θ] در h چندجمله اي بنابراين .µ(f١) ∈ µ(I) = Fpm [x; Θ]µ(f) صورت اين

µ(f١) = µ(h)µ(f) = µ(hf).

داريم ،r = f١ − hf ∈ I ∩ uR٢[x; Θ] آنجايي که از .f١ = hf + r که دارد وجود r ∈ uR٢[x; Θ] رو اين از
از .I = R٢[x; Θ]f + (I ∩ uR٢[x; Θ]) مي کند ايجاب اين و f١ = hf + r ∈ R٢[x; Θ]f + (I ∩ uR٢[x; Θ])

پس .⟨(x− ١)ps⟩ ⊆ I طرفي

I =
I

⟨(x− ١)ps⟩
=
R٢[x; Θ]f + ⟨(x− ١)ps⟩

⟨(x− ١)ps⟩
+
( I

⟨(x− ١)ps⟩
∩ uR٢[x; Θ] + ⟨(x− ١)ps⟩

⟨(x− ١)ps⟩
)

= R٢f + (uR٢ ∩ I).

نتيجه در است. xps − ١ از تکين عامل يک a١(x) آن در که R١
(
µ(f)

)
= µ(I) = R١

(
a١(x)

)
،۱۲ . ۲ گزاره از استفاده با

است. xps − ١ از عامل يک µ(f) رو اين از .a١(x) = k(x)µ(f) به طوري که است موجود R١ حلقه ي در k(x) چندجمله اي
کرد: فرض مي توان کليت از کاستن بدون

f(x) = a١(x) + ug(x),

بنابراين .g(x) ∈ R١ آن در که
R٢f = R٢

(
a١(x) + ug(x)

)
.

به طوري که دارد وجود a٢(x) مانند (x− ١)ps از تکين عامل يک ،۱۲ . ۲ گزاره از استفاده با
µ((I :R٢ u)) = Res((I :R٢ u)) = R١

(
a٢(x)

)
,

و
uR٢ ∩ I = u(I :R٢ u) = uµ−١(µ((I :R٢ u))) = uµ−١(R١

(
a٢(x)

)
).

ديگر به عبارت .uµ−١(R١
(
a٢(x)

)
) = R٢

(
ua٢(x)

)
بنابراين .uR١ = uR٢ همچنين

I = R٢
(
a١(x) + ug(x)

)
+R٢

(
ua٢(x)

)
.

داريم: تقسيم الگوريتم از استفاده با زيرا ،deg(g(x)) < deg(a٢(x)) کرد فرض مي توان

g(x) = h١(x)a٢(x) + h٢(x),

لذا .deg(h٢(x)) < deg(a٢(x)) آن در که

a١(x) + uh٢(x) = a١(x) + ug(x)− uh١(x)a٢(x) ∈ I.
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،deg(g(x)) < deg(a٢(x)) شرط با g(x) کنيم مي ادعا .I = R٢
(
a١(x) + uh٢(x)

)
+R٢

(
ua٢(x)

)
رو اين از

به طوري که باشد deg(g′(x)) < deg(a٢(x)) شرط با چندجمله اي يک g′(x) کنيم فرض است. منحصربه  فرد

I = R٢
(
a١(x) + ug′(x)

)
+R٢

(
ua٢(x)

)
.

صورت اين در
u(g(x)− g′(x)) ∈ I.

مي دهد نتيجه اين

g(x)− g′(x) = µ(g(x)− g′(x)) ∈ µ((I :R٢ u)) = R١
(
a٢(x)

)
.

فرض با اين که ،deg(g(x)− g′(x)) ≥ deg(a٢(x)) آنگاه ،g(x) ̸= g′(x) اگر

deg(g(x)− g′(x)) < deg(a٢(x))

همچنين .g(x) = g′(x) نتيجه در است. تناقض در

a١(x) ∈ Res(I) ⊆ Res((I :R٢ u)) = R١
(
a٢(x)

)
.

است: زير شکل به R٢ از I چپ ايدآل پس .a٢(x) |r a١(x) آنگاه ،a٢(x) ̸= ٠ اگر رو اين از

I = R٢
(
a١(x) + ug(x)

)
+R٢

(
ua٢(x)

)
,

مي کند ايجاب a٢(x) ̸= ٠ اين، بر علاوه است. يکتا شرايط اين با g(x) و deg(g(x)) < deg(a٢(x)) آن در که
داريم: طرفي از .a٢(x) |r a١(x)

Ker(ϕ) = {(ν(x), ٠) ∈ C : ν(x) ∈ R١}.

مي کنيم: تعريف زير صورت به را J مجموعه

J = {ν(x) ∈ R١ : (ν(x), ٠) ∈ Ker(ϕ)}.

است. (x− ١)ps از تکين عامل يک a(x) آن در که J = R١
(
a(x)

)
،۱۲ . ۲ گزاره به بنا نتيجه در است. R١ از چپ ايدآل يک J

چندجمله اي رو اين از .c١(x) ∈ J = R١
(
a(x)

)
صورت اين در باشد. Ker(ϕ) از دلخواهي عنصر (c١(x), ٠) کنيم فرض

نتيجه در .c١(x) = k(x)a(x) به طوري که دارد وجود R١ در k(x)

(c١(x), ٠) = k(x)(a(x), ٠).

داريم: يکريختي ها اول قضيه از استفاده با مي شود. توليد (a(x), ٠) عنصر توسط که است C از چپ زيرمدول يک Ker(ϕ) پس

C

Ker(ϕ)
∼= Im(ϕ) = R٢

(
a١(x) + ug(x)

)
+R٢

(
ua٢(x)

)
.

به طوري که موجودند C در (g٢(x), ua٢(x)) و (g١(x), a١(x) + ug(x)) عناصر

ϕ((g١(x), a١(x) + ug(x)) = a١(x) + ug(x),

و
ϕ((g٢(x), ua٢(x))) = ua٢(x).

بنابراين

ϕ(R٢
(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
)

= ϕ(R٢
(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
) + ϕ(R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
)

= R٢
(
a١(x) + ug(x)

)
+R٢

(
ua٢(x)

)
,
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مي شود: توليد زير عنصر سه توسط ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کد هر رو اين از

(a(x), ٠), (g١(x), a١(x) + ug(x)), (g٢(x), ua٢(x)).

واقع در

C = R٢
(
(a(x), ٠)

)
+R٢

(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
.

.deg(g٢(x)) < deg(a(x)) و deg(g١(x)) < deg(a(x)) کرد فرض مي توان شد، گفته g(x) براي بالا در آنچه مشابه
مجزا دسته ي هشت به مي توان را C کد ،g(x) و gi(x) و ai(x) و a(x) چندجمله اي هاي براي مختلف حالت هاي گرفتن نظر در با

کرد: تقسيم بندي
داريم: را زير حالت دو اول: دسته

.C = R و g١(x) = g(x) = g٢(x) = ٠ آنگاه ،deg(a(x)) = deg(a١(x)) = deg(a٢(x)) = ٠ اگر اول: حالت
آنگاه ،g١(x) = g(x) = g٢(x) = ٠ و deg(a(x)) = deg(a١(x)) = deg(a٢(x)) = ps اگر دوم: حالت

.C = ٠ و a(x) = a١(x) = a٢(x) = (x− ١)ps

،g١(x) = g(x) = g٢(x) = ٠ و deg(a١(x)) = deg(a٢(x)) = ps ،٠ ≤ deg(a(x)) ≤ ps − ١ اگر دوم: دسته
.C = R٢

(
(a(x), ٠)

)
و a١(x) = a٢(x) = (x− ١)ps آنگاه

آنگاه ،g٢(x) = ٠ و ٠ ≤ deg(a١(x)) ≤ ps − ١ ،deg(a(x)) = deg(a٢(x)) = ps اگر سوم: دسته
.C = R٢

(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
و a(x) = a٢(x) = (x− ١)ps

آنگاه ،g١(x) = g(x) = ٠ و ٠ ≤ deg(a٢(x)) ≤ ps − ١ ،deg(a(x)) = deg(a١(x)) = ps اگر چهارم: دسته
.C = R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
همچنين و ٠ ≤ deg(a١(x)) ≤ ps − ١ ،deg(a٢(x)) = ps ،٠ ≤ deg(a(x)) ≤ ps − ١ اگر پنجم: دسته

.C = R٢
(
(a(x), ٠)

)
+R٢

(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
آنگاه ،g٢(x) = ٠

همچنين و ٠ ≤ deg(a٢(x)) ≤ ps − ١ ،deg(a١(x)) = ps ،٠ ≤ deg(a(x)) ≤ ps − ١ اگر ششم: دسته
.C = R٢

(
(a(x), ٠)

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
آنگاه ،g١(x) = g(x) = ٠

آنگاه ،٠ ≤ deg(a١(x)) ≤ ps − ١ و deg(a(x)) = ps اگر هفتم: دسته

C = R٢
(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
.

آنگاه ،٠ ≤ deg(a١(x)) ≤ ps − ١ و ٠ ≤ deg(a(x)) ≤ ps − ١ اگر هشتم: دسته

C = R٢
(
(a(x), ٠)

)
+R٢

(
(g١(x), a١(x) + ug(x))

)
+R٢

(
(g٢(x), ua٢(x))

)
.

هماني نگاشت به عنوان Θ گرفتن نظر در با را ٢ps طول از FpmR٢-جمعي دوري کدهاي ساختار مي توان قبل، قضيه به توجه با
کرد: مشخص زير به صورت

زيرند: به صورت ٢ps طول از FpmR٢-جمعي دوري کدهاي .۲ . ۳ نتيجه

.C = R و C = ٠ بديهي کدهاي اول: دسته
است. ٠ ≤ ν ≤ ps − ١ آن در که C = R٢

(
((x− ١)ν , ٠)

)
دوم: دسته

٠ ≤ i ≤ ps−١ و R١است در عنصري g١(x) آن در Cکه = R٢
(
(g١(x), (x−١)i+uh(x)(x−١)t)

)
سوم: دسته

آن در که دارد h(x) =
i−t−١∑
j=٠

hj(x− ١)j به صورت منحصربه فرد نمايشي و است يکه يا صفر يا h(x) به علاوه، .٠ ≤ t < i و

.h٠ ̸= ٠ و hj ∈ Fpm

.٠ ≤ ω ≤ ps − ١ و است R١ در عنصري g٢(x) آن در که C = R٢
(
(g٢(x), u(x− ١)ω)

)
چهارم: دسته

،٠ ≤ ν ≤ ps−١ آن در Cکه = R٢
(
((x−١)ν , ٠)

)
+R٢

(
(g١(x), (x−١)i+uh(x)(x−١)t)

)
پنجم: دسته
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در چندجمله اي مشابه h(x) و deg(g١(x)) < ν به علاوه، است. R١ در عنصري g١(x) و ٠ ≤ t < i ،٠ ≤ i ≤ ps − ١
است. سوم دسته بندي

g٢(x) و ٠ ≤ ν ≤ ps − ١ آن در که C = R٢
(
((x − ١)ν , ٠)

)
+ R٢

(
(g٢(x), u(x − ١)ω)

)
ششم: دسته

.٠ ≤ ω ≤ ps − ١ به علاوه، .deg(g٢(x)) < ν و است R١ در عنصري
آن در که C = R٢

(
(g١(x), (x − ١)i + uh(x)(x − ١)t)

)
+ R٢

(
(g٢(x), u(x − ١)ω)

)
هفتم: دسته

.deg(h(x)) < ω − t که است سوم دسته بندي در چندجمله اي مشابه h(x) و ٠ ≤ t < ω ≤ i ،٠ ≤ i ≤ ps − ١
است. کمتر اکيداً ν از آنها درجه که اند R١ در عناصري g٢(x) و g١(x) به علاوه،

C = R٢
(
((x−١)ν , ٠)

)
+R٢

(
(g١(x), (x−١)i+uh(x)(x−١)t)

)
+R٢

(
(g٢(x), u(x−١)ω)

)
هشتم: دسته

است سوم دسته بندي در چندجمله اي مشابه h(x) و ٠ ≤ t < ω ≤ i و ٠ ≤ i ≤ ps − ١ ،٠ ≤ ν ≤ ps − ١ آن در که
است. کمتر اکيداً ν از آنها درجه که اند R١ در عناصري g٢(x) و g١(x) به علاوه، .deg(h(x)) < ω − t که

ها مثال ۲ . ۳
مي دهيم. ارائه را ٢ps طول از بهينه FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي از مثال چند زير بخش، اين در

که است واضح .α ∈ F١۶ آن در که θ(α) = α٢ فروبنيوس نگاشت θ و R٢ = (F١۶+uF١۶)[x;Θ]
⟨x۴−١⟩ کنيم فرض .۳ . ۳ مثال

و F١۶ = {٠, δ, · · · , δ١۴, δ١۵ = ١} يعني باشد، F١۶ در واحد اوليه ي پانزدهم ريشه ي δ کنيم فرض همچنين .o(θ) = ۴
باشد ψ(d٠, d١, d٢, d٣, r٠, r١, r٢, r٣) = (d٠, d١, d٢, d٣, φ(r٠, r١, r٢, r٣)) ضابطه با ψ : F۴

١۶R
۴
٢ −→ F١٢

١۶ نگاشت
و ri = ai + ubi ∈ R٢ و di ∈ Fpm آن در که

φ : R۴
٢ −→ F٨

pm ,

φ(a٠ + ub٠, a١ + ub١, a٢ + ub٢, a٣ + ub٣) = (b٠, a٠ + b٠, b١, a١ + b١, b٢, a٢ + b٢, b٣, a٣ + b٣).

مي گيريم: نظر در را زير مدول هاي

.C = R٢
(
(δ + (x− ١), (x− ٢(١ + uδ(x− ١))

)
= R٢

(
((١+ δ) + x, (١+ uδ) + uδx+ x٢)

)
(۱)

زيرند: مولد ماتريس هاي داراي ترتيب به ψ(C) و C صورت اين در
١+ δ ١ ٠ ٠ ١+ uδ uδ ١ ٠

٠ (١+ δ)٢ ١ ٠ ٠ ١+ uδ٢ uδ٢ ١

١+ δ ١ δ ١ uδ uδ u(١+ δ) u(١+ δ)

 ,
و

١+ δ ١ ٠ ٠ δ ١+ δ δ δ ٠ ١ ٠ ٠

٠ (١+ δ)٢ ١ ٠ ٠ ٠ δ٢ ١+ δ٢ δ٢ δ٢ ٠ ١

١+ δ ١ δ ١ δ δ δ δ δ + ١ δ + ١ δ + ١ δ + ١

٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١


.

است. F١۶ روي [١٢, ۵, ۴] پارامتر هاي با بهينه کد يک ψ(C) لذا
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.C = R٢
(
(δ, (x− ٢(١ + uδ)

)
= R٢

(
(δ, (١+ uδ) + x٢)

)
(۲)

زيرند: مولد ماتريس هاي داراي ترتيب به ψ(C) و C صورت اين در

δ ٠ ٠ ٠ ١+ uδ ٠ ١ ٠

٠ δ٢ ٠ ٠ ٠ ١+ uδ٢ ٠ ١

δ ٠ ١+ δ ٠ uδ ٠ u(١+ δ) ٠

٠ δ٢ ٠ (١+ δ)٢ ٠ uδ٢ ٠ u(١+ δ)٢


,

و



δ ٠ ٠ ٠ δ ١+ δ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠

٠ δ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ δ٢ ١+ δ٢ ٠ ٠ ٠ ١

δ ٠ ١+ δ ٠ δ δ ٠ ٠ ١+ δ ١+ δ ٠ ٠

٠ δ٢ ٠ (١+ δ)٢ ٠ ٠ δ٢ δ٢ ٠ ٠ (١+ δ)٢ (١+ δ)٢

٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١



.

است. F١۶ روي [١٢, ۶, ۴] پارامتر هاي با بهينه کد يک ψ(C) بنابراين

.o(θ) = ٣ صورت اين در .θ(α) = α٣ ضابطه با فروبنيوس نگاشت θ و R٢ = (F٢٧+uF٢٧)[x;Θ]
⟨x١−٣⟩ کنيم فرض .۴ . ۳ مثال

نگاشت و F٢٧ = {٠, δ, · · · , δ٢۵, δ٢۶ = ١} يعني باشد، F٢٧ در واحد اوليه ي ششم و بيست ريشه ي δ کنيم فرض همچنين
و di ∈ Fpm آن در که باشد ψ(d٠, d١, d٢, r٠, r١, r٢) = (d٠, d١, d٢, φ(r٠, r١, r٢)) ضابطه با ψ : F٣

٢٧R
٣
٢ −→ F٩

٢٧
و ri = ai + ubi ∈ R٢

φ : R٣
٢ −→ F۶

pm ,

φ(a٠ + ub٠, a١ + ub١, a٢ + ub٢) = (b٠, a٠ + b٠, b١, a١ + b١, b٢, a٢ + b٢).

نظر در را زير مدول هاي است. F٢٧[x; Θ] در (x− ٣(١ از تجزيه يک (x− ٣(١ = (x− δ٢)(x− δ١٨)(x− δ۶) به علاوه،
مي گيريم:

.C = R٢
(
(١, (x− δ٢) + u)

)
= R٢

(
(١, (٢δ٢ + u) + x)

)
(۱)

زيرند: مولد ماتريس داراي ترتيب به ψ(C) و C
١ ٠ ٠ ٢δ٢ + u ١ ٠

٠ ١ ٠ ٠ ١)٢+ δ + δ٢) + u ١

١− δ − δ٢ ١− δ + δ٢ ١ u(١− δ − δ٢) u(١− δ + δ٢) u

 ,
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و



١ ٠ ٠ ١ ١+ ٢δ٢ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٢(δ + δ٢) ٠ ١

١− δ − δ٢ ١− δ + δ٢ ١ ١− δ − δ٢ ١− δ − δ٢ ١− δ + δ٢ ١− δ + δ٢ ١ ١

٠ ٠ ٠ ٢δ٢ ٢δ٢ ١ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١)٢+ δ + δ٢) ١)٢+ δ + δ٢) ١ ١


.

است. F٢٧ روي [٩, ۵, ۴] پارامتر هاي با بهينه کد يک ψ(C) لذا

.C = R٢
(
(١, (x− δ۶) + u)

)
= R٢

(
(١, (٢δ۶ + u) + x)

)
(۲)

زيرند: مولد ماتريس هاي داراي ترتيب به ψ(C) و C صورت اين در


١ ٠ ٠ (٢− δ − δ٢) + u ١ ٠

٠ ١ ٠ ٠ ١)٢− δ + δ٢) + u ١

١+ δ − δ٢ δ٢ ١ u(١+ δ − δ٢) uδ٢ u

 ,
و



١ ٠ ٠ ١ −δ − δ٢ ٠ ١ ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ δ − δ٢ ٠ ١

١+ δ − δ٢ δ٢ ١ ١+ δ − δ٢ ١+ δ − δ٢ δ٢ δ٢ ١ ١

٠ ٠ ٠ ٢− δ − δ٢ ٢− δ − δ٢ ١ ١ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١)٢− δ + δ٢) ١)٢− δ + δ٢) ١ ١


.

است. F٢٧ روي [٩, ۵, ۴] پارامتر هاي با بهينه کد يک ψ(C) بنابراين

گيري نتيجه ۴
ضابطه ي با را Θ ∈ Aut(R٢) خودريختي باشد. θ ∈ Aut(Fpm) و زنجيري حلقه ي R٢ = Fpm + uFpm کنيم فرض
زير مجموعه ي .R٢ = R٢[x;Θ]

⟨xps−١⟩ و R١ =
Fpm [x;Θ]

⟨xps−١⟩ کنيم فرض همچنين مي کنيم. تعريف Θ(a + ub) = θ(a) + uθ(b)

از چپ زيرمدول -R٢[x; Θ] يک C هرگاه نامند، ٢ps طول با FpmR٢-جمعي اريب دوري -Θ کد يک را C ⊆ R١ × R٢
برحسب را کدها اين کرديم. مشخص را آنها مولدهاي و بررسي را کدها از دسته اين جبري ساختار مقاله، اين در باشد. R١ × R٢
اين از خاص حالت به عنوان ٢ps طول از FpmR٢-جمعي دوري کدهاي همچنين کرديم. تقسيم مجزا دسته ي ٨ به آنها مولد چندجمله اي
بررسي و ٢ps طول از FpmR٢-جمعي اريب دوري کدهاي دوگان کردن مشخص با مي توان را مطالعات اين به دست مي  آيند. کدها از دسته
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داد. ادامه نوع اين از دوگان خود کدهاي

قدرداني و تشکر

مقاله بهبود راستاي در ارزشمندي نظرات و کرده قبول را مقاله داوري زحمت که محترم داوران از همچنين و مجله سردبير از مقاله نويسندگان
مي کنند. قدرداني دادند پيشنهاد

منابع فهرست
[1] Abualrub T., Siap I. and Aydin N.,Z٢Z۴-Additive cyclic code, IEEE. Trans. Inf. Theory., 60(3) (2014),

1508-1514.

[2] Aydogdu I., Abualrub T., Siap I. and Aydin N., On Z٢Z٢[u]-additive codes, Int. J. Comput. Math.,
92(9) (2015), 1806-1814.

[3] Borges J., Fernandez Cordoba C. and Ten Valls R., Linear and cyclic codes over direct product of
chain rings, Math. Meth. Appl. Sci., (2017), 6519-6529.

[4] Boucher D., GeiselmannW. and Ulmer F., Skew-cyclic codes, Appl. Algebra Eng. Commun. Comput.,
18 (2007), 379-389.

[5] Dinh H.Q., Constacyclic codes of length ps over Fpm + uFpm , J. Algebra., 324 (2010), 940-950.

[6] Jitman S., Ling S. and Udomkavanich P., Skew constacyclic codes over finite chain ring, Adv. Math.
Commun., 6 (2012), 39-63.

[7] Mahmoudi S. and Samei K., SR-Additive codes, Bull. Korean Math. Soc., 56 (2019), 1235-1255.

[8] Mahmoodi H.R. and Sobhani R., On some constacyclic codes over the ring Fq [u]

⟨u۴⟩ , Discrete Math.,
(2014), 3106-3122.

[9] McDonald B.R., Finite rings with identity, Marcel Dekker, New York, 1974.



۶۳۸-۶۲۶ صفحه ،۴ شماره ،۱۱ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و باقري سعيد ۶۳۸

Fpm(Fpm + uFpm)-Additive skew cyclic codes of length 2ps

Saeid Bagheri1, Roghayeh Mohammadi Hesari1, Hamed Rezaei1, Rashid Rezaei1, Karim Samei2 †,

(1) Department of Mathematics, Faculty of Mathematical Sciences and Statistics, Malayer University,
Malayer, Iran

(2) Department of Mathematics, Faculty of Basic Science, Bu-Ali Sina University, Hamedan, Iran

Communicated by: M. Namdari

Received: 2021/2/19 Accepted: 2021/10/20

Abstract: Let p be a prime number and R2 be the ring Fpm + uFpm , where u2 = 0. In this paper, we
study the algebraic structure of FpmR2-additive skew cyclic codes of length 2ps and we determine a set of
generator polynomials for this family of codes. These codes will be classified into eight distinct types of
submodules. Finally, using a Gray map, we present some examples of FpmR2-additive skew cyclic codes
of length 2ps.
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