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در نافشردگي اندازه از استفاده با کسري انتگرالي معادله براي جواب وجود بررسي
باناخ فضاي
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قرار بررسي مورد باناخ فضاي در کسري غير خطي انتگرالي معادلات از دسته اي براي جواب وجود مقاله، اين در چکيده:
نشان به منظور همچنين، مي باشند. پترشن ثابت نقطه قضيه و نا فشردگي اندازه تکنيک نياز، مورد اصلي ابزارهاي مي گيرد.

است. شده ارائه مثال چند نتايج ، بودن کاربردي دادن

پترشن. ثابت نقطه قضيه نا فشردگي، اندازه جواب، وجود کسري، انتگرالي معادلات کليدي: واژه هاي

47H09; 47H10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
در فراواني کاربردهاي همچنين و دارند واقعي جهان مسائل از بسياري تشريح و بيان در اساسي و مهم بسيار نقش کسري، انتگرالي معادلات
ثابت نقطه قضاياي .[۴–۱] دارند حوزه ها ساير و بيولوژي الکترومغناطيس، فيزيک، مسايل کاربردي، رياضيات مهندسي، علوم مختلف حوزه هاي
به کارگيري براي هايي تلاش اخيرا دارند. ديفرانسيل و انتگرال معادلات جمله از معادلات، انواع حل در زيادي کاربردهاي نافشردگي اندازه و
وجود همچنين .[۸–۵] است شده گرفته صورت غير خطي انتگرالي معادلات جواب وجود اثبات براي ثابت، نقطه قضاياي و نافشردگي اندازه
شده بررسي محققين از تعدادي توسط مي شوند، ظاهر کاربردي مسايل از بسياري در که ليوويل ريمان- کسري انتگرالي معادلات براي جواب

.[۱۴–۹] است

انتگرال باشد. حقيقي عدد يک α > ٠ کنيم فرض همچنين و x ∈ L١(a, b), ٠ ≤ a < b < ∞ کنيم فرض [۳] .۱ . ۱ تعريف
به صورت α مرتبه از ليوويل – ريمان کسري

Iαx(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠

x(s)

(t− s)١−α
ds, t ∈ (a, b),
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است. گاما تابع ،Γ آن در که مي شود. تعريف
اثبات و ارائه زير کسري غير خطي انتگرالي معادله براي جديد، وجودي قضيه يک پترشن ثابت نقطه قضيه از استفاده با مقاله، اين در

مي شود.

T (x)(t) = x(t) = f(t) + q

(
t, g(t, x(α(t))),

١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds

)
, (۱ . ۱)

.٠ < υ ≤ ١, t ∈ Ia = [٠, a] و مي كنند صدق مي شود، بيان ادامه در كه معيني شرايط در q و k ،g ،f توابع و مجهول x آن در كه
در تکيني ها بندي دسته براي است. پيوسته تابع يک انتگرال هسته و است تکيني گونه هر بدون (۱ . ۱) انتگرال معادله آنگاه υ = ١ اگر
نقطه قضيه و نافشردگي اندازه فوق، انتگرالي معادله براي جواب وجود اثبات براي اصلي ابزارهاي ديده شود. [۱۵] مرجع انتگرالي، معادلات
بررسي به منظور پترشن ثابت نقطه قضيه از استفاده اصلي ايده است. [۱۷] داربو ثابت نقطه قضيه از کلي تر حالتي که است [۱۶] پترشن ثابت
محققين نيز، اخيرا که است شده آورده [۱۸] در عزتي و کاظمي توسط ،۲۰۱۶ سال در بار اولين براي ، انتگرالي معادلات براي جواب وجود
قضيه از عموما قبلي کار هاي تمامي در اما . [۲۱–۱۹] کرده اند استفاده پترشن قضيه از انتگرالي معادلات جواب وجود بررسي براي ديگري
با استفاده انتگرالي معادلات از دسته اي جواب وجود براي گسترده اي هاي تلاش محققين از تعدادي به  طوري که مي شد استفاده داربو ثابت نقطه
قضيه از مي شود، ذکر که به دلايلي اينجا در شود. ديده [۱۴–۵] مراجع مثال به عنوان داده اند، انجام داربو قضيه و نافشردگي اندازه ساختار از
معادله، جواب وجود براي که شرايطي اولا است: زير به شرح شده ، انجام کار برتري و اصلي دلايل است. شده استفاده داربو قضيه جاي پترشن
اين مهم تر، و دوم دليل است. شده آورده مقالات ساير در که است شرايطي به نسبت کم تري و ضعيف تر شرايط شده، بيان اصلي قضيه در
کران داري شرط دل در چرا که ندارند، مهمي نقش است، شده آورده مقالات اکثر در که ،(۲ . ۳) و (۳ . ۳) نتايج در شبه خطي” ” شرط که است
زير به شرح مقاله اين مطالب شود. ديده شده اند، آورده υ = ١ حالت در که [۲۳ ،۲۲] مراجع مثال عنوان به دارد. وجود قضيه۳ . ۱ از (N۳)
در است. شده ارائه نياز، مورد ثابت نقطه قضاياي همچنين و نافشردگي اندازه به مربوط اوليه تعاريف و مفاهيم ، ۲ بخش در است: شده تنظيم
حاصل اصلي قضيه از که نتيجه دو همچنين بخش اين در مي شود. اثبات و بيان (۱ . ۱ ) انتگرالي معادله براي جديد، وجودي قضيه يک ۳ بخش
بيان مختصر به طور مقاله اين از حاصل نتايج پاياني، بخش در است. شده داده اختصاص مثال ها به ۴ بخش مي شود. اثبات و بيان است، شده

مي گردد.

نافشردگي اندازه ۲
B̄r = {x ∈ E :∥ x ∥≤ r} کنيم فرض به علاوه، باشد. K ∈ {R,C} ميدان در باناخ فضاي يک E فرض مي کنيم اينجا، در

باشد. r > ٠ شعاع و ٠ مرکز به اي کره مرز ∂B̄r = {x ∈ E :∥ x ∥= r} و بسته گوي
دارند، فراواني کاربردهاي که نافشردگي اندازه معروف تعريف دو ذيل، در است. شده بيان نافشردگي اندازه براي مختلفي هاي تعريف

است. شده آورده

نافشردگي اندازه يا ) کاراتفسکي نافشردگي اندازه آنگاه باشد. E فضاي از کران دار مجموعه زير يک M کنيم فرض [۲۴] .۱ . ۲ تعريف
مي شود: تعريف زير به صورت مجموعه اي)

α(M) = inf{ε > ٠ : مي شود پوشيده ε از کم تر قطر با مجموعه هاي ، متناهي تعداد به وسيله M }

مي شود: تعريف زير به صورت نيز گوي ها) نافشردگي اندازه (يا هاسدروف نافشردگي اندازه [۲۵] .۲ . ۲ تعريف
µ(M) = inf{ε > ٠ : است. موجود E در M براي متناهي نت - ε يک }

،Bε(E; z١), Bε(E; z٢), ..., Bε(E; zm)گوي هاي که باشد موجود {z١, z٢, ..., zm} ⊂ E يعني متناهي نت - εآن در که
بپوشانند. را M مجموعه

مي کنند. صدق زير رابطه در E در M کران دار مجموعه زير هر براي فوق، ذکر شده نافشردگي هاي اندازه

µ(M) ≤ α(M) ≤ ٢µ(M)

است. نافشردگي اندازه تعريف اولين ، α(M) يعني ،(۱ . ۲) تعريف در تعريف شده نافشردگي اندازه تاريخي، لحاظ از

در اين صورت M,N ⊂ E و λ ∈ R و باناخ فضاي يک E کنيم فرض [۱۶] .۳ . ۲ قضيه

;µ(M ∪N) = max{µ(M), µ(N)} (i)

;µ(M +N) ≤ µ(M) + µ(N) (ii)
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;µ(λM) =| λ | µ(M) (iii)

;M ⊆ N براي µ(M) ≤ µ(N) (iv)

;µ(c̄oM) = µ(M) (v)

باشد. فشرده بستار داراي M اگر فقط و اگر µ(M) = ٠ (vi)

استاندارد نرم با همراه [٠, a] بازه روي پيوسته حقيقي توابع تمام يعني E = C([٠, a],R) باناخ فضاي روي ما تمرکز ادامه، در

∥x∥ = sup{|x(t)| : t ∈ [٠, a]}

شود مي تعريف زير رابطه با u ∈ C[٠, a] تابع براي پيوستگي مدول همچنين، است.

ω(u, σ) = sup{|u(x)− u(y)| : |x− y| ≤ σ}.

. ω(u, σ) → ٠ آنگاه σ → ٠ وقتي ، [٠, a] روي u يکنواخت پيوستگي فرض به توجه با نتيجه در

در M کران دار مجموعه زير هر براي ،(۲ . ۲) نافشردگي اندازه تعريف در اين صورت، .E = C([٠, a],R) کنيم فرض [۲۵] .۴ . ۲ قضيه
با است معادل E

µ(M) = lim
σ→٠

sup
u∈M

ω(u, σ) (۱ . ۲)

-k يک را T دراين صورت، باشد. خودش توي به E باناخ فضاي از پيوسته نگاشت يک T : E → E کنيم فرض [۲۶] .۵ . ۲ تعريف
و باشد کران دار نيز T(A) باشد، کران دار A ⊂ E اگر هر گاه مي نامند مجموعه اي انقباض

µ(TA) ≤ kµ(A), ٠ < k < ١

.
باشيم: داشته µ(A) > ٠ هر ازاي به هرگاه مي نامند چگال را T همچنين

µ(TA) < µ(A)

نيست. برقرار حکم اين عکس کلي، حالت در البته و است چگال تابع يک انقباض، -k هر که است واضح

بود. خواهد اصلي ابزار بعدي، بخش در که مي کنبم بيان را پترشن ثابت نقطه قضيه ادامه، در

نگاشت يک T : B̄r → E اگر باشد. E باناخ فضاي در مرکز حول بسته گوي يک B̄r کنيم فرض .([۲۷ ،۱۶] پترشن (قضيه ۶ . ۲ قضيه
کند صدق زير مرزي شرط در که باشد پيوسته و چگال

.k ≤ ١ آنگاه T (x) = kx باشيم داشته x ∈ ∂Br براي اگر (P)
است. ناتهي B̄r در T ثابت نقاط مجموعه اين صورت، در

وجودي قضيه ۳
مي پردازيم. (۱ . ۱) معادله براي جواب وجود بررسي به  زير، شرايط تحت بخش اين در

و باشد L٢(Ia ×R) به متعلق k(t, ·, ·) ،t ∈ Ia هر براي به طوري که پيوسته، k : Ia × Ia ×R → R تابع کنيم فرض :N۱
پيوسته α, θ : Ia → Ia توابع همچنين و g ∈ C(Ia ×R,R) ، q ∈ C(Ia ×R×R,R) ، x, f ∈ C(Ia,R)

باشند.
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باشيم داشته t ∈ Ia, x, x̄.y.ȳ, u, ū ∈ R هر براي که به طوري  باشند، موجود c١c٣ < ١ و c١, c٢, c٣ نامنفي هاي ثابت :N۲

|q(t, u, y)− q(t, ū, ȳ)| ≤ c١|u− ū|+ c٢|y − ȳ|,
|g(t, x)− q(t, x̄)| ≤ c٣|x− x̄|.

کند. صدق زير مرزي شرط در که به طوري باشد داشته وجود r٠ ≥ ٠ عدد مرزي) (شرط :N۳

sup{|f(t) + q(t, u, y)| : t ∈ Ia,−r٠ ≤ u ≤ r٠, |y| ≤
M١t

ν

Γ(١ + ν)
} ≤ r٠,

آن در که
M١ = sup{|k(t, s, x)| : ∀t, s ∈ Ia, x ∈ [−r٠, r٠]}.

به متعلق x = x(t) جواب يک حداقل ،(۱ . ۱) معادله آنگاه باشند. برقرار (N٣) و (N٢) ، (N١) شرايط کنيم فرض .۱ . ۳ قضيه
دارد. Br٠ ⊂ C(Ia)

توجه با مي کنيم. تعريف (۱ . ۱) رابطه با را T : Br٠ → E عملگر مي کنيم. استفاده است، اصلي ابزار که (۶ . ۲) قضيه از ، اثبات براي اثبات.
T عملگر که مي دهيم نشان حال است. تعريف خوش T لذا و است موجود (۱ . ۱) رابطه انتگرال شده گرفته نظر در k براي که شرايطي به
داريم: t ∈ Ia براي آنگاه، ∥ x− y ∥≤ ε به طوري که x, y ∈ Br٠ و ε > ٠ کنيم فرض اين کار براي است. پيوسته Br٠ گوي در

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| = |q(t, g(t, x(α(t))), ١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)

− q(t, g(t, y(α(t))),
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, y(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)|

≤ |q(t, g(t, x(α(t))), ١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)

− q(t, g(t, y(α(t))),
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)|

+ |q(t, g(t, y(α(t))), ١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)

− q(t, g(t, y(α(t))),
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, y(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)|

≤ c١|g(t, x(α(t)))− g(t, y(α(t)))|

+
c٢

Γ(υ)

∫ t

٠
|k(t, s, x(θ(s)))− k(t, s, y(θ(s)))

(t− s)١−υ
|ds

≤ c١c٣|x(α(t))− y(α(t))|+ c٢t
υ

Γ(١ + υ)
ω(k, ε).

داريم: اخير نامساوي از گرفتن سوپريمم با

sup
t∈Ia

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ c١c٣||x− y||+ c٢t
υ

Γ(١ + υ)
ω(k, ε).

داشت: خواهيم نتيجه در

||Tx− Ty|| ≤ c١c٣ε+
c٢a

υ

Γ(١ + υ)
ω(k, ε).

مي کنيم: تعريف ε > ٠ براي که

ω(k, ε) = sup{|k(t, s, x)− k(t, s, y)| : t, s ∈ Ia, x, y ∈ [−r٠, r٠], ∥x− y∥ ≤ ε}.
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ε → ٠ وقتي پس است يکنواخت پيوسته [٠, a]× [٠, a]× [−r٠, r٠] فشرده بازه زير روي k = k(t, s, x) تابع چون طرفي از
در T عملگر که مي دهيم نشان حال است. پيوسته Br٠ در T عملگر که مي دهد نشان اخير نامساوي لذا، .ω(k, ε) → ٠ داشت خواهيم
مي کنيم. انتخاب ε > ٠ دلخواه ثابت يک منظور، اين براي مي کند. صدق (۱ . ۲) رابطه در شده، تعريف µ اندازه به نسبت بودن، چگال شرط
شود، وارد خللي استدلال کليت به که آن بدون . t١, t٢ ∈ Ia همچنين و باشد E از کرانداري مجموعه زير M و x ∈ M کنيم فرض

داشت: خواهيم در اين صورت . t٢ − t١ ≤ ε و t١ ≤ t٢ که مي کنيم فرض

|(Tx)(t٢)− (Tx)(t١)| ≤ |f(t٢)− f(t١)|

+ |q(t٢, g(t٢, x(α(t٢))),
١

Γ(υ)

∫ t٢

٠

k(t٢, s, x(θ(s))

(t٢ − s)١−υ
ds)

− q(t١, g(t١, x(α(t١))),
١

Γ(υ)

∫ t١

٠

k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ
ds)|

≤ ω(f, ε)

+ |q(t٢, g(t٢, x(α(t٢))),
١

Γ(υ)

∫ t٢

٠

k(t٢, s, x(θ(s))

(t٢ − s)١−υ
ds)

− q(t٢, g(t٢, x(α(t٢))),
١

Γ(υ)

∫ t١

٠

k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ
ds|

+ |q(t٢, g(t٢, x(α(t٢))),
١

Γ(υ)

∫ t١

٠

k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ
ds)

− q(t٢, g(t١, x(α(t١))),
١

Γ(υ)

∫ t١

٠

k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ
ds|

+ |q(t٢, g(t١, x(α(t١))),
١

Γ(υ)

∫ t١

٠

k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ
ds)

− q(t١, g(t١, x(α(t١))),
١

Γ(υ)

∫ t١

٠

k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ
ds)|

≤ c٢

Γ(υ)

∫ t١

٠

∣∣∣∣k(t٢, s, x(θ(s))− k(t١, s, x(θ(s))

(t٢ − s)١−υ

∣∣∣∣ ds
+

c٢

Γ(υ)

∫ t١

٠

∣∣∣∣k(t١, s, x(θ(s))

(t٢ − s)١−υ
− k(t١, s, x(θ(s))

(t١ − s)١−υ

∣∣∣∣ ds
+

c٢

Γ(υ)

∫ t٢

t١

∣∣∣∣k(t٢, s, x(θ(s))

(t٢ − s)١−υ

∣∣∣∣ ds
+ c١|g(t٢, x(α(t٢))− g(t١, x(α(t١))|+ ωq١(Ia, ε).

مي کنيم. استفاده زير شده تعريف نمادهاي از سادگي، براي

ω(f, ε) = sup{|f(t)− f(t̄)| : |t− t̄| ≤ ε, t, t̄ ∈ Ia},
ωk١(Ia, ε) = sup{|k(t, s, x)− k(t̄, s, x)| : |t− t̄| ≤ ε, t, s ∈ Ia, x ∈ [−r٠, r٠]},

ωq١(Ia, ε) = sup{q(t, u, y)− q(t̄, u, y)| : |t− t̄| ≤ ε, t, s ∈ Ia, u ∈ [−r٠, r٠], |y| ≤
M١t

υ

Γ(١ + υ)
}

داشت: خواهيم بالا، رابطه از استفاده با

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ c٢ωk١(Ia, ε)

Γ(١ + υ)
{tυ٢ − (t٢ − t١)

υ}+ c٢M١

Γ(١ + υ)
{tυ١ − tυ٢ + (t٢ − t١)

υ}

+
c٢M١

Γ(١ + υ)
(t٢ − t١)

υ
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+ cc١|x(α(t٢))− x(α(t١))|+ ωq١(Ia, ε)

≤ c٢ωk١(Ia, ε)

Γ(١ + υ)
tυ١ +

c٢M١

Γ(١ + υ)
٢(t٢ − t١)

υ +
c٢M١

Γ(١ + υ)
(t٢ − t١)

υ

+ c١c٣|x(α(t٢))− x(α(t١))|+ ωq١(Ia, ε),

≤ c٢ωk١(Ia, ε)

Γ(١ + υ)
aυ +

c٢M١

Γ(١ + υ)
٣(ε)υ

c١c٣|x(α(t٢))− x(α(t١))|+ ωq١(Ia, ε),

يا

ω(Tx, ε) ≤ c١c٣ω(x, ω(α, ε)) +
c٢ωk١(Ia, ε)

Γ(١ + υ)
aυ +

c٢M١

Γ(١ + υ)
٣(ε)υ + ωq١(Ia, ε), x ∈ M.

يکنواخت اند، پيوسته [٠, a] و [٠, a] × [٠, a] × [−r٠, r٠] فشرده مجموعه هاي زير روي f و k توابع که واقعيت اين به توجه با
نتيجه: در .  ωq١(Ia, ε) → ٠ و ωk١(Ia, ε) → ٠ داريم آنگاه ،ε → ٠ وقتي

ω(Tx, ε) ≤ c١c٣ω(x, ε).

داشت: خواهيم ،ε → ٠ وقتي (۱ . ۲) رابطه و M روي گرفتن سوپريمم با اين بنابر

µ(TM) ≤ c١c٣µ(M)

آنگاه Tx = kx اگر در اين صورت ، x ∈ ∂B̄r٠ کنيم فرض مي کنيم. بررسي را ( P ) شرط حال است. چگال نگاشت يک T يعني
که: مي گيريم نتيجه (N۳) شرط از استفاده با kr٠ = k∥x∥ = ∥Tx∥ داشت: خواهيم

|Tx(t)| = |f(t) + q
(
t, g(t, x(α(t))),

١
T (υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds
)
| ≤ r٠,

است. تمام اثبات و k ≤ ١ که مي دهد نشان اين . ∥Tx∥ ≤ r٠ لذا .t ∈ Ia آن در که

مي توان به راحتي را آن (۱ . ۳) اصلي قضيه از که است [۲۳] مرجع در اصلي قضيه ، θ(s) = s و υ = a = ١ خاص حالت در زير، نتيجه
آورد. به دست

کنيم فرض .۲ . ۳ نتيجه

که به طوري باشند، موجود b١ و k١ نامنفي ثابت هاي و g ∈ C(Ia × R,R), k ∈ C(Ia × Ia × R,R) :P۱

|g(t, x)− g(t, x̄)| ≤ k١|x− x̄|,

|g(t, ٠)| ≤ b١

به طوري باشند، داشته وجود c١, c٢ نامنفي اعداد و k(t, s, x) ∈ C([٠, a]× [٠, a]×R,R) کنيم فرض خطي) شبه شرط ) :P۲
که

|k(t, s, x)| ≤ c١ + c٢|x| ∀t, s ∈ [٠, a], x ∈ R.

α = k١c١a
υ

Γ(١+υ)
, β = b١c٢a

υ

Γ(١+υ)
آن در که (α− β)٢ > ٢(α + β)− ١ :P۳

آن در  که kk′ < ١ :P۴
k′ = sup{|k(t, s, x)| : ∀t, s ∈ Ia, x ∈ [−r٠, r٠]}.
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معادله آنگاه
x(t) = g(t, x(β(t)))

∫ t

٠

١
Γ(υ)

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds, t ∈ Ia

دارد. E = C(Ia) باناخ فضاي در جواب يک حداقل

مي دهيم قرار اثبات.
f(t) + q(t, u, y) = uy

آن در که

u = g(t, x(α(t))), y =
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds

،∥x∥ ≤ r٠, r٠ > ٠ کنيم فرض است. برقرار نيز (N٣) که مي دهيم نشان حال مي شود. نتيجه (P١) از (N٢) که است واضح
داريم: آنگاه M١ = k′ = c١ + c٢r٠ مي دهيم قرار

|x(t)| = |g(t, x(α(t)))
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds|

≤ (|g(t, x(α(t)))− g(t, ٠)|+ |g(t, ٠)|)| ١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds|

≤ (k١∥x(α(t))∥+ b١)

(
tυ

Γ(١ + υ)
(c١ + c٢∥x∥)

)
≤ k١c٢∥x∥٢ + (

aυ

Γ(١ + υ)
)(k١c١ + b١c٢)∥x∥+

b١c١a
υ

Γ(١ + υ)

مي کند. صدق زير نامساوي در که دارد وجود r٠ ≥ ٠ عدد (P۴) شرط به توجه با اين صورت در

k١c٢∥x∥٢ + (
k١c١a

υ

Γ(١ + υ)
+

b١c٢a
υ

Γ(١ + υ)
)∥x∥+ b١c١a

υ

Γ(١ + υ)
≤ r٠

کنيم فرض .۳ . ۳ نتيجه

k٣ و k١, k٢ نامنفي هاي ثابت و g ∈ C(Ia ×R,R), q ∈ C(Ia ×R×R,R), k ∈ C(Ia × Ia ×R,R) :M۱
که به طوري باشند، موجود

|q(t, u, y)− q(t, ū, ȳ)| ≤ k١|u− ū|+ k٢|y − ȳ|
|g(t, x)− g(t, x̄)| ≤ k٣|x− x̄|

که به طوري باشند، داشته وجود b٢ و b١ نامنفي هاي ثابت :M۲

|g(t, ٠)| ≤ b١

|q(t, ٠, ٠)| ≤ b٢

باشند، داشته وجود c١, c٢ نامنفي اعداد و k(t, s, x) ∈ C([٠, a] × [٠, a] × R,R) کنيم فرض خطي) شبه شرط ) :M۳
|k(t, s, x)| ≤ c١ + c٢|x| ∀t, s ∈ [٠, a], x ∈ R که به طوري

k١k٣ +
k٢c٢a

υ

Γ(١+υ)
< ١ :M۴

معادله آنگاه
x(t) = q

(
t, g

(
t, x(β(t))),

١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds

)
, t ∈ Ia

دارد. E = C(Ia) باناخ فضاي در جواب يک حداقل
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آن در که r٠ = L٢
١−L١

مي دهيم قرار اثبات.

L١ = k١k٣ +
k٢c٢a

υ

Γ(١ + υ)
, L٢ = k١b١ + b٢ +

k٢c١a
υ

Γ(١ + υ)
,

و
f(t) + q(t, u, y) = q(t, u, y)

با

u = g(t, x(α(t))), y =
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds

نتيجه (M۲) و (M۱) از (N٢) که داد نشان مي توان به آساني به علاوه است. مثبت حقيقي عدد يک r٠ بنابراين .L١ < ١ داريم (M۴) از
داريم: آنگاه .M١ = c١ + c٢|x| مي دهيم قرار است. برقرار نيز (N٣) که مي دهيم نشان اکنون مي شود.

|x(t)| = |q(t, g(t, x(α(t))), ١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds)|

≤ |q
(
t, g(t, x(α(t))),

١
Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds

)
− q(t, ٠, ٠)|

+ |q(t, ٠, ٠)|

≤ k١|g(t, x(α(t)))− g(t, ٠)|+ k١|g(t, ٠)|+ k٢|
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)١−υ
ds|+ b٢

≤ k١k٣|x|+ k١b١ + b٢ + k٢
k٢t

υ

Γ(١ + υ)
(c١ + c٢|x|)

≤ (k١k٣ +
k٢c٢a

υ

Γ(١ + υ)
)|x|+ k١b١ + b٢ +

k٢c١a
υ

Γ(١ + υ)

داريم نتيجه در ، t ∈ Ia هر براي

sup
t∈Ia

|q(t, u, v, w)| ≤ L١r٠ + L٢ = L١
L٢

١ − L١
+ L٢ = r٠.

مي آيد. به دست (۱ . ۳ ) قضيه از مطلوب، نتيجه حال

ها مثال ۴
مي گيريم. نظر در را زير کسري انتگرالي معادله .۱ . ۴ مثال

x(t) =
١
٨
e−t +

t٢

۴ + ۴t٢ ln(١ + |x(t٣)|

+
١

(٢ + | cos(t)|)Γ(١
٣)

∫ t

٠

e−٣t٢
(et + t sin(s+ ١) + ١

۴(x(
√
s)))

(t− s)
٢
٣

ds, t ∈ [٠, ١] (۱ . ۴)

داريم: (۱ . ۱) با آن مقايسه و (۱ . ۴) معادله به توجه با که است واضح
همچنين: k : [٠, ١]× [٠, ١]× R → R و q : [٠, ١]× R× R → R, α, θ : [٠, ١] → [٠, ١]

υ =
١
٣
, α(t) = t٣, θ(t) =

√
t, ∀ t ∈ [٠, ١],
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و

f(t) =
١
٨
e−t, u =

t٢

۴ + ۴t٢ ln(١ + |x(t٣)|, y =
١

Γ(١
٣)

∫ t

٠

k(t, s, x(θ(s))

(t− s)
٢
٣

ds,

k(t, s, x) =
e−٣t٢

(et + t sin(s+ ١) + ١
۴x)

٢ + | cos(t)|
و (N۱) شده داده فرض در فوق توابع که داد نشان مي توان آساني به مي کنيم. بررسي C[٠, ١] در را فوق معادله براي جواب وجود اکنون،

داشت: خواهيم اين صورت در .∥x∥ ≤ r٠, r٠ > ٠ کنيم فرض است. برقرار نيز (N۳) که مي دهيم نشان حال مي کنند. صدق (N۲)

|x(t)| = |١
٨
e−t +

t٢

۴ + ۴t٢ ln(١ + |x(t٣)|)

+
١

(٢ + | cos(t)|)Γ(١
٣)

∫ t

٠

e−٣t٢
(et + t sin(s+ ١) + ١

۴(x(
√
s)))

(t− s)
٢
٣

ds| ≤ r٠,

اگر است برقرار (N۳) صورت اين در . t ∈ Ia هر براي
١
٨
+

١
۴
r٠ +

١
٢Γ(۴

٣)
(e+ ١ +

١
۴
r٠) ≤ r٠.

دارد. در جواب يک حداقل (۱ . ۴) معادله (۱ . ۳) قضيه به توجه با اين بنابر . r٠ = ٣٫ ۶١٧٩ که مي دهد نشان اين
انتگرالي معادله .۲ . ۴ مثال

x(t) = ١ + x(t)

∫ t

٠

t

t+ s
ϕ(s)x(s)ds, t ∈ [٠, a] (۲ . ۴)

آن در که f(t) + q(t, u, y) = ١ + uy با است (۱ . ۱) معادله از خاصي حالت

υ = ١, α(t) = θ(t) = t, u = g(t, x(α(t))) = x(t), k(t, s, x) =
t

t+ s
ϕ(s)x.

داشت: خواهيم آنگاه ، ϕ(s) = s٢

۴ دهيم قرار فوق معادله در اگر طرفي از

x(t) = ١ + x(t)

∫ t

٠

ts٢

t+ s
x(s)ds, t ∈ [٠, a] (۳ . ۴)

داريم: (N٣) شرط بررسي براي است. برقرار به وضوح (N٢) و (N١) شرايط
r٢

٠

۴
+ ١ ≤ r٠

است. برقرار |k(t, s, x)| < ١
٢ و r٠ = ٢ براي (۱ . ۳) قضيه شرايط تمام بنابراين است. فوق نامساوي از جوابي r٠ = ٢ نتيجه، در

دارد. جواب يک حداقل (۳ . ۴) معادله پس
حرکت اشعه، انتقال نظريه در فراواني کاربردهاي [۲۸–۳۰]که است معروف دراسخار چان نوع کوادراتيک انتگرالي معادله به (۲ . ۴) معادله

.[۳۲ ،۳۱] دارد گاز ها جنبشي انرژي و نوترون
دوم نوع آبل انتگرالي معادله به (۱ . ۱) معادله آنگاه ، θ(s) = s و q(t, u, y) = y اگر .۳ . ۴ مثال

x(t) = f(t) +
١

Γ(υ)

∫ t

٠

k(t, s, x(s))

(t− s)١−υ
ds, (۴ . ۴)

مي شود تبديل
انتگرالي معادله به (۱ . ۱) معادله آنگاه ، θ(s) = s و k(t, s, x) = g(t)k١(s, x) ، q(t, u, y) = y اگر .۴ . ۴ مثال

x(t) = f(t) +
g(t)

Γ(υ)

∫ t

٠

k١(s, x(s))

(t− s)١−υ
ds, (۵ . ۴)

مي شود. تبديل
. [۳۳] مي شوند منجر (۵ . ۴) غير خطي انتگرالي معادله فرم به رياضي، سازي مدل از بعد بيولوژي و صف نظريه در مسائل از  بعضي
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گيري نتيجه ۵
غير خطي کسري انتگرالي معادلات از دسته اي براي جواب وجود اثبات براي جديد، روش يک ،۳ بخش در پترشن ثابت نقطه قضيه به کارگيري با
است، قضيه اين کاربرد در داربو) و شاودر ثابت نقطه (قضيه ثابت نقطه قضاياي ساير به نسبت پترشن ثابت نقطه قضيه برتري گرديد. ارائه
عملگر ويژه مقادير به راجع ،( P ) مرزي شرط همچنين نيست. ببرد خودش به را گوي ها ، نگاشت اين که بررسي و بودن محدب به نيازي که
بيشتري تحقيقاتي موجب موضوع اين آينده، در اميدواريم که شود)، رجوع [۳۶–۳۴] به مربوطه قضاياي و تعاريف (براي مي کند بحث غير خطي

گردد. زمينه اين در
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