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۶۶٧ LG-توپولوژی در پیوسته توابع توسیع پیرامون

پیوستگی [٢] در آن از پس می شود. نامیده LG-توپولوژی ساختار این و است شده بررسی و معرفی [١] در دوم ساختار
است. شده مطالعه و معرفی مبحث این در

مرتبط تعاریف از برخی بخش، این ادامه ی در می دهیم. ادامه را LG-توپولوژی در پیوسته توابع مطالعه ی مقاله، این در
تحقیق این اصلی بخش های در که را نگاشت یک راست الحاق مقدماتی ویژگی های از برخی همچنین می کنیم. یادآوری را
این می دهیم نشان می کنیم. معرفی را LG و CLG ،OLG نگاشت های ،٢ بخش در می دهیم. ارائه را داریم نیاز آن ها به
ثابت همچنین کرده ایم. ارائه نقض مثال نیز استثنا موارد برای و دارند را پیوسته توابع خصوصیات از بسیاری نگاشت ها
تابعگون یک نهایت، در مشبکه ای اند. تعمیم یافته ی توپولوژی مبحث در پیوسته توابع از توسیع هایی نگاشت ها این می کنیم
شده تولید ضعیف -فضای LGT ،٣ بخش در می کنیم. معرفی را LGT-فضاها رسته ی به توپولوژی فضاهای رسته ی از
مربوطه مفاهیم توسیع های به عنوان معرفی تجزیه فضای و قسمتی خارج -فضای LGT نگاشت ها، از خانواده یک توسط

است. قسمتی خارج -فضای LGT یک تجزیه فضای هر که می کنیم ثابت انتها در و شده اند مطالعه و معرفی
کامل مشبکه ی یک پس باشد. بالا کران کوچک ترین دارای L از زیرمجموعه هر هرگاه گوییم، کامل را مشبکه یک
هر برای که طوری به است کامل مشبکه ی یک F چارچوب یک است. ٠ عضو کوچک ترین و ١ عضو بزرگ ترین دارای
a∗ عضو ،a ∈ F عضو هر برای .a ∧

(∨
i∈I bi

)
=

∨
i∈I(a ∧ bi) باشیم داشته {bi}i∈I ⊆ F هر و a ∈ F

از a عضو متمم را F چارچوب از b عضو .a⊥ = {x ∈ F : x ∧ a = ٠} آن در که می شود تعریف
∨
a⊥ به صورت

متمم است. فرد به منحصر وجود صورت در a عضو متمم که است واضح .a ∨ b = ١ و a ∧ b = ٠ هرگاه گوییم F
a عضو هر اگر .a∗ = ac آن گاه باشد، موجود a عضو متمم اگر که دید می توان به  آسانی می دهیم. نشان ac با را a عضو
یک را F چارچوب از G زیرمجموعه ی گوییم. متمم دار چارچوب یک را F آن گاه باشد، متمم یک دارای F چارچوب از

باشد. بسته دلخواه وست و متناهی رسند تحت G اگر گوییم، F از زیرچارچوب
-LG خلاصه طور (به مشبکه ای تعمیم یافته ی توپولوژی یک τ ⊆ F گوییم باشد، چارچوب یک F کنیم فرض
یک را (F خلاصه طور (به (F, τ) صورت این در باشد، F از زیرچارچوب یک τ هرگاه است، F روی توپولوژی)
خانواده هر برای است واضح گوییم. بسته را τ ∗ = {t∗ : t ∈ τ} از عضو هر و باز را τ از عضو هر گوییم. LGT-فضا
τ = F اگر می شود، نامیده (بدیهی) گسسته F چارچوب روی τ LG-توپولوژی یک .

∧
F ∈ τ ∗ داریم F ⊆ τ ∗

a و a◦ با به ترتیب a بستار و درون ،a ∈ F عضو هر برای آن گاه باشد، LGT-فضا یک (F, τ) اگر .(τ = {٠, ١})
و a◦ ∈ τ که است واضح می شوند. تعریف

∧
{f ∈ τ ∗ : a ⩽ f} و

∨
{t ∈ τ : t ⩽ a} به صورت و داده نشان

گوییم آن گاه ،a = ١ باشیم داشته ،a ∈ F برای اگر .f ∈ τ ∗ هر برای ،f = f ∗ همچنین و a ∈ F هر برای ،a ∈ τ ∗

LGT-فضا یک نیز (Fa, τa) آن گاه ،a ∈ F و باشد LGT-فضا یک (F, τ) اگر است واضح است. چگال F در a
(F, τ) از زیرفضا یک را (Fa, τa) .τa = {s ∧ a : s ∈ τ} و Fa =↓ a = {x ∈ F : x ⩽ a} آن در که است
،١ =

∨
α∈A tα که {tα}α∈A باز اعضای از خانواده هر برای هرگاه گوییم فشرده را (F, τ) LGT-فضای یک گوییم.

به نیز لیندلوف و فشرده شمارا مفاهیم .١ =
∨n

i=١ tαi
که طوری به باشد موجود {tα}α∈A از {tαi

}ni=١ زیرخانواده ی
آن گاه باشد، LGT-فضاها از خانواده یک {(Fa, τa)}α∈A کنیم فرض می شوند. تعریف مشابه طور

τ
P
=

{
t ∈

∏
α∈A

Fα : tα ̸= ١ داریم α متناهی تعداد برای فقط و است τα از عضوی tα ، A در α تمام برای

}

(F, τ) کنیم فرض می شود. نامیده حاصل ضرب LGT-فضای فضا این است،
∏

α∈A Fα روی LG-توپولوژی یک
به یافت را B′ ⊆ B بتوان ،t ∈ τ هر برای هرگاه است، τ برای پایه یک B گوییم B؛ ⊆ τ و باشد LGT-فضا یک

.t =
∨
B′ که طوری

برای هرگاه است، وست حافظ نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ نگاشت گوییم باشند. چارچوب دو F٢ و F١ کنیم فرض
اگر گوییم، ϕ راست الحاق یک را ψ : F٢ → F١ نگاشت همچنین .ϕ(

∨
E) =

∨
ϕ(E) باشیم داشته E ⊆ F١ هر

b ∈ F٢ و a ∈ F١ هر برای
ϕ(a) ⩽ b ⇔ a ⩽ ψ(b).

نگاشت یک ϕ اگر که داد نشان می توان به آسانی می شوند. تعریف نیز چپ الحاق و رسند حافظ نگاشت های مشابه طور به
الحاق نگاشت این و است فرد به منحصر (چپ) راست الحاق نگاشت یک دارای ϕ آن گاه باشد، (رسند) وست حافظ
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الحاق نگاشت یک است. (وست) رسند حافظ یک شود، می داده نشان ϕ∗(ϕ
∗) با که فرد، به منحصر (چپ) راست

نشده، تعریف مفاهیم و اصطلاحات برای باشد. وست حافظ نیز ϕ∗ هرگاه می گوییم، RL-الحاقی نگاشت را راست
می دهیم. ارجاع [١٢ ،٩ ،١] به را خواننده

باشند. وست حافظ نگاشت دو ψ : F٢ → F٣ و ϕ : F١ → F٢ چارچوب، سه F٣ و F٢ ،F١ کنیم فرض .١ . ١ گزاره
آن گاه

.b ∈ F٢ هر برای ،ϕ∗(b) =
∨

ϕ(x)⩽b x (الف)

.b ∈ F٢ هر برای ،ϕ∗(b) = max{x ∈ F١ : ϕ(x) ⩽ b} (ب)

.b ∈ F٢ هر برای ،ϕ(ϕ∗(b)) ⩽ b (پ)

.(ϕ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗ و است وست حافظ نگاشت یک ϕ ◦ ψ (ت)

است. فرد به منحصر راست الحاق نگاشت یک دارای ϕ است، وست حافظ نگاشت یک ϕ که از آن جا (الف). اثبات.
ϕ راست الحاق یک می شود، تعریف ν(b) =

∨
ϕ(x)⩽b x ضابطه ی با که ،ν : F٢ → F١ دهیم نشان است کافی پس

آن گاه ،a ⩽ ν(b) =
∨

ϕ(x)⩽b x اگر به عکس، .a ⩽
∨

ϕ(x)⩽b x = ν(b) آن گاه ،ϕ(a) ⩽ b کنیم فرض حال است.

ϕ(a) ⩽ ϕ
( ∨
ϕ(x)⩽b

x
)
=

∨
ϕ(x)⩽b

ϕ(x) ⩽ b.

است. ϕ راست الحاق یک ν لذا
بدیهی اند. (ت) و (پ) (ب)،

کرد. اثبات و ارائه رسند حافظ نگاشت های برای بالا گزاره ی با مشابه گزاره ای می توان

مرتبط خواص برخی و توسیع ها ٢

سپس نیستند. برابر یکدیگر با نگاشت ها این رسته های که می دهیم نشان و می کنیم معرفی نگاشت تعدادی بخش، این در
توسیع هایی شده معرفی نگاشت های که می شود داده نشان آن، از پس دارند. را پیوسته توابع ویژگی های اکثر می کنیم ثابت

می کنیم. معرفی LGT-فضاها رسته ی به توپولوژی فضاهای رسته های از تابعگون یک آخر، در پیوسته اند. توابع از

یک ϕ : F١ → F٢ وست حافظ نگاشت یک باشند. LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
یک ϕ گوییم .(ϕ∗(f) ∈ τ ∗١ ) ϕ∗(t) ∈ τ١ ،(f ∈ τ ∗٢ ) t ∈ τ٢ هر برای اگر می شود نامیده (CLG) OLG نگاشت

باشد. CLG هم و OLG هم اگر است LG نگاشت

بفرمایید). ملاحظه [٢] در را ۵.٢ گزاره  و ۴.٢ (تعریف می شود نامیده ضعیف پیوسته ی تابع ،OLG نگاشت [٢] در
یک هم بسته مجموعه های با می خواهیم و است شده معرفی باز مجموعه های از استفاده با مفهوم این که دلیل این به البته

بنامیم. OLG نگاشت را آن می دهیم ترجیح ما کنیم، معرفی را توپولوژی از پیوسته توابع از توسیع
نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ اگر که دید می توان به آسانی باشند. LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض

،u ∈ τ٢ هر برای آن گاه باشد، OLG

ϕ∗(u) =
∨

ϕ(x)⩽u

x =
∨

ϕ(t)⩽u
t∈τ١

t = max{t ∈ τ١ : ϕ(t) ⩽ u}.

باشند. LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ٢ گزاره
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.τ٢ ⊆ τ١ اگر تنها و اگر است OLG نگاشت یک IF : (F١, τ١) → (F٢, τ٢) همانی نگاشت (الف)

.τ ∗٢ ⊆ τ ∗١ اگر تنها و اگر است CLG نگاشت یک IF : (F١, τ١) → (F٢, τ٢) همانی نگاشت (ب)

است. راست سر اثبات اثبات.

نیست. OLG نگاشت یک که لزوماً CLG نگاشت یک که می دهیم نشان فوق، گزاره ی از استفاده با بعد، مثال در

-LG یک τ٢ = {٠, a, ١} و بدیهی LG-توپولوژی یک τ١ = {٠, ١} ،F = {٠, a, ١} کنیم فرض .٢ . ٣ مثال
یک IF : (F, τ١) → (F, τ٢) بالا، گزاره ی به بنا .τ ∗٢ = {٠, ١} و τ ∗١ = {٠, ١} آن گاه باشد. گسسته توپولوژی

نیست. OLG که است CLG نگاشت

باشد. LGT-فضا یک (F, τ) کنیم فرض .۴ . ٢ نتیجه

حافظ نگاشت هر ،(F ′, τ ′) LGT-فضای هر برای اگر تنها و اگر است F روی گسسته LG-توپولوژی یک τ (الف)
باشد. OLG نگاشت یک ϕ : F → F ′ وست

نگاشت یک ϕ : F → F ′ وست حافظ نگاشت هر ،(F ′, τ ′) LGT-فضای هر برای اگر تنها و اگر τ ∗ = F (ب)
باشد. CLG

آن گاه باشد، OLG نگاشت یک ϕ : F → F ′ وست حافظ نگاشت هر ،(F ′, τ ′) LGT-فضای هر برای اگر (پ)
است. F روی بدیهی LG-توپولوژی یک τ

آن گاه باشد، CLG نگاشت یک ϕ : F → F ′ وست حافظ نگاشت هر ،(F ′, τ ′) LGT-فضای هر برای اگر (ت)
.τ ∗ = {٠, ١}

است. واضح (الف⇐). اثبات.
،٢ . ٢ گزاره ی به بنا پس است، OLG نگاشت یک IF : (F, τ) → (F, F ) همانی نگاشت که از آن جا (الف⇒).

است. F روی گسسته LG-توپولوژی یک τ = F
است. (الف) قسمت مشابه اثبات (ب).

به بنا است، OLG یک IF : (F, τ ′) → (F, τ) که از آن جا باشد. F روی بدیهی توپولوژی τ ′ کنیم فرض (پ).
.τ = τ ′ که می شود نتیجه ،٢ . ٢ گزاره ی

است. (پ) قسمت مشابه اثبات (ت).

نمی باشد. برقرار فوق نتیجه ی در  (ت) و (پ) قسمت های عکس که می دهیم نشان بعد، مثال در

کنیم فرض .۵ . ٢ مثال

است واضح .τ ∗
٢
= {٠, ١} و τ ∗

١
= {٠, ١} آن گاه باشد. بدیهی LG-توپولوژی یک τ٢ و τ١ = {٠, a٢, ١} و

نیست. CLG که است OLG نگاشت یک ϕ که کرد بررسی می توان به آسانی و است وست حافظ ϕ که

است. گسسته LG-توپولوژی یک τ آن گاه ،τ ∗ = F اگر باشد. LGT-فضا یک (F, τ) کنیم فرض .۶ . ٢ لم
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،١] به بنا پس ،u = v∗ و t = u∗ ،a = t∗ که طوری به دارند وجود t, u, v ∈ τ آن گاه ،a ∈ F کنیم فرض اثبات.
،[١.١ نکته

a = t∗ = u∗∗ = v∗∗∗ = v∗ = u ∈ τ.

است. گسسته LG-توپولوژی یک τ = F لذا

می کنند. استنتاج را بعد نتیجه ی ۶ . ٢ لم و ۴ . ٢ نتیجه ی حال

وست حافظ نگاشت هر ،(F ′, τ ′) LGT-فضای هر برای اگر باشد. LGT-فضا یک (F, τ) کنیم فرض .٢ . ٧ نتیجه
است. گسسته LG-توپولوژی یک τ آن گاه باشد، CLG نگاشت یک ϕ : (F, τ) → (F ′, τ ′)

فوق نتیجه ی عکس که می دهیم نشان و نیست CLG نگاشت که می دهیم ارائه OLG نگاشت یک بعد، مثال در
نیست. برقرار

کنیم فرض .٢ . ٨ مثال

،ϕ(٠) = ٠ ضابطه ی با ،ϕ : F١ → F٢ نگاشت آن گاه باشند. گسسته LG-توپولوژی های دو τ٢ = F٢ و τ١ = F١ و
و b١ = b∗٢ ∈ τ ∗

٢
اما .٢ . ٧ نتیجه ی به بنا است، OLG نگاشت یک ،ϕ(١) = ١ و ϕ(a٢) = b٣ ،ϕ(a١) = b١

نیست. CLG نگاشت یک ϕ در نتیجه و ϕ∗(b١) = a١ /∈ {٠, ١} = τ ∗
١

و باشد OLG نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ اگر باشند. LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ٩ گزاره
است. LG نگاشت یک ϕ آن گاه ،ϕ∗(a

∗) =
(
ϕ∗(a)

)∗ باشیم داشته

است. روشن اثبات.

می دهیم. توسیع را [٢١.٢ گزاره  ،٢] زیر قضیه ی در

آن گاه باشد. وست حافظ نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ و LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ١٠ قضیه
معادل اند. زیر موارد

است. CLG نگاشت یک ϕ (الف)

.a ∈ F١ هر برای ،ϕ(a) ⩽ ϕ(a) (ب)

.b ∈ F٢ هر برای ،ϕ∗(b) ⩽ ϕ∗(b) (پ)

،ϕ∗(ϕ(a)) ∈ τ ∗
١

پس ،ϕ(a) ∈ τ ∗
٢

اما .a ⩽ ϕ∗(ϕ(a)) بنابراین ،ϕ(a) ⩽ ϕ(a) چون (ب). ⇐ (الف) اثبات.
.ϕ(a) ⩽ ϕ(a) در نتیجه و a ⩽ ϕ∗(ϕ(a)) از این رو

ϕ(ϕ∗(b)) ⩽ داریم فرض، به بنا ترتیب، این به .ϕ(ϕ∗(b)) ⩽ bپس ،ϕ∗(b) ⩽ ϕ∗(b) که از آن جا (پ). ⇐ (ب)
.ϕ∗(b) ⩽ ϕ∗(b) در نتیجه و ϕ(ϕ∗(b)) ⩽ b

از این رو و ϕ∗(t∗) = ϕ∗(t
∗) پس ،ϕ∗(t∗) ⩽ ϕ∗(t∗) = ϕ∗(t

∗) داریم ،t ∈ τ٢ هر برای (الف). ⇐ (پ)
است. CLG نگاشت یک ϕ در نتیجه .ϕ∗(t

∗) ∈ τ ∗
١
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اگر باشد. پوشا CLG نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ و LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ١١ نتیجه
است. چگال F٢ در ϕ(a) آن گاه باشد، چگال F١ در a

می شود. نتیجه فوق قضیه ی از به آسانی اثبات.

می کنیم. بیان OLG نگاشت و باز مجموعه های برای را ٢ . ١٠ قضیه ی با مشابه حکم تقریباً زیر قضیه ی در

در باشد. وست حافظ نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ و LGT-فضا دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ١٢ قضیه
.b ∈ F٢ هر برای ،ϕ∗(b

◦) ⩽ ϕ∗(b)
◦ اگر تنها و اگر است OLG نگاشت یک ϕ صورت این

بنابراین ،ϕ∗(b
◦) ∈ τ١ پس ،b◦ ∈ τ٢ که از آن جا .(⇐) اثبات.

ϕ∗(b
◦) = ϕ∗(b

◦)◦ ⩽ ϕ∗(b)
◦.

یک ϕ در نتیجه و ϕ∗(t) = ϕ∗(t)
◦ ∈ τ١ پس ،ϕ∗(t) = ϕ∗(t

◦) ⩽ ϕ∗(t)
◦ داریم ،t ∈ τ٢ هر برای .(⇒)

است. OLG نگاشت

شبیه نیز آن اثبات چون می آوریم. LG و CLG نگاشت های برای را [٩.٢ گزاره  ،٢] با مشابه حکم زیر گزاره ی در
می کنیم. صرف نظر آن اثبات بیان از بنابراین است، گزاره همان اثبات به

باشند. LGT-فضا سه (F٣, τ٣) و (F٢, τ٢) ،(F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ١٣ گزاره

نگاشت یک ψ ◦ ϕ : F١ → F٣ آن گاه باشند، CLG نگاشت های ψ : F٢ → F٣ و ϕ : F١ → F٢ اگر (الف)
است. CLG

LG نگاشت یک ψ ◦ ϕ : F١ → F٣ آن گاه باشند، LG نگاشت های ψ : F٢ → F٣ و ϕ : F١ → F٢ اگر (ب)
است.

توپولوژی اند. در پیوسته توابع از توسیع  هایی LG و OLG ،CLG نگاشت های که می دهیم نشان بعد، گزاره  ی در
ضابطه ی با ،℧(f) : P(X) → P(Y ) می دهیم قرار f؛ : X → Y کنیم فرض

∀S ∈ P(X) ℧(f)(S) = f(S)

معادل اند. زیر احکام آن گاه ،f : X → Y و باشند توپولوژی فضای دو (Y, τ ′) و (X, τ) اگر .١۴ . ٢ گزاره

است. OLG نگاشت یک ℧(f) (الف)

است. CLG نگاشت یک ℧(f) (ب)

است. LG نگاشت یک ℧(f) (پ)

است. پیوسته تابع یک f (ت)

معادل اند. فوق موارد ،℧(f)∗(S) =
∨

℧(f)(A)⊆S A =
∪

f(A)⊆S A = f−١(S) که از آن جا اثبات.

نگاشتOLGاست. یک باز زیرفضا، یک نگاشتOLGروی هر تحدید که است شده داده نشان [۶.٢ گزاره ،٢] در
با برقرارند. LG و CLG نگاشت های برای باشد، بسته زیرفضا که حالتی در مشابه حکم می دهیم نشان زیر قضیه ی در
می کنیم. صرف نظر اثبات بیان از از این رو است، [۶.٢ گزاره ،٢] اثبات مشابه زیر گزاره ی اثبات ،[۴.٣ گزاره  ،١] ملاحظه ی

نگاشت یک ϕ : (F, τ) → (F ′, τ ′) و a ∈ F ∗ LGT-فضا، دو (F ′, τ ′) و (F, τ) کنیم فرض .١۵ . ٢ گزاره
باشد. وست حافظ

است. CLG نگاشت یک ϕ|
Fa

: (Fa, τa) → (F ′, τ ′) آن گاه باشد، CLG نگاشت یک ϕ هرگاه (الف)
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است. LG نگاشت یک ϕ|
Fa

: (Fa, τa) → (F ′, τ ′) آن گاه باشد، LG نگاشت یک ϕ هرگاه (ب)

می دهد. نتیجه  را زیر نتیجه ی فوق قضیه ی بنابراین است، عضوی متمم متمم دار، چارچوب از عضو هر که است واضح

یک ϕ اگر .ϕ : (F, τ) → (F ′, τ ′) و a ∈ F LGT-فضا، دو (F ′, τ ′) و (F, τ) کنیم فرض .١۶ . ٢ نتیجه
است. LG نگاشت یک ϕ|

Fa
: (Fa, τa) → (F ′, τ ′) آن گاه باشد، متمم دار F و LG نگاشت

نگاشت های به LG-توپولوژی مبحث به باز مجموعه  از خانواده هر برای توپولوژی در چسب لم [٧.٢ گزاره  ،٢] در
و CLG نگاشت های حالت در گزاره این که می کنیم ادعا زیر گزاره ی در است. شده داده توسیع باز اعضای و OLG
صرف نظر آن اثبات بیان از است، [٧.٢ گزاره ،٢] اثبات مشابه آن اثبات چون البته است. توسیع قابل نیز بسته اعضای

می کنیم.

LGT-فضا، دو (F ′, τ ′) و (F, τ) هرگاه باشد. وست حافظ نگاشت یک ϕ : F → F ′ کنیم فرض .٢ . ١٧ گزاره
است. CLG نگاشت یک ϕ آن گاه ،s ∨ t = ١ و باشند CLG نگاشت های ϕ|Ft و ϕ|Fs ،s, t ∈ τ ∗

١

نیست. فشرده لزوماً LG نگاشت یک تحت فشرده LGT-فضای یک تصویر می دهیم نشان بعد مثال در

زیر در شده تعریف رابطه ی با F١ = [٠, ١
٢ ] ∪ {a, b, ١} و معمولی رابطه ی با F٢ = [٠, ١] کنیم فرض .٢ . ١٨ مثال

باشد.

که است واضح بگیرید. درنظر را τ٢ = F٢ و τ١ = F١ چارچوب اند. دو F٢ و F١ که کرد بررسی می توان به آسانی
فشرده LGT-فضای یک (F٢, τ٢) است، فشرده LGT-فضای یک (F١, τ١) ،τ ∗

٢
= {٠, ١} ،τ ∗

١
= {٠, ١, a, b}

ضابطه ی با ،ϕ : (F١, τ١) → (F٢, τ٢) نگاشت و نیست

ϕ(x) =

{
١ x /∈ [٠, ١

٢ ]

٢x x ∈ [٠, ١
٢ ]

است. پوشا LG نگاشت یک

و باشد پوشا OLG نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ LGT-فضا، دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم فرض .٢ . ١٩ گزاره
.τ٢ از {uα}α∈A زیرخانواده ی هر برای ،

∨
α∈A ϕ∗(uα) = ١ دهد نتیجه

∨
α∈A uα = ١

است. فشرده نیز F٢ آن گاه باشد، فشرده F١ اگر (الف)

است. فشرده شمارا نیز F٢ آن گاه باشد، فشرده شمارا F١ اگر (ب)

است. لیندلوف نیز F٢ آن گاه باشد، لیندلوف F١ اگر (پ)



۶٧٣ LG-توپولوژی در پیوسته توابع توسیع پیرامون

نگاشت یک ϕ که از آن جا .
∨

α∈A uα = ١ و باشد F٢ باز اعضای از خانواده یک {uα}α∈A کنیم فرض (الف). اثبات.
است، فشرده F١ که از آن جا .

∨
α∈A tα = ١ فرض، به بنا پس .tα = ϕ∗(uα) ∈ τα که می شود نتیجه است، OLG

از این رو ،١ =
∨n

i=١ tαi
که طوری به دارند وجود α١, α٢, . . . , αn ∈ A

١ = ϕ
( n∨

i=١

tαi

)
=

n∨
i=١

ϕ(tαi
) =

n∨
i=١

uαi
.

می شوند. اثبات (الف) قسمت مشابه (پ). و (ب) است. فشرده F٢ در نتیجه

حافظ آن راست الحاق که باشد OLG نگاشت یک هرگاه است، شده نامیده پیوسته نگاشت یک [٢] مقاله ی در
نتیجه فوق گزاره ی از [٢٣.٢ گزاره  ،٢] بنابراین می کند، صدق فوق گزاره ی شرایط در پیوسته نگاشت هر پس باشد. رسند

می شود.
τ٢ برای پایه یک B و وست حافظ نگاشت یک ϕ : F١ → F٢ چارچوب، دو (F٢, τ٢) و (F١, τ١) کنیم، فرض
نیست. OLG نگاشت یک لزوماً ϕ آن گاه ،b ∈ B هر برای ،ϕ∗(b) ∈ τ١ اگر که می دهیم نشان بعد مثال در باشد.
مورد تابع کند، صدق فوق شرط در که باشد RL-الحاقی نگاشت یک ϕ اگر که است شده ثابت [١۶.٢ گزاره ،٢] در البته

است. OLG نگاشت یک در نتیجه و شد خواهد پیوسته نظر

کنیم فرض .٢ . ٢٠ مثال

و ϕ(١) = ١ ،ϕ|[٠, ١
٢ ]
= ٠ ضابطه ی با ϕ : F١ → F٢ و B = {٠, d, e, ١} ،τ١ = [٠, ١

٢ ] ∪ {١} ،τ٢ = F٢

اما نیست، OLG نگاشت یک ϕ پس ،ϕ∗(١) = c /∈ τ١ آن گاه باشد. شده تعریف ϕ(a) = ϕ(b) = ϕ(c) = f
.x ∈ B هر برای ،ϕ∗(x) ∈ τ١

،٢ . ١٣ قضیه ی از را زیر نتیجه ی حال .℧(X, τ) = (P(X), τ) می دهیم قرار ،(X, τ) توپولوژی فضای هر برای
می آوریم. به دست ℧(I

X
) = IP(X)

= I℧(X)
که حقیقت این و ١۴ . ٢ گزاره ی

نگاشت های و LGT-فضاها رسته ی Lgt و باشد پیوسته توابع و توپولوژی فضاهای رسته ی Top اگر .٢ . ٢١ نتیجه
است. تابعگون یک ℧ : Top → Lgt آن گاه باشد، LG

قسمت خارج و حاصل ضرب ٣

از خانواده ای توسط شده تولید ضعیف LGT-فضای توپولوژی، زمینه ی در شده شناخته مفاهیم از الهام با بخش، این در
می شوند. مطالعه و معرفی تجزیه ی فضای و قسمتی خارج LGT-فضای نگاشت ها،
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یک ϕα : F → Fα و چارچوب یک F LGT-فضاها، از خانواده یک {(Fα, τα)}α∈A کنیم فرض .٣ . ١ تعریف
خانواده ی توسط تولید شده LG-توپولوژی صورت این در .α ∈ A هر برای باشد، وست حافظ نگاشت

{ϕα∗(tα) : α ∈ A و tα ∈ τα}

ضعیف LGT-فضای را توپولوژی این با همراه F و می نامیم {ϕα}α∈A توسط تولید شده ضعیف LG-توپولوژی را
می نامیم. {ϕα}α∈A توسط تولید شده

-LG گفت می توان اما نیست. حاصل ضرب توپولوژی از مناسبی توسیع حاصل ضرب LG-توپولوژی واقع، در
آن در که است ℧(

∏
α∈AXα, τ) با منطبق P(

∏
α∈AXα) روی {℧(πα)}α∈A توسط تولید شده ضعیف توپولوژی

است. حاصل ضرب توپولوژی τ

تولید شده ضعیف LGT-فضای یک (F, τ) LGT-فضاها، از خانواده یک {(Fα, τα)}α∈A کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
یک ψ : F ′ → F و باشد LGT-فضا یک (F ′, τ ′) وست، حافظ نگاشت های از {ϕα : F → Fα}α∈A توسط
OLG نگاشت یک ϕα ◦ ψ اگر تنها و اگر است OLG نگاشت یک ψ صورت این در باشد. وست حافظ نگاشت

.α ∈ A هر برای باشد،

می شود. اثبات [١٧.٢ گزاره ،٢] مشابه اثبات.

نیست. صادق CLG حالت برای فوق قضیه ی که می دهیم نشان زیر مثال در

معرفی F٢ و F١ روی LG-توپولوژی دو به ترتیب τ٢ و τ١ و نگاشت ϕ چارچوب ها، F٢ و F١ کنیم فرض .٣ . ٣ مثال
معرفی را تولید شده ضعیف LG-توپولوژی آن از استفاده با می خواهیم که تابعی خانواده ی اگر باشند. ۵ . ٢ مثال در شده
LG-توپولوژی برابر F١ روی تولید شده ضعیف LG-توپولوژی آن گاه بگیریم، نظر در {ϕ} عضوی تک خانواده ی کنیم،
نیست. CLG نگاشت یک ϕ◦ IF١ = ϕ اما است، CLG نگاشت یک IF١ که این وجود با حال شد. خواهد τ١ بدیهی

-RL نگاشت یک ϕ : F ′ → F اگر باشد. چارچوب یک F و LGT-فضا یک (F ′, τ ′) کنیم فرض .۴ . ٣ گزاره
آن در که است، F روی LG-توپولوژی بزرگ ترین τϕ = {t ∈ F : ϕ∗(t) ∈ τ١} صورت این در باشد. پوشا الحاقی

است. OLG نگاشت یک ϕ

پس است، پوشا ϕ چون .٠ ∈ τϕ در نتیجه و ϕ∗(٠) = ٠ پس است، وست حافظ نگاشت یک ϕ∗ که از آن جا اثبات.
ترتیب این به .ϕ(a) = ١ که طوری به دارد وجود a ∈ F

ϕ(١) = ϕ(a ∨ ١) = ϕ(a) ∨ ϕ(١) = ١.

t٢ و t١ و τ ′ از {tα}α∈A زیرخانواده هر برای که از آن جا .١ ∈ τϕ از این رو و ϕ∗(١) =
∨

ϕ(x)⩽١ x = ١ ∨بنابراین
α∈A tα ∈ τϕ بنابراین .ϕ∗(t١ ∧ t٢) = ϕ∗(t١) ∧ ϕ∗(t٢) و ϕ∗

(∨
α∈A tα

)
=

∨
α∈A ϕ∗(tα) داریم τ ′ در

بزرگ ترین τϕ که است بدیهی است. F روی LG-توپولوژی یک τϕ گفت می توان ترتیب این به .t١ ∧ t٢ ∈ τϕ و
است. OLG نگاشت یک ϕ آن در که است، F روی LG-توپولوژی

RL-الحاقی نگاشت ϕ : F ′ → F اگر باشد. چارچوب یک F و LGT-فضا یک (F ′, τ ′) کنیم فرض .۵ . ٣ تعریف
τϕ است. F روی LG-توپولوژی یک τϕ = {t ∈ F : ϕ∗(t) ∈ τ ′} فوق، گزاره ی به بنا صورت این در باشد. پوشا

می شود. نامیده F روی ϕ توسط شده القاء قسمتی خارج LG-توپولوژی یک

القاء قسمتی خارج LG-توپولوژی یک (F, τϕ) و LGT-فضا دو (F ′′, τ ′′) و (F ′, τ ′) کنیم فرض .۶ . ٣ قضیه
اگر تنها و اگر است OLG نگاشت یک ψ : F → F ′′ وست حافظ نگاشت باشد. ϕ : F ′ → F توسط شده

باشد. OLG نگاشت یک ψ ◦ ϕ : F ′ → F ′′

است. بدیهی [٩.٢ گزاره ،٢] به بنا .(⇐) اثبات.
ψ∗(t) ∈ τϕ از این رو .١ . ١ گزاره ی به بنا ،ϕ∗(ψ∗(t)) ∈ τ ′ پس ،(ψ ◦ ϕ)∗(t) ∈ τ ′ آن گاه ،t ∈ τ ′′ اگر .(⇒)

است. OLG نگاشت یک ψ در نتیجه و



۶٧۵ LG-توپولوژی در پیوسته توابع توسیع پیرامون

نیست. برقرار CLG حالت برای فوق قضیه ی که می دهیم نشان زیر مثال در

کنیم فرض .٣ . ٧ مثال

در نتیجه و τϕ = F٢ که دید می توان به سادگی صورت دراین باشد. F١ روی LG-توپولوژی یک τ = {٠, a٢, ١} و
است CLG نگاشت یک IF٢ : (F٢, τϕ) → (F٢, τϕ) که وجود این با ترتیب این به نیست. CLG نگاشت یک ϕ

نیست. CLG نگاشت یک IF٢ ◦ ϕ = ϕ اما

هرگاه می نامیم، F برای افراز یک D ⊆ F باشد. چارچوب یک F کنیم فرض .٣ . ٨ تعریف

.٠ /∈ D (الف)

.
∨
D = ١ (ب)

.d١ ∧ d٢ = ٠ دهد نتیجه d١ ̸= d٢ ،d١, d٢ ∈ D هر برای (پ)

Ta = {d ∈ D : d∧a ̸= ٠} و T ⊆ D ،F برای افراز Dیک ⊆ F ،a ∈ F چارچوب، یک F کنیم فرض .٣ . ٩ لم
.Ta ⊆ T اگر تنها و اگر a ⩽

∨
T صورت این در باشد.

.a ̸= ٠ کنیم فرض حال است. واضح اثبات آن گاه ،a = ٠ اگر اثبات.
آن گاه باشد، موجود d′ ∈ Ta \ T کنیم فرض حکم، برخلاف .(⇐)

a = a ∧
( ∨
d∈T

d
)
=

∨
d∈T

(d ∧ a) ⇒ ٠ ̸= d′ ∧ a = d′ ∧
[ ∨
d∈T

(d ∧ a)
]
=

∨
d∈T

(d′ ∧ d ∧ a) = ٠

است. تناقض یک که
،d ∧ a = ٠ داریم ،d ∈ D \ T هر برای که از آن جا .(⇒)

a = a ∧ ١ = a ∧
( ∨

d∈D

d
)
=

∨
d∈D

(a ∧ d)

=

[ ∨
d∈T

(a ∧ d)
]
∨
[ ∨

d∈D\T

(a ∧ d)
]

=
∨
d∈T

(a ∧ d) = a ∧
( ∨

d∈T

d
)
.

.a ⩽
∨

d∈T d در نتیجه
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آن گاه باشد، F برای افراز یک D اگر باشد. LGT-فضا یک (F, τ) کنیم فرض .٣ . ١٠ گزاره

τ
D
= {T ⊆ D :

∨
T ∈ τ}

است. D روی توپولوژی یک

لم به بنا .T١, T٢ ∈ τ
D

کنیم فرض .∅, D ∈ τ
D

پس ،
∨
D = ١ فرض، به بنا و ،

∨
∅ = ٠ که است روشن اثبات.

،٣ . ٩

a ⩽
∨

d∈T١∩T٢

d ⇔ Ta ⊆ T١ ∩ T٢ ⇔ Ta ⊆ T١ و Ta ⊆ T٢

⇔ a ⩽
∨
d∈T١

d و a ⩽
∨
d∈T٢

d

⇔ a ⩽
( ∨

d∈T١

d
)
∧
( ∨

d∈T٢

d
)
.

{Tα}α∈A ⊆ کنیم فرض حال .T١∩T٢ ∈ τ
D

در نتیجه و
∨

d∈T١∩T٢
d =

(∨
d∈T١

d
)
∧
(∨

d∈T٢
d
)
∈ τ از این رو

یک (D, τ
D
) ترتیب این به .

∪
α∈A Tα ∈ τ

D
پس ،

∨
d∈

∪
α∈A Tα

d =
∨

α∈A
∨

d∈Tα
d ∈ τ که از آن جا .τ

D

است. توپولوژی فضای

قبل گزاره ی به بنا باشد. F برای افراز یک D و LGT-فضا یک (F, τ) کنیم فرض .٣ . ١١ تعریف

τ
D
= {T ⊆ D :

∨
T ∈ τ}

می نامیم. تجزیه LGT-فضای را (P(D), τ
D
) و تجزیه توپولوژی را τ

D
است. D روی توپولوژی یک

-LG یک τ
D

تجزیه ی توپولوژی باشد. F برای افراز یک D و LGT-فضا یک (F, τ) کنیم فرض .٣ . ١٢ قضیه
است. P(D) روی قسمتی خارج توپولوژی

S خانواده هر برای .P (a) = {d ∈ D : d ∧ a ̸= ٠} = Ta ضابطه ی با ،P : F → P(D) می دهیم قرار اثبات.
داریم ،F اعضای از

d ∈ T∨
s∈S s

⇔ d ∧
( ∨
s∈S

s
)
̸= ٠ ⇔

∨
s∈S

(d ∧ s) ̸= ٠

⇔ ∃s ∈ S d ∧ s ̸= ٠ ⇔ ∃s ∈ S d ∈ Ts ⇔ d ∈
∪
s∈S

Ts

به بنا است. وست حافظ نگاشت یک P در نتیجه و P
(∨

s∈S s
)
=

∪
s∈S Ts پس ،T∨

s∈S s
=

∪
s∈S Ts از این رو

،٣ . ٩ لم
a ⩽

∨
T ⇔ Ta ⊆ T ⇔ P (a) ⊆ T ⇔ a ⩽ P∗(T )

صورت این در ،{Tα}α∈A ⊆ P (D) کنیم فرض حال .P∗(T ) =
∨
T گفت می توان ترتیب این به

P∗

( ∪
α∈A

Tα

)
=

∨
α∈A

(∨
Tα

)
=

∨
α∈A

P∗(Tα).

که این نهایت در است. وست حافظ P∗ پس

T ∈ τ
D

⇔ P∗(T ) =
∨

T ∈ τ ⇔ T ∈ τ
P
.

.τ
D
= τ

P
بنابراین
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همانی نگاشت IF آن در که ،τ
IF

= τ چون دارد. وجود (F, τ) توپولوژی غیر LGT-فضای یک که است واضح
حالت در فوق قضیه ی عکس بنابراین نمی باشد. تجزیه توپولوژی که است قسمتی خارج LG-توپولوژی یک τ پس است،
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On continuous functions on LG-spaces
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Abstract: In this article, we introduce OLG, CLG and LG maps in the context of LGT -spaces,
show that they are generalizations of continuous function on LGT -spaces and some properties of them
studied. Also, some generalized notions related to continuous functions as weak topology induced, quotient
topology and decomposition topology are introduced and studied and is shown that each decomposition
space is an LG-quotient space.
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