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ثابت مقاله، این در باشد. G گروه در هممرتبه عناصر تعداد مجموعه nse(G) و گروه یک G کنیم فرض چکیده:
گروه آنگاه ،nse(G) = nse(Sz(٢٩)) بهقسمیکه باشد سوزوکی ساده گروه Sz(٢٩) و گروه Gیک اگر میکنیم
منحصربهفرد بهطور Sz(٢٩) سوزوکی ساده گروه دیگر، بهعبارت است. یکریخت Sz(٢٩) سوزوکی ساده گروه با G
سوزوکی ساده گروه براي تامپسون مسئله نتیجه، در میشود. مشخص خود هممرتبهي عناصر تعداد مجموعه توسط

است. برقرار Sz(٢٩)

اول. گراف عنصر، مرتبه سوزوکی، گروه متناهی، ساده گروه کلیدي: واژه هاي

20D60; 20D06 ریاضی: ردهبندي

مقدمه 1
قدیمی مسئله گرفتهاند. قرار خاص توجه مورد میشوند مربوط ریاضیات از دیگري شاخههاي به که گروهها نظریه مسائل اخیر سالهاي در

میشود: مربوط جبري میدانهاي شاخه به که است مسائل دسته این از (1987) تامپسون
تابعی .G(n) = {x ∈ G : xn = ١} کنیم فرض ،n طبیعی عدد و G متناهی گروه براي .[12.37 مسئله ،9] تامپسون مسئله

است؟ حلپذیر خود ، حلپذیر گروه یک همنوعِ گروه آیا میکنیم. تعریف G نوع را است |G(n)| برابر n در مقدارش که
گروه دو اگر واقع، در میشود. مربوط میدهیم، نمایش nse(G) با آنرا که ،G گروه هممرتبه عناصر تعداد مجموعه به مسئله این
و مرتبه توسط منحصربهفرد بهطور گروه یک اگر بنابراین .|G| = |H| و nse(G) = nse(H) آنگاه باشند، نوع یک از G و H
با رابطه در مطرحشده سؤالات جمله از است. صادق گروه آن براي تامپسون مسئله آنگاه شود، مشخص آن هممرتبه عناصر تعداد مجموعه
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و شائو راستا، این در است؟ صادق آبلی غیر ساده گروههاي بهویژه ، حلپذیر غیر گروههاي براي مسئله این آیا که است این تامپسون مسئله
گروهها این کردند ثابت و کردند مطالعه اولاند، شمارنده چهار حداکثر داراي آنها مرتبه که را متناهی ساده گروههاي ،[12] مرجع در همکارانش
گروههاي خانواده که شد ثابت مطالعات، این ادامه در میشوند. شناسایی منحصربهفرد بهطور هممرتبه عناصر تعداد مجموعه و مرتبه بهوسیله
این در .[2 ،1] تشخیص پذیرند هممرتبه عناصر تعداد مجموعه و مرتبه توسط ٢G٢(q) کوچک ري ساده گروههاي و Sz(q) سوزوکی ساده
متناهی ساده گروه این تشخیص پذیري مطالعه به و میدهیم قرار بررسی مورد Sz(٢٩) گروه تشخیص پذیري براي را ضعیف تري شرط مقاله
گروه میکنیم ثابت مقاله این در ،[13 ،11 ،4 ،3] گرفته صورت مطالعات ادامهي در میپردازیم. هممرتبه عناصر تعداد مجموعه توسط فقط

است. تشخیص پذیر هممرتبه عناصر تعداد مجموعه توسط منحصربهفرد بهطور Sz(٢٩) سوزوکی
است. سوزوکی ساده گروه H = Sz(٢٩) آن در که ،nse(G) = nse(H) بهقسمیکه باشد گروه یک G کنیم فرض .1 . 1 قضیه

.G ∼= H بهویژه و است متناهی G اینصورت در
آن هممرتبه عناصر تعداد مجموعه توسط منحصربهفرد بهطور Sz(٢٩) ساده گروه آنجاییکه از است، آمده بالا در که مطالبی به توجه با
گروه براي تامپسون مسئله دیگر، بهبیان است. یکریخت Sz(٢٩) با G آنگاه باشد، Sz(٢٩) گروه همنوع G گروه اگر میشود، مشخص

است. صادق Sz(٢٩) ساده

اولیه مفاهیم 2
در که را نمادهایی و تعاریف مفاهیم، میکنیم. بیان میشوند استفاده مقاله اصلی قضیه اثبات در که را نیاز مورد مفاهیم از بعضی بخش، این در
مرتبه اول شمارندههاي مجموعه باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض یافت. [8 ،6] مراجع در میتوان است نشده اشاره آنها به مقاله این
k مرتبه از عناصر تعداد ،k ∈ π(G) براي همچنین میدهیم. نمایش ω(G) نماد با را G عناصر مرتبه مجموعه و π(G) نماد با را G

دیگر، بهعبارت میدهیم. نمایش nse(G) نماد با را G در هممرتبه عناصر تعداد مجموعه و mk(G) نماد با را G در

mk(G) = |{g ∈ G : (g) = k}|

و
nse(G) = {mk(G) : k ∈ ω(G)}.

میدهیم. نمایش np(G) نماد با را G سیلوي p-زیرگروههاي تعداد و Gp نماد با را G سیلوي p-زیرگروه مقاله این در
اگر .m = pα١

١ · · · pαr
r و (m,n) = ١ بهقسمیکه باشد mn مرتبه از حلپذیر متناهی گروه یک G کنیم فرض .1 . 2 لم

زیر شرایط ١ ≤ i ≤ s هر براي و hm = qβ١١ · · · qβs
s آنگاه باشد، G هال π-زیرگروههاي تعداد hm و π = {p١, . . . , pr}

است: برقرار
qβi؛

i ≡ ١ (mod pj) بهقسمیکه است موجود اي pj (الف)

است. بخشپذیر qβi

i توسط G اصلی فاکتورهاي از بعضی مرتبه (ب)
شود. مراجعه [7] مرجع به اثبات.

اگر است. G مرتبه فرد اول شمارنده p و (p,m) = ١ آن در که n = psm و باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض .2 . 2 لم
است. ps از مضربی یا صفر یا n مرتبه از عناصر تعداد آنگاه ،s > ١ و نباشد دوري G سیلوي p-زیرگروه

شود. مراجعه [10] مرجع به اثبات.
و است متناهی G آنگاه باشد، متناهی s := sup(nse(G)) اگر باشد. عنصر دو از بیش شامل گروه یک G کنیم فرض .3 . 2 لم

. |G| ≤ s(s٢ − ١)

شود. مراجعه [13] مرجع به اثبات.
،G(m) = {g ∈ G : gm = ١} اگر باشد. G مرتبه از مثبت صحیح شمارنده یک m و متناهی گروه یک G کنیم فرض .4 . 2 لم

است. |G(m)| شمارنده یک m آنگاه
شود. مراجعه [5] مرجع به اثبات.
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.Sz(٢٩) گروه هممرتبه عناصر تعداد :1 جدول
i مرتبه i مرتبه از عناصر تعداد
١ ١
٢ ۵ · ٧ · ١٣ · ٣٧ · ٧٣ · ١٠٩
۴ ٢٩ · ۵ · ٧ · ١٣ · ٣٧ · ٧٣ · ١٠٩
۵ ٢١٨ · ٧ · ١٣ · ٣٧ · ٧٣
٧ ٢١٨ · ٣ · ۵ · ١٣ · ٣٧ · ١٠٩
١٣ ٢١٨ · ٣ · ۵ · ٧ · ٧٣ · ١٠٩
٣٧ ٢١٨ · ٣٢ · ۵ · ٧ · ٧٣ · ١٠٩
٧٣ ٢٢٠ · ٣٢ · ۵ · ١٣ · ٣٧ · ١٠٩
١٠٩ ٢١٨ · ٣٣ · ٧ · ١٣ · ٣٧ · ٧٣
۴٨١ ٢٢٠ · ٣٣ · ۵ · ٧ · ٧٣ · ١٠٩
۵١١ ٢٢١ · ٣٣ · ۵ · ١٣ · ٣٧ · ١٠٩
۵۴۵ ٢٢٠ · ٣٣ · ٧ · ١٣ · ٣٧ · ٧٣

ϕ آن در که ϕ(i) | mi(G) و i | ∑j|i mj(G) اینصورت در .i ∈ ω(G) و باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض .5 . 2 لم
است. زوج mi(G) آنگاه ،i > ٢ اگر بهویژه، است. اویلر تابع

یک در i مرتبه از عناصر تعداد که است واضح است. ∑j|imj(G) شمارنده یک i میدهد نتیجه 4 . 2 لم آنگاه ،i ∈ ω(G) اگر اثبات.
درنتیجه .mi(G) = ϕ(i)k آنگاه باشد، i مرتبه از G دوري زیرگروههاي تعداد k اگر بنابراین است. ϕ(i) برابر i مرتبه از دوري گروه
نیز mi(G) میگیریم نتیجه ،ϕ(i) | mi(G) چون و است زوج ϕ(i) آنگاه ،i > ٢ اگر بهویژه، است. mi(G) شمارنده یک ϕ(i)

است. زوج

است: زیر اعداد از یکی دقیقا Sz(q) هممرتبه عناصر تعداد اینصورت در باشد. سوزوکی ساده گروه Sz(q) کنیم فرض .6 . 2 لم

q(q؛ − ١)(q٢ + ١) ،(q − ١)(q٢ + ١) ،١ (الف)

میشمارد؛ را q ±√٢q + ١ عدد i > ١ آن در که ϕ(i)q٢(q ∓√٢q + ١)(q − ١)/۴ (ب)

میشمارد. را q − ١ عدد i > ١ آن در که ϕ(i)q٢(q٢ + ٢/(١ (پ)

شود. مراجعه [2.9 گزاره ،1] مرجع به اثبات.

است. 1 جدول در مندرج اعداد ،Sz(٢٩) سوزوکی ساده گروه هممرتبه عناصر تعداد .7 . 2 نتیجه

است. 6 . 2 لم از مستقیم نتیجه اثبات.

اصلی قضیه اثبات 3
G که میکنیم یادآوري میدهیم. نمایش H با را Sz(٢٩) سوزوکی ساده گروه پس، این از میپردازیم. 1 . 1 قضیه اثبات به بخش، این در

میکند. صدق nse(G) = nse(H) شرط در که است گروهی

.π(G) = {٢, ۵, ٧, ١٣, ٣٧, ٧٣, ١٠٩} و است متناهی اینصورتGگروهی در باشد. برقرار 1 . 1 قضیه مفروضات کنیم فرض .1 . 3 لم
آنگاه باشد، فرد عدد p ∈ π(G) اگر همچنین،

np(G)؛ = mp(G)/ϕ(p) و |Gp| = p آنگاه ،p ̸= ١٣ اگر (الف)

.i = ١ یا ٢ آن در که np(G) = mpi(G)/ϕ(pi) و |Gp| = pi آنگاه ،p = ١٣ اگر (ب)
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.1 . 3 لم اثبات در ١+mi(H) مقادیر :2 جدول
i مرتبه ١+mi(H)
١ ٢
٢ ٢٩ · ٣ · ٨٧٢١١
۴ ١١ · ٣٣١ · ١٨٨٣٧٠٠١
۵ ۵ · ١١ · ۴١ · ٢٨۵٧٣٢٣١
٧ ٧ · ٣١ · ۴٣ · ٢٢٠٩۴٠١١
١٣ ١٣ · ١۶٣ · ٣٣٧٣ · ٣٠۶۴٣
٣٧ ٢٣ · ٣٧ · ٧٧٢٠٩۴١٧١
٧٣ ٧٣ · ٩٨٧١ · ٣۴٣٣٢٠٧
١٠٩ ١٩ · ١٠٩ · ٧۵٧٣ · ١١٠٩٢٣
۴٨١ ٢٧٩٧ · ٢٨١٨٩۵٨٠۵٣
۵١١ ۶١ · ١۵١ · ١۶١١۴٩٣١٧١
۵۴۵ ۴٢۵٩ · ١۶٣٣٨٨۶٩٨٧

کنیم فرض است. متناهی گروه یک G که میدهد نتیجه 3 . 2 لم است، متناهی sup(nse(H)) و nse(G) = nse(H) چون اثبات.
آمده 2 جدول در منحصربه است ١ + mp(G) شمارندهي یک p اول عدد ،5 . 2 لم بنابر اینصورت در باشد. |G| اول شمارنده یک p

بنابراین و است محاسبه قابل p درنتیجه است. mp(G) شمارنده یک p− ١ = ϕ(p) عدد ،5 . 2 لم به توجه با است.
π(G) ⊆ {٢, ۵, ٧, ١١, ١٣, ١٩, ٣١, ٣٧, ۶١, ٧٣, ١٠٩}.

اینصورت در

mp(G) =


mp(H), p = ٢, ۵, ٧, ١٣, ٣٧, ٧٣, ١٠٩;
m۴(H), p = ١١;
m١٠٩(H), p = ١٩;
m٧(H), p = ٣١;
m۵١١(H), p = ۶١.

(1 . 3)

١٣٣٩۵۶٠٩۵ = که می کنیم مشاهده ،1 جدول به توجه با ابتدا ادعا، این اثبات براي .١١, ١٩, ٣١, ۶١ /∈ π(G) میکنیم ادعا
٢ ∈ π(G) میگیریم نتیجه 5 . 2 لم از لذا است. nse(G)− {١} مجموعه از فرد طبیعی عدد تنها ۵ · ٧ · ١٣ · ٣٧ · ٧٣ · ١٠٩
از عضوي G گروه ،5 . 2 لم بنابر آنگاه ،p ∈ {١١, ٣١, ۶١} بهقسمیکه باشد G مرتبه اول شمارنده p اگر .m٢(G) = m٢(H) و
مضربی m٢(G) نتیجه در و میکند عمل ثابت نقطه بهطور تزویج با ٢ مرتبه از عناصر تمام مجموعه روي Gp بنابراین ندارد. ٢p مرتبه
،4 . 2 لم بنابر بنابراین .١٩٢ /∈ ω(G) که میدهد نتیجه 5 . 2 لم آنگاه ،١٩ ∈ π(G) اگر است. تناقض یک این که است |Gp| از
٣ پس .n١٩(G) = m١٩(G)/ϕ(١٩) و |G١٩| = ١٩ لذا میشمارد. را ١ + m١٩(G) عدد ،G سیلوي ١٩-زیرگروه مرتبه
داریم و میشود اثبات ما ادعا نتیجه در .١٩ /∈ π(G) بنابراین است. اول ٣ به نسبت |G| حالیکه در است n١٩(G) شمارنده یک

.{٢} ⊆ π(G) ⊆ {٢, ۵, ٧, ١٣, ٣٧, ٧٣, ١٠٩}
میکند ایجاب 5 . 2 لم اینصورت در باشد. ٢-گروه یک G و نباشد چنین کنیم فرض نیست. ٢-گروه یک G میدهیم نشان حال
میگیریم نتیجه ،|nse(G)| = ١٢ چون اکنون .|ω(G)| ≤ ٢٣ لذا و ٢a /∈ ω(G) ،a ≥ ٢٣ مثبت صحیح عدد هر براي که

میدهیم: قرار ،i ∈ ω(H) هر براي .١٢ ≤ |ω(G)| ≤ ٢٣

ki := |{j ∈ ω(G) : mj(G) = mi(H)}| (2 . 3)
یک G چون حال .١٢ ≤∑

ki ≤ ٢٣ و k١ = k٢ = k٣ = ١ میکنیم توجه شدهاند. داده 1 جدول در mi(H) اعداد آن در که
داریم است، ∑٢-گروه

i∈ω(H)

kimi(S) = |G| = ٢b.

شامل π(G) بنابراین نیست. ٢-گروه یک G رو این از ندارد. جوابی هیچ معادله این که کرد بررسی 1 جدول از استفاده با میتوان بهسادگی
.p ∈ {۵, ٧, ١٣, ٣٧, ٧٣, ١٠٩} که است p فرد اول عدد
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گروه ،(1 . 3) رابطه و 5 . 2 لم از استفاده با اینصورت در .p ∈ {٣٧, ٧٣, ١٠٩} کنیم فرض میپردازیم. (الف) قسمت اثبات به حال
نتیجه ،2 جدول به توجه با باشد. ١ + mp(G) شمارنده یک |Gp| میکند ایجاب 4 . 2 لم لذا و نیست p٢ مرتبه از عضوي داراي G
میگیریم نتیجه 5 . 2 لم به توجه با آنگاه باشد، ٧ یا ۵ اعداد از یکی p اگر حال است. صحیح ١٠٩ و ٧٣ ،٣٧ اول اعداد براي (الف) میگیریم
شمارنده یک p٢ چون .mp٢(G) = m٣٧(H) میکند ایجاب 5 . 2 لم آنگاه ،p٢ ∈ ω(G) اگر .pi /∈ ω(G) ،i ≥ ٣ براي که
است. np(G) از شمارنده یک ٣ پس .np(G)ϕ(p٢) = mp٢(G) لذا و است دوري Gp زیرگروه ،2 . 2 لم بنابر نیست، m٣٧(H)
شمارنده یک |Gp| ،4 . 2 لم بنابر لذا ،p٢ /∈ ω(G) که میگیریم نتیجه رو این از است. تناقض یک این و است ٣ از مضربی |G| بنابراین
اول اعداد این براي (الف) قسمت بهسادگی و p ∈ {۵, ٧} آن در که |Gp| = p میگیریم نتیجه ،2 جدول بنابر است. ١+mp(G)

میشود. اثبات (الف) بنابرین است. برقرار نیز
نیست. ١٣i مرتبه از عنصري شامل G گروه ،i ≥ ٣ هر براي ،5 . 2 لم بنابر میکنیم، توجه ابتدا میپردازیم. (ب) قسمت اثبات به اکنون
از دوري G١٣ میگیریم، نتیجه 2 . 2 لم از نمیشمارد، را m٧(H) عدد ١٣٢ و m١٣٢(G) = m٧(H) چون ،١٣٢ ∈ ω(G) اگر
١+m١٣(G) شمارنده یک |G١٣| ،4 . 2 لم بنابر لذا و ،m١٣(G) = m١٣(H) آنگاه ،١٣٢ /∈ ω(G) اگر حال است. ١٣٢ مرتبه

میشود. اثبات p = ١٣ اول عدد براي (ب) قسمت بنابراین است. ١٣ مرتبه از دوري G١٣ ،2 جدول به توجه با است.
اول اعداد از یکی شامل حداقل π(G) میکنیم توجه .π(G) = {٢, ۵, ٧, ١٣, ٣٧, ٧٣, ١٠٩} میدهیم نشان پایان در
است A مجموعه از اول اعداد بقیه شامل لزوماً π(G) میدهیم نشان زیر روش با است. A = {۵, ٧, ١٣, ٣٧, ٧٣, ١٠٩} مجموعه
شمارنده یک ٧ لذا .n۵(G) = m۵(G)/ϕ(۵) داریم، (الف) بنابر آنگاه ،۵ ∈ π(G) اگر مثال براي میکند. کامل را اثبات این و

میشود. ثابت حکم زیر نمودار طبق فرایند این تکرار با .٧ ∈ π(G) بنابراین است. n۵(G)

۵ ∈ π(G) → ٧ ∈ π(G) → ١٣ ∈ π(G)
↑ ↓

٣٧ ∈ π(G) ← ٧٣ ∈ π(G) ← ١٠٩ ∈ π(G)

میشود. ثابت (ب) قسمت ترتیب بدین
میشمارد. را ۴ عدد |G|/|H| آنگاه باشد، برقرار 1 . 1 قضیه مفروضات اگر .2 . 3 لم

|Gp| = لذا و ،|Gp| = p داریم (الف) قسمت 1 . 3 لم بنابر اینصورت در .p ∈ {۵, ٧, ٣٧, ٧٣, ١٠٩} کنیم فرض اثبات.
ثابت نقطه بدون ١٠٩ مرتبه از عناصر مجموعه روي G١٣ بنابراین ندارد. ١٣ · ١٠٩ مرتبه از عضوي G گروه ،5 . 2 لم بنابر .|Hp|
کنیم فرض .|G١٣| = |H١٣| لذا .|G١٣| = ١٣ بنابراین و است |G١٣| از مضربی m١٠٩(G) اینرو از و میکند عمل تزویج با
دوري زیرگروههاي تعداد k اگر بنابراین، .m٢١٨(G) ∈ {m۴٨١(H),m۵١١(S)} اینصورت در .٢ · ١٠٩ = ٢١٨ ∈ ω(G)
میگیریم نتیجه اند، مزدوج G در G سیلوي ١٠٩-زیرگروههاي مرکزسازهاي همه آنجاییکه، از آنگاه باشد، CG(G١٠٩) در ٢ مرتبه از
مجموعه روي G٢ لذا است. تناقض یک این که بشمارد، را m٢١٨(G) باید m١٠٩(G) پس .m٢١٨(G) = kϕ(٢١٨)n٢١٨(G)
طرفی، از .|G٢| | ٢٢٠ بنابرین است. |G٢| از مضربی m١٠٩(G) لذا و میکند، عمل تزویج با ثابت نقطه بهصورت ١٠٩ مرتبه از عناصر
عدد |G٢|/|Hپس|٢ .|G٢| ∈ {٢١٨, ٢١٩, ٢٢٠} بنابراین میشمارد. را G٢ مرتبه ،٢١٨ که میدهد نتیجه این .n١٠٩(G) | |G|

میشمارد. را ۴ عدد |G|/|H| بنابراین میشمارد. را ۴
نیست. حلپذیر G گروه آنگاه باشد، برقرار 1 . 1 قضیه مفروضات اگر .3 . 3 لم

با اکنون .n٧(G) = ٢١٧ · ۵ · ١٣ · ٣٧ · ١٠٩ میکند ایجاب 1 . 3 لم اینصورت در باشد. حلپذیر گروه یک G کنیم فرض اثبات.
است. تناقض یک که ،۵ ≡ ١ (mod ٧) میگیریم نتیجه 1 . 2 لم به استناد

سوزوکی ساده گروه H = Sz(٢٩) آن در که nse(G) = nse(H) بهقسمیکه باشد گروه یک G کنیم فرض .1 . 1 قضیه اثبات
دارد وجود ١⊴N ⊴M ⊴G نرمال سري بنابراین، است. غیرحلپذیر و متناهی G گروه ،3 . 3 و 1 . 3 لمهاي بنابر اینصورت در است.
فرض است. هم با یکریخت آبلی غیر ساده گروههاي مستقیم حاصلضرب M/N و G ماکسیمال حلپذیر نرمال زیرگروه N بهقسمیکه

کنیم
M/N ∼= S١ × · · · × Sr,

١⊴N ⊴ چون و میشمارد را ۴ عدد |G|/|H| کسر ،2 . 3 لم بنابر یکریختاند. هم با دوبهدو آبلی غیر ساده گروههاي Siها آن در که
غیر ساده گروههاي تنها سوزوکی گروههاي که میدانیم است. آبلی غیر ساده گروه یک M/N لذا و r = ١ میگیریم نتیجه ،M ⊴G
|M/N | چون است. ٢ از فردي توان q′ آن در که است یکریخت Sz(q′) با M/N بنابراین است. اول ٣ به نسبت آنها مرتبه که آبلیاند
G = M ∼= H نتیجه، در .N = ١ بنابراین .q′ = ٢٩ که میگیریم نتیجه است، ۴ شمارنده یک |G|/|H| و میشمارد را G مرتبه

میکند. ثابت را حکم این و
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A characterization of the Suzuki group Sz(29) by the set of the
number of elements with the same order
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Abstract: LetG be a group, and let nse(G) be the set of the number of elements with the same order in
G. In this paper, we prove that ifG is a group and Sz(29) is the Suzuki simple group such that nse(G) =
nse(Sz(29)), thenG is isomorphic to the Suzuki simple group Sz(29). In other words, we prove that the
simple Suzuki group Sz(29) is uniquely determined by its set of the number of elements with the same
order. Consequently, Thompson’s problem is true for the Suzuki simple group Sz(29).
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