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کاربردها برخی و ویژگی ها وابسته: تصادفی متغیرهاي از رده یک
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متغیرهاي از بزرگی رده هاي شامل که ،APND، وابسته تصادفی متغیرهاي از رده یک نخست مقاله این در چکیده:
از رده این ارتباط سپس می شوند. معرفی هستند، مثبت وابسته تصادفی متغیرهاي از رده ها برخی و منفی وابسته تصادفی
گشتاوري نامساوي هاي شامل اساسی روابط از تعدادي و تشریح وابسته متغیرهاي از شده  شناخته رده هاي برخی با متغیرها
متغیرهاي از اختیاري آرایه اي حدي رفتار پایان در می شوند. اثبات آن هاي رده زیر یا APND رده براي ماکسیمال و

می گیرند. قرار مطالعه مورد تصادفی

ماکسیمال. نامساوي ،APND تصادفی متغیرهاي منفی، وابسته تصادفی متغیرهاي کلیدي: واژه هاي

60F05, 60F15 ریاضی: ردهبندي

نیازها پیش و مقدمه 1
از گرفتند. قرار بررسی مورد و معرفی [8] توسط آن دنبال به و [7] توسط بار اولین تصادفی متغیرهاي بین منفی و مثبت وابستگی مفاهیم
بسیاري هاي نگاه که گردید موجب طبیعی هاي پدیده سازي مدل در آنان هاي دیدگاه و تعاریف سازگاري گذرد. نمی زیادي مدت زمان آن
بین سازي خنثی خاصیت .( [6] و [16] نمونه عنوان (به گردد گذاري پایه زمینه این در زیادي تحقیقات و معطوف آنان نتایج به محققین از
انجام بیشتري سرعت با زمینه این در تحقیقات و گرفته قرار توجه مورد بیشتر متغیرها اینگونه که گردید موجب منفی وابسته تصادفی متغیرهاي
مشاهده کمتر منفی وابسته هاي پدیده واقعی دنیایی در اما باشد، اسانتر متغیرهاي چنین مطالعه رسد می نظر به چند هر .([1] ، [2]) پذیرد
تصادفی متغیرهاي شامل که ،APND وابسته تصادفی متغیرهاي رده منفی، وابسته تصادفی متغیرهاي گسترش هدف با [12] شوند. می
بررسی مورد را متغیرها این حدي رفتارهاي از برخی و معرفی را باشد، می مثبت وابسته تصادفی متغیرهاي هاي رده از برخی و منفی وابسته

گردند. می معرفی متغیرها این از دیگر ویژگی چند 2.1 بخش در دادند. قرار
فضاي برروي تصادفی متغیرهاي از دنباله یک و احتمال فضاي دهنده نشان ترتیب به {Xn, n ≥ ١} و (Ω, F, P ) مقاله، سرتاسر در
مثال چند ارایه با و یادآوري APND تصادفی متغیرهاي تعریف جزئی، اصلاحات پاره اي اعمال با نخست بود. خواهد یکسان احتمال
بیان مرتبط نامساوي هاي و اساسی ویژگی هاي از برخی دوم بخش در می شوند. تشریح تصادفی متغیرها از رده اي چنین ویژگی هاي از تعدادي
تصادفی کراندار چزارو اختیاري تصادفی متغیرهاي از آرایه اي وزنی مجموع حدي رفتار خصوص در قضیه یک پایان در شد. خواهند اثبات و

می شود. ثابت
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با (APNUOD) منفی وابسته راستا هم بالا از دوبدو مجانبی طور به را {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي دنباله .1 . 1 تعریف
، i, j ≥ ١ ،Xj و Xi تصادفی متغیرهاي از زوج هر براي اگر نامیم (q١(n) = o(n−α), α > ٠) ،q١ پارامتر

P (Xi > xi, Xj > xj) ≤ (١ + q١(|i− j|))P (Xi > xi)P (Xj > xj). (1 . 1)
از دوبدو مجانبی طور به تصادفی متغیرهاي دنباله تعریف ،q٢ پارامتر با q١ تعویض و (1 . 1) نابرابري طرف دو هاي نامساوي جهت تغییر با
هم دوبدو مجانبی طور به را {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي دنباله شود. می حاصل (APNLOD) منفی وابسته همراستا پایین

باشد. APNUOD هم و APNLOD هم اگر نامیم ،APND اختصار به یا ،(APNOD) منفی وابسته راستا
X١, ..., Xn دنباله زیر هر براي اگر نامیم (WD) وابسته ضعیف طور به را {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي دنباله .2 . 1 تعریف
صدق زیر شرط در آنها حاشیه اي و توام احتمال) تابع احتمال(یا چگالی تابع که قسمی به باشند موجود b(n) ≥ ١ و a(n) ≤ ١ مقادیر

کند:

a(n)
n∏

i=١

fi(xi) ≤ f(x١, x٢, · · · , xn) ≤ b(n)
n∏

i=١

fi(xi). (2 . 1)

قرار بررسی مورد [15] توسط که می شود نامیده (WND) منفی وابسته ضعیف طور به X١, ..., Xn متغیرهاي a(n) = ٠ اگر
گرفته اند.

{q(n), n ≥ ١} پارامترهاي با (AWD) وابسته ضعیف مجانبی طور به را {Xn, n ≥ ١} تصادفی متغیرهاي دنباله .3 . 1 تعریف
X١, ..., Xn متناهی دنباله زیر هر براي اگر نامیم (q(n) ≥ ١ و α(n) ≤ ١ ،α(n) ∼ ١ ، q(n) ∼ ١) {α(n), n ≥ ١} و

xi, xj ∈ R تمام براي و ١ ≤ i ̸= j ≤ n هر ،
α(|i− j|)fi(xi)fj(xj) ≤ fi,j(xi, xj) ≤ (q(|i− j|))fi(xi)fj(xj). (3 . 1)

وابستگی دامنه و نوع تعیین شامل تحلیل و تجزیه این است. ضروري وابستگی تحلیل و تجزیه و مفاهیم درك ها، پدیده سازي مدل در
است متغیره چند تابع یک مفصل است. مفصل تابع ها، وابستگی تحلیل و نوع تعیین براي مهم ابزار یک کند. اختیار تواند می مدل که است
نمونه به مفصل، تعریف مرور از پس کند. می مشخص را آنها متغیره) اي(یک حاشیه توزیع توابع و متغیره) توام(چند توزیع تابع بین ارتباط که

داد. نمایش نیز مقاله، این در شده معرفی وابستگی ساختارهاي حسب بر را آنها توان می که شد خواهد اشاره هاي مفصل از هاي
کند: صدق زیر شرایط در اگر نامیم بعدي n مفصل یک را C : In −→ I تابع ،n ≥ ٢ هر براي .4 . 1 تعریف

است. نانزولی مختصاتی طور به الف:
.C(u) = 0 باشد، صفر برابر آن هاي مولفه از یکی حداقل که u ∈ In هر براي ب:

i = ١, ٢, ..., n, ui ∈ I تمام براي ج:
C(١, ..., ١, ui, ١, ..., ١) = ui.

داریم i = ١, ..., n, ai ≤ bi که a = (a١, ..., an), b = (b١, ..., bn) ∈ In هر براي یعنی است، افزایشی n ,C د:
٢∑

j١=١

...
٢∑

jn=١

(−١)j١+...+jnC(u١j١, ..., unjn) ≥ ٠

. ui١ = ai, ui٢ = bi , i = ١, ..., n هر براي که
داده نشان اي حاشیه توزیع توابع و توزیع تابع مفصل، تابع بین ارتباط است، شده اثبات و بیان (1959) اسکلار توسط که زیر قضیه در

شود. می
قسمی به دارد وجود C بعدي n مفصل باشد. F١, ..., Fn اي حاشیه توزیع توابع با بعدي n توام توزیع تابع F کنید فرض .5 . 1 قضیه

، (x١, x٢, ..., xn) = x ∈ R̄n هر براي که
F (x١, x٢, ..., xn) = C(F١(x١), F٢(x٢), ..., Fn(xn)). (4 . 1)

RanF١ × RanF٢ × ... × RanFn برروي C صورت این غیر در بود، خواهد بفرد منحصر C باشند، پیوسته F١, ...Fn اگر
(1.4) وسیله به که F تابع پس باشند، توزیع توابع F١, ...Fn و بعدي n مفصل یک C اگر بالعکس شود. می تعیین بفرد منحصر طور به

بود. خواهد F١, ...Fn اي حاشیه توزیع توابع با بعدي n توزیع تابع یک شود می تعریف
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باشد پیوسته مطلقا C که صورتی در

c(u١, ..., un) =
∂nC(u١, ..., un)

∂u١∂u٢...∂un

آنگاه باشد، i = ١, ..., n ،Fi و F چگالی تابع ترتیب به i = ١, ..., n, fi و f اگر نامیم. C مفصل چگالی را

f(x١, ..., xn) = c(F١(x١), ..., Fn(xn))f١(x١), ..., fn(xn).

شوند. می معرفی پرکاربرد و مهم هاي مفصل از برخی ادامه در
ضابطه با مفصل این .(AMH) حق - -میکاییل علی مفصل الف:

Cα(u, v) =
uv

١ − α(١ − u)(١ − v)
, (u, v) ∈ I2

شود. می تعریف ،|α| ≤ ١ آن در که
خانواده ب:

Cθ(u, v) = uvexp(θ(١ − u)(١ − v)), u, v ∈ I2,−1 ≤ θ ≤ 1,

باشد. می مشهور NC مفصل به
کند می پیروي زیر ضابطه از (GB) بارنت - گامبل هاي مفصل خانواده ج:

Cα(u, v) = uvexp(−αlnulnv), u, v ∈ I2,−1 ≤ α ≤ 1,

خانواده د:

Cα(u, v) = uv(١ + α(١ − u)(١ − v)), u, v ∈ I2,−1 ≤ α ≤ 1.

است. مشهور (FGM مورگنسترن( - گمبل فارلی، خانواده به ها، مفصل از
حاشیه هاي توزیع توابع و F توام توزیع تابع با تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض گردد. می تعریف FGM توزیع مشابه ي ضابطه با

اگر است α پارامتر با FGM توزیع داراي (X, Y ) باشند. FY و FX اي

F (x, y) = FX(x)FY (y)(١ + α(١ − FX(x))(١ − FY (y)), |α| < ١.

آنان با مرتبط نتایج و مراجع و [4] و [6] ،[10] در توانید می را اخیر هاي مفصل هاي ویژگی و کاربردها مفاهیم، خصوص در بیشتري شرح
است. شده بررسی و معرفی [22] توسط NC مفصل بیابید.

.([9]،[6]) باشد می AWD و NA ،NLOD، NUOD ([11]) PND متغیرهاي شامل APND متغیرهاي رده .6 . 1 مثال
پارامترهاي با ترتیب به APND متغیرهاي خانواده از هایی رده زیر GB و NC ،AMH مفاصل ، FGM توزیع) (و مفصل همچنین

هستند. q = e−α و q = eθ ، ١
١−α

، ١ + α

مفصل ٠ < α ≤ ٠٫ ٩۵ ، C(x, y) = xy
١+α(١−x)(١−y)

مفصل با تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض .7 . 1 مثال
نمایش (ب) و مفصل این چگالی 1(الف) شکل در باشد. c(X,Y ) مفصل چگالی و ، شده) محدود پارامتر (با حق میکائیل (ارشمیدسی)علی

شود. می ملاحظه آن هندسی
است کراندار 2 به بالا از AMH مفصل چگالی تابع مقدار پارامتر، براي شده ذکر شرایط تحت دهد، می نشان (18) میپل افزار نرم نتایج
ذکر محدودیت (تحت حق میکائیل علی مفصل با متغیرهایی لذا است). شده محاسبه مرحله دو در بالا کران مقدار زینی نقطه وجود دلیل (به
که داد نشان توان می مشابه شیوه با باشد می منفی α که هنگامی براي باشند. می b = ٢ ازاي به WD نوع از ( پارامتر براي شده
به کلایتون مفصل براي مشابهی ویژگی اند. مناسب پارامتر با WD همچنان شده) محدود پارامتر حق(با میکائیل علی مفصل با متغیرهایی
در مختصات) مبدا اطراف توزیع(در هاي دم برروي بجز مفصل، باشد، منفی پارامتر که هنگامی در است. برقرار نامنفی پارامترهاي مقدار ازاي
ویژگی داراي توزیع، هاي دم برروي بجز θ = −٠٫ پارامتر۵ ازاي به و مفصل این براي نمونه عنوان به کند. می صدق APND شرط

است. APND هاي توزیع
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(ب) (الف)
a = ٠٫ ٩۵ ازاي به مفصل چگالی نمودار ب- مفصل، چگالی الف- :1 شکل

اجزا یا سیستم ها، سیستم از برخی در باشد. می آن افتادن کار از وقوع بدون سیستم عملکرد تداوم احتمال مبین سیستم اعتماد قابلیت
وارد تنش مقابل در آن مقاومت به وابسته قطعه) یا (جزء سیستم عملکرد گیرند. می قرار تنش، خارجی، نیروي تاثیر تحت سیستم قطعات) (یا
غلبه احتمال R = P (X ≤ Y ) آنگاه باشد، آن به شده تحمیل تنش X و سیستم(قطعه) مقاومت دهنده نشان Y اگر است. شده
و سیستم اعتماد قابلیت پارامتر را آن بوده سیستم کارایی از اندازه یک R بود. خواهد سیستم عملکرد ادامه و بودن فعال و تنش بر مقاومت
آن بر وارده فشار برابر در نظر مورد مولفه استقامت بررسی به تنش-مقاومت مدل واقع در نامند. مقاومت تنش- الگوهایی را الگوهایی چنین
توجه مورد آن خصوصیات و ها ویژگی بررسی و R پارامتر اخیرا هستند. تصادفی متغیري کدام هر استقامت و وارده فشار میزان که پردازد می

است. گرفته قرار [5] جمله آن از بسیاري محققین
چندان عمل در که فرضی باشند، می هم از مستقل مقاومت و تنش با متناظر هاي متغیر که شود می فرض عموما مقاومت تنش- الگوهاي در
نمونه عنوان به باشد. ،Y مقاومت، از بیش ،X ، شده تحمیل تنش اگر شود می خراب سیستم هایی، حالت چنین در نیست. بینانه واقع
هم از متغیر دو این پذیرفت توان می بندرت بگیریم، نظر در مقاومت را عرضه و تقاضا را تنش اگر بگیرید. نظر در را تقاضا و عرضه موضوع
،WD جنس از نمونه عنوان به همبستگی، نوع یک Y و X متغیر دو بین که پذیرفت توان می حالت این در رسد می نظر به باشند. مستقل

. باشد برقرار
اگر صورت این در باشد. شده) محدود پارامتر با AMH مفصل (یا WD وابستگی ساختار داراي (X, Y ) کنید فرض .8 . 1 مثال

زیر روابط و R ،1.2 تعریف از باشد، متغیرها استقلال تحت سیستم کارایی اندازه R∗ و Y ∼ Poi(λ) ، X ∼ G(p)

a(١ − e−λp) = a
∞∑
y=١

y∑
x=١

p(١ − p)x−١ e
−λλy

y!
= aR∗

≤
∞∑
y=١

y∑
x=١

P (X = x, Y = y) = R

≤ b

∞∑
y=١

y∑
x=١

p(١ − p)x−١ e
−λλy

y!
= b(١ − e−λp) = bR∗

می باشد. برقرار WD وابستگی ساختار با متغیر دو هر براي گزاره این .aR∗ ≤ R ≤ bR∗ که شود می نتیجه

اصلی نتایج 2
قسمت میـشود. آورده وابسته تصادفی متغیرهاي براي نامساوي ها چند دوم قسمت در و اساسی ویژگی هاي برخی بخش این اول قسمت در
مختلف هاي مکان در که است ثابتی مقدار c ادامه در است. یافته اختصاص تصادفی متغیرهاي از اختیاري دنباله یک حدي رفتار به سوم

باشد. متفاوتی مقادیر می تواند

اساسی هاي ویژگی 1 . 2
گیرند. می قرار بحث مورد آنها کوواریانس ساختار جمله از APND تصادفی متغیرهاي اساسی هاي ویژگی از برخی بخش این در
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و i و همراستا توابع از دنباله یک {fn, n ≥ ١} و APND تصادفی متغیرهاي از اي دنباله {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .1 . 2 لم
باشند. طبیعی عدد دو j

هاي نامساوي از یک هر جایگزینی از که روابطی با است) شده اشاره آن به 1.1 تعریف در که روابطی سایر (و (1.1) روابط مجموعه (الف)
می حاصل Xj ≥ xj یا Xi < xi, Xj < xj, Xi ≥ xi متناظر روابط با Xj > xj یا Xi > xi ،Xj ≤ xj ،Xi ≤ xi

است. ارز هم شود،
هستند. q٢ و q١ اولیه هاي پارامتر همان با APND متغیرهاي از دنباله یک {fn(Xn), n ≥ ١} (ب)
P (Xi ≥ xi, Xj < xj) ≥ P (Xi ≥ xi)[١ − (١ + q٢|i− j|)P (Xj ≥ xj)]. (پ)
P (Xi ≤ xi, Xj > xj) ≥ P (Xi ≤ xi)[١ − (١ + q١|i− j|)P (Xj ≤ xj)]. (ت)

E(XiXj) ≤ (١ + q٢ |i− j|)E(|Xi|)E(|Xj|). (ث)
Cov(Xi, Xj) ≤ max(q٢(|i− j|), ١)E|Xi|E|Xj|). (ج)

راست طرف ریاضی امیدهاي آنکه بر .مشروط ،Cov(Xi, Xj) ≤ ۴q٢(|i−j|)
(r−١)٢ E(|Xi|r)E(|Xj|r) ،r > ١ مانند ثابتی براي (چ)

باشند داشته وجود
شود. می نتیجه [11] از 2 لم اثبات شیوه و هافدینگ لم از (ث) اثبات بیابید. [11] از 1 لم در توانید می را (ت) (پ)، (ب)، (الف)، اثبات اثبات.
جزئی اصلاح یک با ،X = X+ −X− ، کلی حالت در (ج) اثبات است. شده اثبات [11] از 2 لم در نامنفی تصادفی متغیرهاي براي (ج)
برابري از نتیجه یک (چ) شود. می حاصل Cov(X−

i , X
+
j ) ≥ −E(X−

i )E(X+
j ) که نکته این گرفتن نظر در و [11] از 2 لم از

باشد. می چف بی چی نامساوي و هافدینگ

ها نامساوي 2 . 2
ارتباط در نامساوي یک همراه به وابسته متغیرهاي جزیی هاي مجموع ماکسیمم و ماکسیمم مجموع، با ارتباط در نامساوي چند قسمت این در

شوند. می اثبات آنها مستقل هاي نسخه و وابسته متغیرهاي گشتاورهاي با
داریم u, v ∈ R هر براي آنگاه باشند، b و a پارامترهاي با WD تصادفی متغیرهاي Y و X کنید فرض .2 . 2 لم

max(A,B) ≤ P (X + Y < u)

≤ P (X < u+ v)(١ − aP (Y < −v)) + P (Y < −v)

.B = P (X < u− v)− P (Y > v) و A = bP (X < u+ v)P (Y < −v) آن در که
از بیابید. [13] از 7.1 لم در توانید می را P (X + Y < u) ≥ B درستی براي برهانی اثبات.

P (X + Y < u) ≥ P ((X < u+ v) ∩ (Y < −v))

≥ bP (X < u+ v)P (Y < −v) = A

از همچنین شود. می نتیجه چپ) (طرف نامساوي اولین

P (X + Y < u) ≤ P ((X < u+ v) ∪ (Y < −v))

= P (X < u+ v) + P (Y < −v)− P ((X < u+ v) ∩ (Y < −v))

≤ P (X < u+ v)(١ − aP (Y < −v)) + P (Y < −v)

گردد. می کامل اثبات
آنگاه باشد، {qn} پارامتر با WND همتوزیع تصادفی متغیرهاي از اي دنباله {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض .3 . 2 لم

(i) nP (X > t)− ln(qn) ≤ − ln(١ − P (max
١≤i≤n

Xi > t)),

(ii) nP (|X| > t)− ln(qn) ≤ −٢ ln(١ − P (max
١≤i≤n

|Xi| > t)).
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Xi−لذا < |Xi| و Xi ≤ |Xi| چون اثبات.

P (maxXi > t) ≤ P (max |Xi| > t)

و
P (max(−Xi) > t)) ≤ P (max |Xi| > t).

داریم ١ − x ≤ e−x شده شناخته نامساوي از

P (max
١≤i≤n

Xi > t) = ١ − P (max
١≤i≤n

Xi ≤ t) = ١ − P (X١ ≤ t, . . . , Xn ≤ t),

≥ ١ − qnP
n(X ≤ t)

= ١ − qn(١ − P (X > t))n

≥ ١ − qn(exp(−nP (X > t)),

بنابراین و

ln(١ − P (max
١≤i≤n

Xi > t)) ≤ ln(qn exp(−nP (X > t)))

⇒ nP (X > t)− ln qn ≤ − ln(١ − P (max
١≤i≤n

Xi > t))

به توجه با و فوق مراحل تکرار و Xi جاي به −Xi جایگذاري با

nP (−X > t)− ln(qn) ≤ − ln(١ − P (max−Xi > t))

گردد. می کامل (ii) قسمت اثبات
1.2 لم بنابراین است. برقرار نیز . ([20]) WUOD و ([14]) END متغیرهاي براي 3.2 لم که داد نشان توان می مشابه شیوه به

باشد. می ([21]) از 2.2 لم از تعمیمی 3 . 2 لم است. 3.2 لم از اي نتیجه ([21]) از
پارامتر با ( WUOD یا END ) WND همتوزیع تصادفی متغیرهاي از اي دنباله {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض .4 . 2 لم

آنگاه باشد، {qn}

P (max
١≤i≤n

|Si| > t) ≥ ١ − qn exp(
−n

٢
P (|X| > ٢t)). (1 . 2)

شود. می نتیجه (1 . 2) رابطه ، 3 . 2 لم و P (max١≤i≤n|Si| ≥ t) ≥ P (max١≤i≤n|Xi| ≥ ٢t) از اثبات.
در .([17]) باشد، می آنها از مستقل هاي نسخه و وابسته متغیرهاي مختلف گشتاورهاي بین ارتباط یافتن توجه، قابل موضوعات از یکی

شود. می بررسی ارتباطی چنین APND متغیرهاي براي و بعدي لم
و q١ = q٢ پارامتر با همتوزیع و نامنفی APND تصادفی متغیرهاي از متناهی اي دنباله X١, X٢, ..., Xn کنید فرض .5 . 2 لم
،١ ≤ i ≤ n هر براي که قسمی به باشد X١, X٢, ..., Xn از مستقل و مستقل متغیرهاي از متناهی اي دنباله X∗

١ , X
∗
٢ , ..., X

∗
n

α < ١ براي که قسمی به باشد محدب تابعی f و هستند همتوزیع X∗
i و Xi

(f(X١ + t+ ١)− f(X١ + t)) < f(X١)t
α, a.s.

آنگاه

E(f(
n∑

i=١

Xi)) ≤ E(f(
n∑

i=١

X∗
i )) + cmax(١, q(١))E(|f(

n∑
i=٢

X∗
i )|)E(X

(α+١)
١ ))

باشند. موجود راست طرف ریاضی امیدهاي آنکه بر مشروط
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،i هر ازاي به شرط به توان می را همتوزیعی شرط .6 . 2 ملاحظه
f(Xi + t+ ١)− f(Xi + t)) < f(Xi)t

α a.s., α < ١

کرد. حذف نیز را شرط این توان می که است شده آورده محاسبات سازي ساده براي پارامترها برابري شرط کرد. تضعیف
باشد آن از مستقل و (X١, X٢) نسخه (Y١, Y٢) کنید فرض اثبات.

f(X١ +X٢) + f(Y١ + Y٢)− f(X١ + Y٢)− f(X٢ + Y١)

=

∫ Y١

X١

f ′(Y٢ + t)− f ′(X٢ + t))dt

=

∫ ∞

٠
(f ′(Y٢ + t)− f ′(X١ + t))(I(Y١ > t)− I(X١ > t))dt

لذا است. f راست مشتق f ′ که
٢E(f(X١ +X٢)− f(X∗

١ +X∗
٢ )) = E(f(X١ +X٢) + f(Y١ + Y٢)

−f(X١ + Y٢)− f(X٢ + Y١)

= E

∫ Y١

X١

(f ′(Y٢ + t)− f ′(X٢ + t))dt

=

∫ ∞

٠
E(f ′(Y٢ + t)− f ′(X٢ + t))(I(Y١ > t)− I(X١ > t))dt

= ٢
∫ ∞

٠
Cov(f ′(X٢ + t)), I(X١ > t))dt = ٢A

1 . 2 لم به بنا اما

A ≤
∫ ∞

٠
max(١, q(١))(E(|f ′(X٢ + t)|P (X١ > t))dt

≤
∫ ∞

٠
max(١, q(١))E(|f(X٢ + t+ ١)− f(X٢ + t)|P (X١ > t))dt

≤ max(١, q(١))E(|f(X٢)|)
∫ ∞

٠
tαP (X١ > t)dt

≤ cmax(١, q(١))E(|f(X∗
٢ )|)|)E(X

(α+١)
١ )

استقرا فرض به بنا .g(x) = E(f(x+
n−١∑
i=١

Xi)) کنید فرض دارد. بستگی α به تنها c که

g(x) = E(f(x+
n−١∑
i=١

Xi)) ≤ E(f(x+
n−١∑
i=١

X∗
i )) +

cmax(١, q(١))E(|f(x+
n−١∑
i=٢

X∗
i )|)E(X

(α+١)
١ )

داریم و هستند APND لذا هستند، صعودي توابع X١ و
n−١∑
i=٢

Xi چون

E(f(
n∑
١

Xi)) ≤ E(f(X∗
n +

n−١∑
i=١

X∗
i )) +

cmax(١, q(١))E(|f(X∗
n +

n−١∑
i=٢

X∗
i )|)E(X

(α+١)
١ )
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گردد. می کامل اثبات بنابراین و
باشد. مفید آنها به مربوط حدي قضایاي اثبات در تواند می WD تصادفی متغیرهاي جزئی هاي مجموع با ارتباط در نامساوي

که قسمی به باشند، b و a ضرائب و صفر هاي میانگین با WD تصادفی متغیرهاي از دنباله یک {Xn, n ≥ ١} کنید فرض .7 . 2 لم
آنگاه supn|Xn| ≤ A ،A > ٠ مانند ثابتی براي

P (max١≤k≤n|Sk| ≤ x) ≤ (x+ A)٢

a
n∑

k=١
V ar(Xk)

.

کنید فرض ،k = ١, ..., n هر براي اثبات.

Ak = {max١≤j≤k−١|Sj| ≤ x, |Sk| > x}, Bk = {max١≤j≤k|Sj| ≤ x}.

بنابراین
Sk−١I(Bk−١) +XkI(Bk−١) = SkI(Bk−١) = SkI(Bk) + SkI(Ak).

داریم WD وابسته تصادفی متغیرهاي تعریف از گیریم. می ریاضی امید آن از رسانده، دوم توان به را نامساوي چپ طرف
E(Sk−١I(Bk−١))

٢ + aV ar(Xk)P (Bk−١) ≤ E(SkI(Bk−١))
٢

≤ E(Sk−١I(Bk−١))
٢ + bV ar(Xk)P (Bk−١)

دهیم. می انجام راست طرف براي را کار همین
E(SkI(Bk−١))

٢ = E(SkI(Bk) + SkI(Ak))
٢

≤ E(SkI(Bk))
٢ + E(Sk−١I(Ak) +XkI(Ak))

٢

≤ E(SkI(Bk))
٢ + (x+ A)٢P (Ak)

داریم Bn ⊆ Bk, k هر براي اینکه از
aV ar(Xk)P (Bn) ≤ E(SkI(Bk))

٢ − E(Sk−١IBk−١)
٢ + (x+ A)٢P (Ak)

شود. می کامل اثبات n تا ١ مقادیر برروي طرف هر از گیري مجموع با

تصادفی متغیرهاي براي بزرگ اعداد قوي قانون 3 . 2
شود. می اثبات تصادفی متغیرهاي وزنی مجموع ( a.s. حدي( رفتار خصوص در قضیه یک پایانی قسمت در

Xبه٠ کراندار تصادفی طور به چزارو تصادفی متغیرهاي از اي آرایه {X٠, Xnm, ١ ≤ m ≤ n, n ≥ ١} کنید فرض .8 . 2 قضیه
یعنی

١
n

n∑
m=١

P (|Xnm| > x) ≤ P (|X٠| > x), ∀x > ٠, n ≥ ١,

و مثبت و صعودي مقادیر از اي دنباله {cn, n ≥ ١}

N(x) = Card{n, cn ≤ x}, ∀x > ٠

،p > ٠ مانند مقداري براي اگر ∫باشد. ١

٠
EN(

|X٠|)
t١/p )dt < ∞
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الف: ، آنگاه
∞∑
n=١

١
ncpn

n∑
m=١

E(|Xnm||pI(|Xnm| ≤ cn) < ∞.

آنگاه باشد، bn ↑ ∞ و صعودي دنباله یک cn = bn
an

مثبت، مقادیر از دنباله دو bn و an و ٠ < p ≤ ١ اگر این بر علاوه ب:

١
bk

k∑
n=١

an(
١

n١/p

n∑
m=١

XnmI(|Xnm| ≤
bn
an

)) → ٠ a.s..

است. تصادفی متغیرهاي براي حدي قضایاي اثبات در مهم ابزار یک N(x)

داریم ( [18] از 2.1 یافته(لم برش متغیرهاي براي شده شناخته نامساوي از اثبات.
∞∑
n=١

١
cpn
(

١
n

n∑
m=١

E(|Xnm|pI(|Xnm| ≤ cn))

=
∞∑
n=١

١
cpn
(

١
n

n∑
m=١

E(|Xnm|pI(|Xnm|p ≤ cpn))

=
∞∑
n=١

١
cpn
(

١
n

n∑
m=١

∫ cpn

٠
P (|Xnm|p > x)dx)

≤
∞∑
n=١

١
cpn

∫ cpn

٠
P (|X٠|p > x)dx

داریم x = cpnt ⇒ dx = cpndt متغیر تغییر از

= lim
k

k∑
n=١

∫ ١

٠
P (

|X٠|
t١/p > cn)dt,

لذا N( |X٠|
t١/p ) =

∞∑
n=١

I( |X٠|
t١/p > cn) چون و

=

∫ ١

٠
EN(

|X٠|
t١/p )dt < ∞.

داریم کرونکر لم از نتیجه در .
∞∑
n=١

(an
bn
)p ١

n

n∑
m=١

|Xnm|pI(|Xnm| ≤ bn
an
) < ∞ که شود می نتیجه الف از ب:

١
bpk

k∑
n=١

apn(
١
n

n∑
m=١

|Xnm|pI(|Xnm| ≤
bn
an

)) → ٠ a.s..

داریم ٠ < p ≤ ١ چون و Cr نامساوي از

|| ١
bk

k∑
n=١

an(
١

n١/p

n∑
m=١

|Xnm|I(|Xnm| ≤
bn
an

))|p

≤ ١
bpk

k∑
n=١

apn(
١
n

n∑
m=١

|Xnm|pI(|Xnm| ≤
bn
an

)) → ٠ a.s..
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نتیجه گیري و بحث
متغیرهاي رده از بزرگ اعداد قوانین با مرتبط نتایج تعمیم معمولا و مشاهده بیشتر سازي خنثی خاصیت منفی وابسته تصادفی متغیرهاي رده در
متغیرهاي از هایی رده مطالعه لذا می شوند. مشاهده کمتر متغیرها این واقعی دنیاي در اما . می شود انجام آسانتر منفی وابسته به مستقل
هاي رده از برخی نخست مقاله این در است. برخوردار مضاعفی اهمیت از شوند، شامل نیز را مثبت وابستگی ساختارهاي از برخی که تصادفی
کران نخست دوم بخش در گردیدند. معرفی باشند، شامل نیز را متغیرها بین مثبت وابستگی هاي جنبه از اي پاره که وابسته تصادفی متغیرهاي
حدي قضایاي اثبات در کران ها این شدند. تعیین APND متغیرهاي از متغیره دو توام توزیع با مرتبط پیشامدهایی و کوواریانس براي هاي
متغیرهاي براي هایی نامساوي تعیین به را دوم قسمت کاربردي و نظري مباحث در ها نامساوي اهمیت دلیل به می باشند. بسیار اهمیت داراي
دربخش نمود. اثبات نیز را مرتبط حدي قضایاي بتوان مقاله این نتایج از استفاده با است امید دادیم. اختصاص آن هاي رده زیر و APND

آمد. بدست اختیاري تصادفی متغیرهاي از آرایه اي براي قوي قانون یک پایانی
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A class of dependent random variables, properties and applications
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Abstract: In this paper, after calling a class of dependent random variables, APND, that contains some big
classes of negatively dependent and some classes of positively dependent randomvariables, the relationship
of this class of random variables with well known classes of dependent variables are explained and some
basic relations, contain moment and maximal inequalities are proofed. At the end, the limiting behavior
of an arbitrary array of random variables is studied.
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