
٢٢- ٨٠٨٨۵١ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2022.37301.1927

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۴۴ -٣۴ ص ،١ شماره ،١٢ دوره ،١۴٠١ سال

فضاهاي روي وزن دار ترکيبي عملگرهاي توسط توليدشده جبر پايه اي خواص
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فضاهاي روي وزن دار ترکيبي عملگرهاي از متناهي مجموع ويژگي هاي مورد در انجام شده مطالعات مقاله، اين در چکيده:
اتميک و اندازه پذير فضاهاي روي عملگر اين فشردگي براي کافي و لازم شرايط ابتدا در مي دهيم. ادامه را Lp اندازه پذير

است. شده محاسبه عملگر اين اساسي نرم براي کران هايي حالت ها از برخي در سپس و آورده Lp

اساسي. نرم اتميک، اندازه فضاهاي فشردگي، وزن دار، ترکيبي عملگر کليدي: واژه هاي

47B20; 47B33,47B38 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
است. باناخ فضاي يک ∥.∥Lp(µ) نرم با همراه Lp(X,Σ, µ) باشد. کامل و اندازه پذير متناهي، -σ فضاي يک (X,Σ, µ) کنيم فرض
رادون قضيه بنابر باشد. نامنفرد اندازه پذير تبديل يک φ : X → X و اندازه پذير - Σ تابع يک u : X → C کنيم فرض همچنين
توابع تمام از خطي فضاي ما . µ(φ−١(E)) =

∫
X
hdµ ، E ∈ Σ هر براي که دارد وجود h نامنفي اندازه پذير - Σ تابع نيکوديم

تابع ،f ∈ Lp(µ) هر براي و A ⊆ Σ متناهي - σ زيرجبر براي مي دهيم. نمايش L٠(Σ) با را X روي اندازه پذير - Σ مقدار مختلط
به طوري که دارد وجود -اندازه پذيري Aمنحصر به فرد∫

A

fdµ =

∫
A

EAfdµ, A ∈ A.

وزن دار ترکيبي عملگر شود. مراجعه [١١] به مورد اين در بيش تر اطلاع براي است. Lp(Σ) روي خودتوان و نمايي شرطي عملگر EA

مي شود: تعريف زير به صورت
uCφf = uf ◦ φ.
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عملگر اين رفتار بررسي يافت. ادامه نوردگرن و هالموس توسط و شد شروع پاروت توسط Lp فضاهاي روي ترکيبي عملگرهاي مطالعه
روي وزن دار ترکيبي عملگرهاي از متناهي مجموع مطالعه به [٨] جبارزاده و استارمي ٢٠١٢ سال در يافت. ادامه تاکاگي و سينک توسط
مختلف حالت هاي در عمگر اين اساسي نرم محاسبه و فشردگي کران داري، از ويژگي هايي ٢٠١٨ در ايشان تحقيق ادامه در پرداختند. Lp

است. گرفته قرار بررسي مورد باقي مانده حالت هاي ساير مقاله اين در شد[١]. بررسي ١ < q ≤ ∞ و ١ < p ≤ ∞

مقدمات و تعاريف ٢
براي هرگاه گوييم اتم را µ(A) > ٠ شرط با A ∈ Σ مجموعه باشد. متناهي -σ فضاي يک (X,Σ, µ) کنيم فرض .٢. ١ تعريف

.µ(A\F ) = ٠ يا µ(F ) = ٠ باشيم داشته F ⊂ A با F ∈ Σ هر

مي شود. ناميده غير اتمي نباشد اتمي هيچ شامل F -اندازه پذير Σ مجموعه اگر

صورت اين در . µ(E) > ٠ و باشد غير اتمي مجموعه يک E ∈ Σ کنيم فرض .٢. ٢ لم

هر براي و µ(En) > ٠ که به طوري دارد وجود {En}n∈N مانند E از Σ-اندازه پذير و مجزا زيرمجموعه هاي از دنباله اي الف)
.limn→∞ µ(En) = ٠ ، n ∈ N

.µ(Fr) = r که به طوري دارد Frوجود Eمانند از Σ-اندازه پذير زيرمجموعه يک ٠ < r < µ(E) با r حقيقي عدد هر براي ب)

شود. مراجعه گزاره١. ٢ ، [۴] به اثبات.

.µ(A) > ٠ صورت اين در باشد. اتم يک A ∈ Σ و -متناهي σ فضاي يک X کنيم فرض .٢. ٣ لم

شود. مراجعه ١. ٢ بخش ، [۴] به اثبات.

است. ثابت A اتم روي µ به نسبت همه جا تقريبا f صورت اين در باشد. اندازه پذير - Σ تابع يک f کنيم فرض .۴ .٢ لم

شود. مراجعه ١. ٣ گزاره ، [۴] به اثبات.

مي شود: تجزيه زير به صورت يکتا به طور X σ-متناهي اندازه فضاي هر .۵ .٢ قضيه

X =
(⋃

n∈N An

)
∪B,

است. غير اتمي مجموعه يک B و مجزا هاي اتم از شمارش پذير خانواده يک {An}n∈N که در آن

شود. مراجعه ١. ٢ بخش ، [۴] به اثبات.

اندازه پذير تبديل .φ−١(S) ∈ Σ ،S ∈ Σ هر براي اگر مي شود، گفته اندازه پذير تبديل يک φ : X −→ X نگاشت .۶ .٢ تعريف
.µ(S) = ٠ هرگاه ،µ(φ−١(S)) = ٠ اگر مي ناميم نامنفرد را φ

به صورت µ ◦ φ−١ اندازه S ∈ Σ هر براي و φ نامنفرد اندازه پذير تبديل براي

µ ◦ φ−١(S) := µ(φ−١(S))

اندازه يک µ اگر مي شود. داده نشان µ ◦φ−١ ≪ µ نماد با که بوده µ به نسبت پيوسته مطلقا µ ◦φ−١ ديگر به عبارت مي شود. تعريف
، S ∈ Σ هر براي که به طوري دارد وجود h ∈ L١(Σ) مانند يکتا نامنفي تابع -نيکوديم رادون قضيه بنابر آنگاه باشد، σ-متناهي

µ ◦ φ−١(S) =
∫
S
hdµ.

- Σ تابع يک u : X → C کنيم فرض همچنين مي ناميم. µ به نسبت µ ◦ φ−١ نيکوديم رادون مشتق را h := dµ◦φ−١

dµ
تابع

توي به Lp(Σ) از uCφ خطي عملگر يک (u, φ) زوج صورت اين در باشد. نامنفرد اندازه پذير تبديل يک φ : X → X و اندازه پذير
ضابطه با ،L٠(Σ)

uCφ(f) = uf ◦ φ, f ∈ Lp(Σ),
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،x ∈ X هر براي اگر و Cφ ترکيبي عملگر آنگاه u ≡ ١ ،X روي اگر مي گوييم. وزن دار ترکيبي عملگر آن به که مي کند القا
فرم به Lp(Σ) روي وزن دار ترکيبي عملگرهاي از متناهي مجموع ما رساله اين در مي شود. حاصل Mu ضربي عملگر آنگاه φ(x) = x
، اندازه پذير تابع يک ui : X → C قبل نمادهاي مشابه ،١ ≤ i ≤ n براي آن که در  مي گيريم. نظر در را W =

∑n
i=١ uiCφi

(Σ)١−φ-اندازه پذير و يکتا نامنفي، تابع بنابراين است. رادون-نيکوديم مشتق hi :=
dµ◦φ−١

i

dµ
و نامنفرد تبديل يک φi : X → X

،F ∈ φ−١(Σ) هر براي که به طوري دارد وجود X روي E(|u|p)∫
F
|u|pdµ =

∫
F
E(|u|p)dµ.

زير هر با متناظر مي دهيم. نمايش E نماد با را آن سادگي براي و مي گوييم  φ−١Σ به نسبت |u|p از شرطي نمايي تابع را E(|u|p) تابع
روي يا و نامنفي اندازه پذير توابع فضاي روي شده تعريف ، شرطي اميد عملگر به موسوم EA = E عملگر ،A ⊆ Σ متناهي σ-جبر

مي شود: معين يکتا طور به زير شرايط با ١ ≤ p ≤ ∞ براي Lp(Σ) فضاي

است. اندازه پذير - A تابع يک E(f) الف)

.
∫
A
fdµ =

∫
A
E(f)dµ آنگاه باشد، موجود

∫
A
fdµ اگر A ∈ A هر براي ب)

از برخي باشند، E شرطي اميد عملگر تعريف دامنه از اعضايي · · · و g ،f توابع اين که فرض با بود. خواهد ما کار در اصلي ابزار عملگر اين
از: عبارت اند عملگر اين مهم ويژگي هاي

.E(f) ≤ E(g) آنگاه باشند، f ≤ g شرط با مقدار حقيقي g و f اگر (١

.E(af) = aE(f) آنگاه باشد، اندازه پذير -A و مقدار مختلط تابع a اگر (٢

. E|fg| ≤ (E|f |p)
١
p )(E|g|q)

١
q آنگاه ، ١

p
+ ١

q
= ١ و g ∈ Lp(Σ) ، f ∈ Lp(Σ) اگر (٣

.(E|f |)p ≤ E|f |p (۴

.E(١) = ١ (۵

.|E(f)|p ≤ E|f |p (۶

.E(f) > ٠ آنگاه ،f > ٠ اگر (٧

،X روي همه جا تقريبا که به طوري دارد وجود E(|up|) ◦ φ−١ Σ-اندازه پذير يکتاي تابع [٢] در ذکر شده موارد بنابر
داريم: E ∈ Σ براي متغير تغيير فرمول از استفاده با .(E(|up|) ◦ φ−١ ◦ φ = E(|up|))

mp(E) =
∫
φ−١(E)

|u|pdµ =
∫
φ−١(E)

E(|u|p)dµ =
∫
φ−١(E)

(E(|u|p) ◦ φ−١) ◦ φdµ =∫
E
E(|u|p) ◦ φ−١d(µ ◦ φ−١) =

∫
E
hE(|u|p) ◦ φ−١dµ.

،X روي همه جا تقريبا که مي شود نتيجه نيکوديم - رادون قضيه در يکتايي ]بنابر
dmp

dµ

]
= hE(|u|p) ◦ φ−١.

X روي همه جا تقريبا hE(|u|p) ◦φ−١ = |u|p ،Mu ضربي عملگر براي و hE(|u|p) ◦φ−١ = h ،Cφ ترکيبي عملگر براي
است. Ei = Eφ−١

i (Σ) شرطي اميد عملگر براي مقاله اين در استفاده مورد نماد است. برقرار
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نتيجه گيري ٣
است. شده آورده L∞(µ) روي W فشردگي براي کافي و لازم شرط هاي ابتدا بخش اين در

، J =
∑n

i=١ hiEi(|ui|p) ◦ φ−١
i ،١ < p < ∞ اتميک، فضاي يک X کنيم فرض .٣. ١ قضيه

.µ(X) < ∞ ، Nϵ(
p
√
J) = {x ∈ X ; p

√
J(x) ≥ ϵ}

برقرارند: زير گزاره هاي صورت اين در
فشرده عملگر يک L∞(µ) روي W آنگاه باشد، اتم متناهي تعداداي شامل Nϵ(

p
√
J) و M = supi∈N

١
µ(Ai)

< ∞ اگر .١
است.

اگر صورت اين در باشد. نداشته صفري به همگرا زير دنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N دنباله و نامنفي uiها کنيم فرض .٢

W : L∞(µ) → L∞(µ)

است. اتم متناهي تعدادي شامل Nϵ(
p
√
J) آنگاه باشد، فشرده

را W ′ عملگر . E = ∪k
i=١A

i
ϵ مي دهيم: قرار باشد. Ak

ϵ و · · · ، A١
ϵ اتم متناهي تعداد شامل Nϵ(

p
√
J) فرض کنيم (١) اثبات.

داريم: f ∈ L∞(µ) هر براي و است متناهي بعد با عملگر يک W ′ که است واضح .W ′
= WMχE

مي کنيم: تعريف زير به صورت

∥Wf −W
′
f∥p∞ = sup

٠<µ(A)<∞ , A∈Σ

١
µ(A)

∫
A

|Wf −W
′
f |pdµ

≤ sup
٠<µ(A)<∞ , A∈Σ

١
µ(A)

∫
X

|Wf −W
′
f |pdµ

= np−١ sup
٠<µ(A)<∞ , A∈Σ

١
µ(A)

∫
X\E

J |f |dµ

≤ np−١ sup
٠<µ(A)<∞ , A∈Σ

١
µ(Ai)

∫
X\E

J |f |pdµ

< np−١Mϵ∥f∥p∞µ(X).

است. فشرده عملگر يک W لذا و ∥W −W
′∥ → ٠ بنابراين

.fj = χAj
مي دهيم: قرار باشد. {Aj}j∈N مجزاي اتم نامتناهي تعداد )Nϵشامل

p
√
J) ،ϵ > براي٠ فرض کنيم خلف برهان به (٢)

مجموعه ندارد، صفري به همگرا زير دنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N از اين که ،٠ < µ(A) < ∞ که A ∈ Σ هر براي صورت اين ∫در
X
fjχAdµ = پس .µ(Aj ∩ A) = ٠ بزرگ کافي به اندازه j هاي براي لذا و است متناهي {j ∈ N ; Aj ⊆ A}

ديگر طرف از .∥Wfj∥∞ → ٠ داريم: است، فشرده W به اين که توجه با . fj →w ٠ بنابراين و µ(Aj ∩ A) → ٠

∥Wfj∥∞µ(X) ≥ ∥Wfj∥pp

=

∫
X

|Wfj|pdµ

=

∫
X

∣∣∣∣∣
n∑

i=١

uiχAj
◦ φi

∣∣∣∣∣
p

dµ

≥
∫
X

JχAj
dµ

> ϵpµ(Aj)

> ٠,

است. تناقض که
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است. شده آورده W : Lp(µ) → L∞(µ) فشردگي براي کافي و لازم شرط هاي بخش اين دوم قضيه در

زير گزاره هاي صورت اين در .J =
∑n

i=١ hiEi(|ui|p) ◦ φ−١
i و ١ < p < ∞ ،µ(X) < ∞ کنيم فرض .٣. ٢ قضيه

برقرارند:

اگر صورت اين در باشد. نداشته صفري به همگرا زيردنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N دنباله و نامنفي ui ها کنيم فرض .١
. limi→∞ J(Ai) = ٠ آنگاه باشد، فشرده W : Lp(µ) → L∞(µ)

آنگاه ،limi→∞ J(Ai) = ٠ اگر صورت اين در .M = supi∈N
١

µ(Ai)
< ∞ و اتميک فضاي يک X کنيم فرض .٢

است. فشرده عملگر يک W : Lp(µ) → L∞(µ)

دارند وجود طبيعي اعداد از {jk}k∈N زيردنباله و ϵ٠ > ٠ خلف به برهان .limi→∞ J(Ai) = ٠ مي دهيم: نشان (١) اثبات.
.∥fk∥p = ١ که است واضح .fk =

χjk
p
√

µ(Ajk
)

مي دهيم قرار k ∈ N هر براي .J(Ajk) > ϵp٠ ، k ∈ N هر براي به طوري که
مجموعه ندارد، صفري به همگرا زيردنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N از اين که ،٠ < µ(A) < ∞ که A ∈ Σ هر براي صورت اين ∫در
X
fjχAdµ = پس .µ(Aj ∩ A) = ٠ بزرگ کافي به اندازه jهاي براي لذا و است متناهي {j ∈ N ; Aj ⊆ A}

ديگر طرف از .∥Wfk∥∞ → ٠ داريم است، فشرده W به اين که توجه با .fj →w ٠ بنابراين و µ(Aj ∩ A) → ٠

∥Wfk∥p∞µ(X) ≥ ∥Wfk∥pp

=

∫
X

|Wfk|pdµ

=

∫
X

∣∣∣∣∣
n∑

i=١

ui

χAjk
◦ φi

p
√
µ(Ajk)

∣∣∣∣∣
p

dµ

≥ ١
µ(Ajk)

∫
X

JχAjk
dµ

> ϵp٠,

است. تناقض که
.J(Ai) <

١
mp ،i > km هر براي که به طوري دارد وجود km ∈ N ،m ∈ N هر براي .limi→∞ J(Ai) = ٠ فرض کنيم (٢)

با عملگر يک W ′ که است واضح .W ′
= WMχE

مي کنيم: تعريف زير به صورت را W ′ عملگر . E = ∪m
j=١Aj : مي دهيم قرار

داريم: ٣. ١ قضيه اول قسمت اثبات مشابه f ∈ Lp(µ) هر براي و است متناهي بعد

∥Wf −W
′
f∥p∞ < np−١M

(
١
mp

)
∥f∥pp.

بنابراين

∥W −W
′∥ < np−١M

(
١
mp

)
,

است. فشرده عملگر يک W بنابراين .∥W −W
′∥ → ٠ ،m → ∞ وقتي و

.(١ < q < ∞) است شده محاسبه اتميک فضاي يک در W : L∞(µ) → Lq(µ) اساسي نرم براي پاييني کران قضيه دراين

و J =
∑n

i=١ hiEi(|ui|q) ◦ φ−١
i ،µ(X) < ∞ ، کران دار عملگري W : L∞(µ) → Lq(µ) کنيم فرض .٣. ٣ قضيه

اگر صورت اين در .١ < q < ∞

،α = inf{r > ٠ ; است اتم متناهي تعداد )Nrشامل
q
√
J)} .١

باشد، نداشته صفري به همگرا زير دنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N دنباله و نامنفي uiها .٢
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.∥W∥e ≥ α
q√M

آنگاه

مي دهيم قرار باشد. {Aj}j∈N مجزاي اتم نامتناهي تعدادي شامل Nα−ϵ(
q
√
J) ،٠ < ϵ < α هر براي فرض کنيم اثبات.

از اين که ،٠ < µ(A) < ∞ که A ∈ Σ هر براي صورت اين در .∥fj∥∞ = ١ که است واضح .fj = χAj

داريم: ،M = supi∈N
١

µ(Ai)
< ∞

.infi∈N µ(Ai) =
١
M

̸= ٠

مجموعه پس ندارد. صفري به همگرا زير دنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N دنباله بنابراين
{j ∈ N ; Aj ⊆ A}

نتيجه در و µ(Aj ∩ A) = ٠ بزرگ کافي به اندازه jهاي براي لذا و است ∫متناهي
X
fjχAdµ = µ(Aj ∩ A) <

(
١
j

)
→ ٠,

ديگر طرف از .∥Wfj∥q → ٠ داريم است، فشرده W به اين که توجه با .fj →w ٠ بنابراين و

∥Wfj∥pq =

∫
X

|Wfj|qdµ

=

∫
X

∣∣∣∣∣
n∑

i=١

uiχAj
◦ φi

∣∣∣∣∣
q

dµ

≥
∫
X

JχAj
dµ

> (α− ϵ)qµ(Aj)

> (α− ϵ)q inf
j∈N

µ(Aj)

=
(α− ϵ)q

M
.

داريم: بالا روابط به توجه با

∥W∥e ≥ ∥W − T∥ − ϵ

≥ ∥Wfj − Tfj∥q − ϵ

≥ ∥Wfj∥q − ∥Tfj∥q − ϵ

≥ (α− ϵ)
q
√
M

− ϵ.

.∥W∥e ≥ α
q√M

پس است، دلخواه ϵ چون

١ < q <) است شده محاسبه اتميک فضاي يک در W : Lp(µ) → Lq(µ) اساسي نرم براي پايين کران يک قضيه اين در
.(p < ∞

.J =
∑n

i=١ hiEi(|ui|q)◦φ−١
i و ١ < q < p < ∞ کران دار، Wعملگري : Lp(µ) → Lq(µ) کنيم فرض .۴ .٣ قضيه

اگر صورت اين در

،µ(X) < ∞ .١

،α = inf{r > ٠ : است اتم متناهي تعداد شامل Nr(
q
√
J)} .٢

باشد، نداشته صفري به همگرا زير دنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N دنباله و نامنفي uiها .٣
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.∥W∥e ≥ α

M
p−q
pq

آنگاه

مي دهيم قرار باشد. {Aj}j∈N مجزاي اتم نامتناهي تعدادي شامل Nα−ϵ(
q
√
J) ،٠ < ϵ < α هر براي فرض کنيم اثبات.

از اين که ،٠ < µ(A) < ∞ که A ∈ Σ هر براي صورت اين در .∥fj∥p = ١ که است واضح .fj =
χAj

p
√

µ(Aj)

همگرا زير دنباله هيچ {µ(Ai)}i∈N بنابراين و infi∈N µ(Ai) =
١
M

̸= ٠ که مي شود نتيجه M = supi∈N
١

µ(Ai)
< ∞

.µ(Aj ∩ A) = ٠ بزرگ کافي به اندازه jهاي براي لذا و است متناهي {j ∈ N ; Aj ⊆ A} مجموعه پس ندارد. صفري به

داريم است، فشرده W به اين که توجه با .fj →w ٠ بنابراين و
∫
X
fjχAdµ =

µ(Aj∩A)
p
√

µ(Aj)
<

(
١
j

)١− ١
p → ٠ نتيجه در

ديگر طرف از .∥Wfj∥q → ٠

∥Wfj∥pq =

∫
X

|Wfj|qdµ

=

∫
X

∣∣∣∣∣
n∑

i=١

ui

χAj
◦ φi

p
√

µ(Aj)

∣∣∣∣∣
q

dµ

≥ ١
µ(Aj)

q
p

∫
X

JχAj
dµ

> (α− ϵ)qµ(Aj)
١− q

p

> (α− ϵ)q inf
j∈N

µ(Aj)
١− q

p .

داريم: بالا روابط به توجه با

∥W∥e ≥ ∥W − T∥ − ϵ

≥ ∥Wfj − Tfj∥q − ϵ

≥ ∥Wfj∥q − ∥Tfj∥q − ϵ

≥ (α− ϵ)

M
p−q
pq

− ϵ.

.∥W∥e ≥ α

M
p−q
pq

پس است، دلخواه ϵ چون

.(١ < p < ∞) مي شود گرفته نظر در اتميک فضاي يک X و کران دار عملگري W : Lp(µ) → L∞(µ) قضيه اين در
.J =

∑n
i=١ hiEi(|ui|p) ◦ φ−١

i و ١ < p < ∞ کراندار، عملگري W : Lp(µ) → L∞(µ) کنيم فرض .۵ .٣ قضيه
اگر صورت اين در

،M = supi∈N
١

µ(Ai)
< ∞ .١

،α = inf{r > ٠ : است اتم متناهي تعداد شامل Nr(
p
√
J)} .٢

.∥W∥e ≤ α(np−١M)(
١
p) آنگاه

.W ′
=

∑n
i=١ u

′
iCφi

و u′
i = uiχφ−١

i (K) ،K = Nα+ϵ(
p
√
J) مي دهيم قرار باشد. شده داده ϵ > ٠ فرض کنيم اثبات.

٣. ٢ قضيه دوم قسمت اثبات مشابه f ∈ Lp(µ) هر براي است. متناهي بعد با W ′ لذا و است اتم متناهي تعداد شامل K ،α تعريف بنابر
داريم:

∥Wf −W
′
f∥p∞ < np−١M (α + ϵ)p ∥f∥pp.

.∥W∥e ≤ α(np−١M)
١
p لذا و ∥W −W

′∥ ≤ (np−١M)(
١
p) (α + ϵ) بنابراين
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.(١ < p < ∞) مي شود گرفته نظر در اتميک فضاي يک X و کران دار عملگري W : L∞(µ) → L∞(µ) پايان در

.J =
∑n

i=١ hiEi(|ui|p) ◦ φ−١
i و ١ < p < ∞ کران دار، عملگري W : L∞(µ) → L∞(µ) کنيم فرض .۶ .٣ قضيه

اگر صورت اين در

،µ(X) < ∞ .١

،M = supi∈N
١

µ(Ai)
< ∞ .٢

،α = inf{r > ٠ : است اتم متناهي تعداد شامل Nr(
p
√
J)} .٣

.∥W∥e ≥ α
p
√

Mµ(X)
آنگاه باشند، نامنفي uiها اگر و ∥W∥e ≤ α(np−١Mµ(X))(

١
p) آنگاه

.W ′
=

∑n
i=١ u

′
iCφi

و u′
i = uiχφ−١

i (K) ،K = Nα+ϵ(
p
√
J) مي دهيم قرار باشد. شده داده ϵ > ٠ مي کنيم فرض اثبات.

قضيه دوم قسمت اثبات مشابه f ∈ L∞(µ) هر براي است. متناهي بعد با W ′ لذا و است اتم متناهي تعداد شامل K ،α تعريف بنابر
داريم: ٣. ٢

∥Wf −W
′
f∥p∞ < np−١M (α + ϵ)p µ(X)∥f∥p∞.

نامنفي uiها اگر همچنين .∥W∥e ≤ α(np−١Mµ(X))
١
p لذا و ∥W−W

′∥ ≤ (np−١Mµ(X))(
١
p) (α + ϵ) بنابراين

مي دهيم قرار باشند. Nα−ϵ(
p
√
J) در مجزا اتم هايي {Aj}j∈N و باشد اتم نامتناهي تعدادي شامل Nα−ϵ(

p
√
J) فرض کنيم باشند،

صفري به همگرا زيردنباله هيچ {µ(Aj)}j∈N دنباله اين که از .٠ < µ(A) < ∞ که به طوري A ∈ Σ فرض کنيم و fj := χAj

و µ(Aj ∩ A) = ٠ بزرگ کافي به اندازه jهاي براي بنابراين و است متناهي {j ∈ N ; Aj ⊆ A} مجموعه مي شود نتيجه ندارد،
∫∣∣بنابراين

X
fjχA

∣∣ = µ(A ∩ Aj) → ٠.

بنابراين .∥Wfj∥ → ٠ که مي شود نتيجه است فشرده W اين که از است. صفر به همگرا ضعيف به طور fj دنباله مي دهد نتيجه که

∥Wfj∥p∞µ(X) ≥ ∥Wfj∥pp

=

∫
X

|Wfj|pdµ

=

∫
X

|
n∑

i=١

uifj ◦ φi|pdµ

=

∫
X

JχAj
dµ

≥ (α− ϵ)p inf
j
µ(Aj)

=
(α− ϵ)p

M
.

به علاوه .∥Wfj∥∞ ≥ α−ϵ

(Mµ(X))
١
p

در نتيجه

∥W∥e > ∥W − T∥ − ϵ

≥ ∥Wfj − Tfj∥∞ − ϵ

≥ ∥Wfj∥∞ − ∥Tfj∥∞ − ϵ

≥ α− ϵ

(Mµ(X))
١
p

− ϵ.

.∥W∥e ≥ α

(Mµ(X))
١
p

که مي شود نتيجه است دلخواه ϵ > ٠ اين که از
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مثال
E ∈ P (N) هر براي را P (N) روي µ اندازه باشد. مثبت و حقيقي اعداد از دنباله اي (wn)n∈N و X = N فرض کنيم .٣. ٧ مثال

مي کنيم: تعريف زير به صورت

µ(E) =
∑

n∈E wn.

مي شود نتيجه مستقيم محاسبه با . φ٢(n) = n ،φ١(n) = n ،u٢(n) = βn ،u١(n) = αn مي دهيم قرار n ∈ N هر براي
داريم: را زير موارد بنابراين .J٢(n) = βn ،J١(n) = αn ،h٢(n) = ١ ،h١(n) = ١ که

است. q < p براي Lq(X) توي به Lp(X) از فشرده عملگر يک W آنگاه ،
∑

n∈Nwn|αn + βn|
p

p−q < ∞ اگر .١

است. Lq(X) توي به L∞(X) از فشرده عملگر يک W ،١ < q < ∞ براي آنگاه ،
∑

n∈N wn|αn + βn| < ∞ اگر .٣

مي شود نتيجه محاسبه با .φ٢(n) = n ،u٢(n) = ١
n۴ ،φ١(n) = n ،u١(n) = ١

n٣ ،µ(n) = n فرض کنيم .٣. ٨ مثال
. J٢(n) = ١

n۴p و J١(n) = ١
n٣p ،h١(n) = ١ = h٢(n)

.
∑

n∈N J(n)
p

p−qµ(n) < ∞ همچنين و است فشرده W ،١ < q < p < ∞ براي .١

.
∑

n∈N J(n)µ(n) < ∞ همچنين و است فشرده W ،J(n) = ١
n٣q +

١
n۴q و ١ < q < ∞ براي .٢

. ١
p
+ ١

q
= ١ وقتي limn→∞ J(n) = ٠ زيرا است؛ فشرده W ،J(n) = ١

n٣q +
١

n۴q و ١ < p < ∞ براي .٣
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Abstract: In this paper, we continue the study of finite sum of weighted composition operators between
differentLp- spaces . Indeed, we first obtain some necessary and sufficient conditions for the compactness
of finite sum of weighted composition operators between distinct Lp of atomic measure space. We also
estimate essential norms of these operators.
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