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گروه هاي نظريه و گروه ها نظريه هردوي در که است متناهي گروه هاي از مهمي کلاس فروبنيوس گروه هاي چکيده:
گروه هاي از مهمي کلاس گروه، اين مهم خواص برخي اثبات ضمن مقاله اين در دارد. کاربرد و مي شود ظاهر جايگشتي

مي کنيم. بندي رده را گويا فروبنيوس گروه هاي به نام فروبنيوس

فروبنيوس. مکمل ، فروبنيوس هسته ، فروبنيوس گروه کليدي: واژه هاي

20H20, 20F50. رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
مي توان راستا اين در که مي شود انجام گروه اين درباره ي پژوهش هايي هرازگاهي تاکنون و شد مطرح [۶] در بار اولين براي فروبنيوس گروه

مي شود. آورده زير در گروه اين درباره تعريف دو اما کرد. اشاره [٢] و [۵] مراجع به

براي هرگاه است H مکمل با فروبنيوس گروه G گوييم . باشد G از نابديهي و سره زيرگروه H و گروه يک G کنيم فرض .١. ١ تعريف
باشد. برقرار H ∩Hg = ١ تساوي g ∈ G \H هر

α ∈ Ω هر به ازاي کنيم فرض مي کند. عمل انتقالي Ω مجموعه روي که است گروهي G کنيم فرض .١. ٢ تعريف
و α, β ∈ Ω تمام به ازاي Gα,β = ١ هرگاه است H مکمل با فروبنيوس گروه يک G گوييم .١ 6= H = Gα ≨ G داريم

باشد. برقرار α 6= β

که است فرد، n ، D٢n دووجهي گروه فروبنيوس گروه از مثال يک معادل اند. ١. ٢ و ١. ١ تعاريف که داد خواهيم نشان بعدي بخش در
است. ٢ مرتبه زيرگروه هر فروبنيوس مکمل

و است ميدان يک F که است Af١(F ) بعدي يک آفين گروه فروبنيوس گروه از ديگري مثال

Af١(F ) = {σ : F −→ F | σ(x) = ax+ b; a, b ∈ F ; a 6= ٠}.
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۶٣ فروبنيوس گروه رازهاي

از است عبارت پايدارساز و است انتقالي عمل اين که مي شود ديده به سادگي و مي کند عمل فوق به ترتيب F روي Af١(F )

H = {σ : F −→ F | σ(x) = ax, a ∈ F×}

گروه Af١(F ) مي دهد نشان اين و Af١(F )(٠,١) = ١ پس است. بديهي گروه H تحت ١ پايدارساز اما است. بديهي غير گروهي که
. است نامتناهي گروه اين باشد نامتناهي ميدان F اگر که است فروبنيوسي

گروه مقاله اين در ولي دارد تفاوت متناهي فروبنيوس گروه با کاملا آن خواص که [١] دارد وجود نامتناهي فروبنيوس گروه وجودي که با
مجموعه که داد نشان فروبنيوس . مي گيرد قرار بحث مورد متناهي فروبنيوس

N = (G \
∪
g∈G

Hg) ∪ {١}

.N ∩H = ١ ،G = NH درواقع؛ است G نرمال گروه زير يک
استفاده با فروبنيوس توسط آن بودن زيرگروه اثبات و مي ناميم فروبنيوس هسته را N است. H و N نيم مستقيم حاصل ضرب G يعني

ندارد. وجود خاص، موارد به جز، البته باشد، نشده استفاده سرشت نظريه از آن در که اثباتي هيچ تاکنون و شده انجام سرشت نظريه از
است: زير به صورت N زيرگروه باشد مدنظر ١. ٢ تعريف که حالتي در

N = {π ∈ G | نيست ثابت نقطه {πداراي ∪ {١}.

تامپسون از نتيجه اي است. باقيمانده راز يک به صورت هم چنان گروه ها نظريه از استفاده با N بودن زيرگروه اثبات شد، گفته که همان طور البته
اثبات هم چنين و فروبنيوسي گروه سرشت جدول ديدن براي است. پوچ توان N مي شود نتيجه آن از که [٩] دارد وجود دکترايش رساله در

. کند مراجعه [۴] به مي تواند خواننده سرشت نظريه از استفاده با N بودن زيرگروه
ساده يا و فروبنيوس مکمل مرتبه بودن زوج شرط با سرشت نظريه از استفاده بدون N بودن زيرگروه اثبات براي انجام شده تلاش هاي
وقتي مي دهيم، نمادگذاري درباره ي تذکراتي اينجا در است. مانده نتيجه بدون همچنان تلاش ها ، [٢] و [٨] است، شده انجام G گروه نبودن
ω١ = ω شرايط در بايد که مي دهيم ωgنمايش به صورت را عمل ωحاصل ∈ Ω و g ∈ Gبراي مي کند Ωعمل مجموعه Gروي گروه
و Gω = {g ∈ G | ωg = ω} يعني است؛ ω پايدارساز Gω باشد. برقرار g, h ∈ G و ω ∈ Ω تمام براي (ωg)h = ωgh و
Hg = {g−١Hg | g ∈ G} آن گاه ،g ∈ G و H ≤ G اگر G گروه درمورد .Gω,δ = {g ∈ G | ωg = ω, δg = δ}

مي شود. ناميده G در H مزدوج

فروبنويس گروه خواص ٢
مي کنيم. ثابت را ١. ٢ و ١. ١ تعاريف بودن معادل ابتدا

. معادل اند ١. ٢ و ١. ١ تعاريف .٢. ١ گزاره

روي راست سمت از ضرب با G که است واضح آن گاه . Ω = {Hx | x ∈ G} مي دهيم قرار باشد؛ برقرار ١. ١ کنيم فرض ابتدا اثبات.
،α 6= β ∈ Ω اگر .H 6= ١, G و α ∈ Ω براي Gα

∼= H پس . H با است يکريخت نقطه يک پايدار و مي کند عمل انتقالي Ω
Hgx = Hg از اما .Gα,β = Hβ = {x ∈ H | Hgx = Hg} لذا و g /∈ H که β = Hg کرد فرض مي توان آن گاه

مي شود. نتيجه ١. ٢ تعريف و Gα,β = ١ يعني x؛ ∈ H ∩Hg = ١ پس .x ∈ Hg اين که يا gxg−١ ∈ H مي شود نتيجه
چون .y /∈ Hx داريم x ∈ G \H هر براي مي دهيم نشان .١ 6= y ∈ H و باشد برقرار ١. ٢ تعريف کنيم فرض بعد، مرحله در
آنگاه ،(αx)y = αx اگر اکنون .β = αx 6= α اين صورت در .β ∈ Ω که αx = β مي دهيم قرار .αy = α داريم y ∈ H

بنابراين است. ١. ٢ تعريف با متناقض که y ∈ Gβ

(αx)y 6= αx =⇒ αxyx−١ 6= α =⇒ xyx−١ /∈ Gα =⇒ y /∈ x−١Gαx = Hx =⇒ y /∈ Hx.

شده نوشته يک بخش در که است به صورتي تعريف هر در فروبنيوس هسته که مي شود ديده به سادگي تعريف دو اين بودن معادل با
است.

.NG(H) = H اين صورت در است H مکمل با فروبنيوس گروه يک G کنيم فرض .٢. ٢ گزاره
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و Hg = H مي شود نتيجه g ∈ NG(H) از .g /∈ H و g ∈ NG(H) کنيم فرض .H ≤ NG(H) که است واضح اثبات.
ثابت که ،NG(H) ≤ H نتيجه در و g ∈ H پس است. تناقض يک که H ∩Hg = H = ١ است فروبنيوس گروه G چون

.NG(H) = H مي کند

با وي اثبات که است G نرمال زيرگروه N فروبنيوس هسته که کرد ثابت فروبنيوس ميلادي ١٩٠١ سال در شد گفته که همان طور
N مي دهيم نشان خاصي درحالت ولي دهيم ارائه را وي سرشتي نظريه اثبات نداريم قصد اينجا در گرفت. صورت سرشت نظريه از استفاده

است. G زيرگروه

اين صورت: در است. G زيرگروه N کنيم فرض همچنين باشد. N هسته و H مکمل با فروبنويس گروه G کنيم فرض .٢. ٣ گزاره

.|N | = [G : H] ( الف )

.N ∩H = ١ و G = NH و N ⊴G ( ب )

با است برابر G در H مزدوج هاي تعداد گروه ها نظريه در قضيه اي به بنا (الف) اثبات.

[G : NH(G)] = [G : H].

∪بنابراين
{Hg | g ∈ G} = [G : H]× (|H| − ١) + ١ = |G| − [G : H] + ١.

نتيجه: در

|N | = |(G \
∪
g∈G

Hg) ∪ {١}| = |G| − (|G| − [G : H] + ١) = [G : H].

براي . y−١xy ∈ N مي کنيم ثابت .y ∈ G و x ∈ N کنيم فرض کنيم. بررسي را G در N بودن نرمال است کافي فقط ( ب )
منظور اين

x ∈ N =⇒ x ∈ G−
∪
g∈G

Hg يا x = ١

مي کنيم ثابت .y−١xy ∈ G اما .g ∈ G هر براي x /∈ Hg اين صورت غير در است، ثابت حکم x = ١ اگر
نتيجه در .g ∈ G يک براي y−١xy ∈ Hg نباشد چنين اگر .y−١xy /∈

∪
g∈G

Hg

xy ∈ Hg =⇒ x ∈ Hgy−١
= Hg′ , g′ ∈ G

است. تناقض يک که

داريم N در x غيرهماني عضو هر براي آن گاه . N ≤ G و باشد N هسته و H مکمل با فروبنيوس گروه G کنيم فرض .۴ .٢ گزاره
.CG(x) ≤ N

که h = x−١hx ∈ Hx نتيجه در ،hx = xh آن گاه ،h ∈ CG(x) و h ∈ H اگر زيرا H؛ ∩ CG(x) = ١ اثبات.
پس zاي. به ازاي ١ 6= y ∈ Hz آن گاه y /∈ N اگر .y ∈ CG(x) کنيم فرض اکنون .h ∈ Hx ∩ H = ١ مي دهد نتيجه

لذا: و zyz−١ = h بنابراين hاي. ∈ H به ازاي y = z−١hz

h(zxz−١)h−١ = zxz−١.

گيريم مي نتيجه نهايتاً . yz−١ ∈ CG(x
z−١

) شود مي نتيجه آن از که h ∈ CG(x
z−١

) پس
yz

−١ ∈ H ∩ CG(x
z−١

)
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مي شود. ثابت حکم و y ∈ N پس است. تناقض يک که y = ١ نتيجه در و yz−١
= ١ اثبات اول قسمت به بنا حال

آن گاه: .N ≤ G و باشد N هسته و H مکمل با فروبنويس گروه يک G کنيم فرض .۵ .٢ گزاره

مي دارد؛ نگه ثابت را N هماني عضو فقط که است N از ريختي خود يک φh : n 7−→ h−١nh آن گاه ١ 6= h ∈ H اگر (الف)

|H|؛ | |N | − ١ (ب)

است. آبلي گروهي N باشد؛ زوج |H| اگر (ج)

اثبات.
خودريختي يک φh که مي شود بررسي به سادگي .n ∈ N هر براي h−١nh ∈ N لذا و N ⊴G داريم (ب) ٢. ٣ گزاره به بنا (الف)

است.

φh(n) = n =⇒ h−١nh = n =⇒ h = n−١hn ∈ H ∩Hn

.n = ١ لذا و n ∈ N ∩H نتيجه در .n ∈ H پس ،h 6= ١ چون
|H| مدار هر ي اندازه پس نمي دارد، نگه ثابت را عضوي H چون که مي گيريم نظر در را تزويج توسط N − {١} روي H عمل (ب)

.|H| | |N | − ١ نتيجه در و است
مي توان را g ∈ G هر آن گاه باشد، G متناهي گروه از ثابت نقطه بدون خودريختي يک φ اگر که مي کنيم استفاده موضوع اين از (ج)
بنا باشد. ٢ مرتبه اش که مي کنم انتخاب طوري را h ∈ H پس شده، فرض زوج عددي |H| چون نوشت. g = x−١φ(x) به صورت
،N از xاي ازاي به ، n = x−١φh(x) به صورت مي توان را n ∈ N لذا و است N از ثابت نقطه بدون خودريختي يک φh (الف) به

پس: نوشت.

n = x−١φh(x) = x−١xh =⇒ nnh = x−١xh(x−١)hxh٢ = x−١x = ١
=⇒ nh = n−١,∀n ∈ N.

آبلي N مي دهد نتيجه که x−١y−١ = xhyh = (xy)h = (xy)−١ = y−١x−١ داريم: x, y ∈ N هر به ازاي اکنون
است.

فروبنيوس هسته بودن زيرگروه براي مقدماتي برهان ٣
شده انجام فروبنيوس توسط سرشت نظريه از استفاده با آن اثبات که است زيرگروه N فروبنيوس هسته که کرديم فرض قبل قسمت هاي در
تعريف از اينجا در دهيم. ارائه سرشت نظريه از استفاده بدون خاص حالت يک در N بودن زيرگروه از اثباتي داريم قصد بخش اين در است.

مي کنيم. استفاده فروبنيوس گروه ١. ٢

،H = Gα مکمل با فروبنيوس گروه G کنيم فرض مي کند. عمل انتقالي n اندازه از Ω مجموعه روي G کنيم فرض .٣. ١ قضيه
فروبنويس هسته اين صورت در است. زوج مرتبه از ،α ∈ Ω

N = {π ∈ G | ثابت نقطه {πبدون ∪ {١}.

است. G گروه زير

مي ناميم. T را G در ٢ مرتبه عضو اين تزويج کلاس است. ٢ مرتبه از عضوي داراي پس شده، فرض زوج عددي Gα مرتبه چون اثبات.
حداقل نقطه اي پايدارساز n از هرکدام لذا ،Gα ∩ Gβ = Gα,β = ١ و مزدوجند Gβ و Gα آن گاه ،α 6= β و α, β ∈ Ω اگر
به طول دور n− ١

٢
و يک به طول دور يک است: چنين t دوري ساختار آن گاه t ∈ T اگر . |T | ≥ n و دربردارد را T از عضو يک

باشد. داشته دربر را يکساني ترانهش نمي تواند G از عضوي دو هيچ ندارد، ثابت نقطه يک از بيش تر G نابديهي عضو هيچ که آنجا از .٢

بنابراين .|T | ≤ n اينجا از و |T |(n− ١
٢

) ≤ n(n− ١)
٢

مي گيريم نتيجه لذا و دارد وجود SΩ در ترانهش n(n− ١)
٢

دقيقا
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T درنتيجه و دارد دربر را T از عضو يک دقيقا نقطه اي پايدارساز هر به ويژه، مي شود. ظاهر T عناصر از يکي در ترانهش هر و |T | = n
است. G در ٢ مرتبه عناصر تمام مجموعه

st ∈ آن گاه s, t ∈ N اگر يعني است، بسته ضرب عمل تحت دهيم نشان است کافي است، G زيرگروه N اين که دادن نشان براي
و βt = β(st)t = βs داريم .β ∈ Ω که fix(st) = {β} اين صورت در ،st /∈ N يعني نباشد؛ چيزي چنين کنيم فرض .N

است: برقرار زير حالات از يکي لذا
.s, t ∈ Gβ يعني ،βs = βt = β اين که يا مي شود ظاهر t و s هردوي دوري ساختار در که است ترانهشي (ββs) = (ββt)

است. گروه زير N و st ∈ N بنابراين است. تناقض يک که نيست ممکن فوق حالات از هيچ کدام ديديم بالا در که همان طور اما

N (ج) ۵ .٢ گزاره به بنا باشد زوج H مرتبه که حالتي در است. پوچ توان گروهي N [٩] بنابه و N ⊴G داريم (ب) ٢. ٣ گزاره بنابر
است. آبلي

گويا فروبنيوس گروه ۴
توضيح بخش اين در که است بودن گويا خاصيت موارد اين از يکي گرفته اند. قرار مطالعه مورد گوناگوني جنبه هاي از فروبنيوس گروه هاي

.[٣] آورديم به دست جالبي نتايج و گرفت قرار توجه مورد پژوهش ها از مرحله اي در مفهوم اين مي دهيم.

مرتبه به نسبت که m صحيح عدد هر ازاي به هرگاه مي شود ناميده گويا x ∈ G باشد. متناهي گروه يک G کنيم فرض .١ .۴ تعريف
اصطلاح از G براي حالت اين در باشد. گويا آن عضو هر هرگاه ناميم گويا را G گروه باشند. مزدوج G در xm و x عناصر است اول x

مي کنيم. استفاده Q-گروه

ساختار داراي π و πm آن گاه ،(m,n) = ١ و شود فرض n مرتبه از π ∈ S۵ اگر زيرا است S۵ متقارن گروه Q-گروه، از مثالي
در π٢ و π شود اختيار ۵ مرتبه از π ∈ A۵ اگر زيرا نيست Q-گروه ،A۵ متناوب گروه اما مزدوجند. S۵ در لذا و هست اند يکسان دوري

نيستند. مزدوج A۵

اگر تنها و اگر است گويا x ∈ G اينصورت در باشد. متناهي گروه G کنيم فرض .٢ .۴ گزاره

NG(〈x〉)
CG(〈x〉)

∼= Aut(〈x〉).

يک ،(m,n) = ١ ،θ(x) = xm ضابطه با θ : 〈x〉 −→ 〈x〉 مي دانيم باشد. وگويا n مرتبه از x ∈ G کنيم فرض اثبات.
اويلر تابع φ که |Aut(〈x〉)| = φ(n) داريم و است فوق به صورت 〈x〉 دوري گروه خودريختي هاي تمام و است 〈x〉 از خودريختي

ضابطه با f : NG(〈x〉) −→ Aut(〈x〉) همريختي گروه ها، نظريه از قضيه اي بنابه اما مي باشد.
y 7−→ xy = y−١xy

نتيجه در و است پوشا همريختي اين x بودن گويا به توجه با دارد. وجود CG(〈x〉) هسته با
NG(〈x〉)
CG(〈x〉)

∼= Aut(〈x〉).

است. زوج عددي نابديهي گوياي گروه هر مرتبه .٣ .۴ گزاره

عضو داراي G کشي قضيه به بنا مي کند. عاد را G مرتبه که باشد اولي عدد کوچکترين p و گويا و نابديهي گروهي G کنيم فرض اثبات.

مي شود نتيجه p انتخاب به توجه با و p− ١ | |G| پس . NG(〈x〉)
CG(〈x〉)

∼= Aut(〈x〉) ∼= Zp−١ فوق قضيه بنابه و است p مرتبه
مي شود. ثابت حکم و p = ٢ لذا و p− ١ = ١

٢ .۴ گزاره به بنا است. فرد مرتبه از عضوي x ∈ G کنيد فرض آن گاه ،|G| > ٢ و شود فرض گويا متناهي آبلي گروه يک G اگر

نتيجه مي رسيم. تناقض به Aut(〈x〉) 6= ١ و است بديهي فوق يکريختي چپ سمت چون که NG(〈x〉)
CG(〈x〉)

∼= Aut(〈x〉) داريم
.Z٢ و هماني از عبارت اند متناظر آبلي گروه تنها مي گيريم

کرد. خواهيم پيدا را گويا فروبنيوس گروه يک ساختار ادامه در
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است. Q-گروه Q-گروه ها، مستقيم حاصل ضرب و قسمتي خارج گروه .۴ .۴ گزاره

است. واضح اثبات.

Q٨ کواترنيون گروه يا Z٢ دوري گروه با H اين صورت در باشد. H مکمل با گويا متناهي فروبنيوس گروه يک G کنيم فرض .۵ .۴ گزاره
است. يکريخت

G

N
∼= H لذا و N ∩H = ١ و G = NH اين صورت در باشد، N هسته و H مکمل با گويا فروبنيوس گروه G کنيم فرض اثبات.

مي گيريم: درنظر را حالت دو .٢ | |H| پس H 6= ١ چون است. Q-گروه يک نيز

طوري که به است G٠ نرمال زيرگروه داراي G گروه ،[٨] هاوس زازن از نتيجه اي به بنا حالت اين در است. غيرحل پذير گروهي H اول: حالت
اما است. اول ۵ و ٢،٣ به نسبت مرتبه اش که است گروهي M که G٠ ∼= SL٢(۵) × M و [G : G٠] ≤ ٢

اگر پس نيست. مي دانيم که است Q-گروه يک نيز SL٢(۵)
Z(SL٢(۵))

∼= A۵ باشد چنين اگر زيرا نيست؛ -Qگروه SL٢(۵)

نتيجه در و G

G٠

∼= Z٢ آن گاه ،[G : G٠] = ٢ اگر نيست. Q-گروه يک G آن گاه G = G٠ = SL٢(۵) × M

نيست. Q-گروه هم باز که G

M
∼= SL٢(۵) : Z٢

اعداد مجموعه π(H) که π(H) ⊆ {٢, ٣, ۵} مي گيريم نتيجه [٧] مقاله از استفاده با اين حالت در است. حل پذير گروهي H دوم: حالت
کواترنيون گروه با يا و دوري اند يا H -٢زيرگروه هاي سيلو [٨] به بنا ٢ | |H| چون مي کنند. عاد را H مرتبه که است اولي

يعني است؛ يافته تعميم کواترنيون H از P -٢زيرگروه سيلو يک که فرض کنيم ابتدا يکريختند. يافته تعميم

P = 〈x, y | x٢n , y٢ = x٢
n−١

, y−١xy = x−١〉.

پس: است، Q-گروه يک H چون . o(x) = ٢n و ، n ≥ ٢ ، |P | = ٢n+١ داريم

|NG(〈x〉)
CG(〈x〉)

| = φ(٢n) = ٢n−١.

پس شده فرض n ≥ ٢ چون .n ≤ ٢ لذا و n − ١ ≤ ١ نتيجه در ، |NG(〈x〉)
CG(〈x〉)

| ≤ ٢ ، 〈x〉 ⊴ Pچون اما
فرد عدد يک p کنيد فرض بعد مرحله در است. يکريخت ٨ مرتبه کواترنيون گروه با H گروه ٢−زير سيلو يک بنابراين .n = ٢
p-زيرگروه سيلو يک ،o(x) = pm ،S = 〈x〉 اگر بنابراين . دوري اند H p-زيرگروه هاي سيلو [٨] به بنا باز .p | |H| و

آن گاه باشد، H

|NH(S)

CH(S)
| = φ(pm) = pm−١(p− ١).

را زير امکانات H مرتبه براي بنابراين pاند. مرتبه از H هاي p-زيرگروه سيلو يعني ،m = ١ پس ،p ∤ |NH(S)

CH(S)
| چون
داريم:

|H| = ٢٣, ٢٣ · ٣, ٢٣ · ۵, ٢٣ · ٣ · ۵.

عضو شامل H که مي کنيم استفاده واقعيت اين از ديگر امکانات حذف براي است. امکان پذير |H| = ٢٣ فقط مي دهيم نشان
.[٨] است ٢ مرتبه از z بفرد منحصر مرکزي

از عبارت اند ٢٠ مرتبه از ناآبلي هاي گروه اما است. ٢٠ مرتبه از Q-گروه يک H

〈z〉
اين صورت در :|H| = ٢٣ · ۵ (آ)

نيستند. Q-گروه هيچ کدام مي شود ديده که Z۵ : Z۴ ، Z١٠ · Z٢ ، Z٢ ×D١٠
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دوري بايد که است ٣ · ۵ مرتبه از زيرگروهي داراي پس است، شده فرض حل پذير H چون :|H| = ٢٣ · ٣ · ۵ (ب)
مي کند حکم اين . مي باشد ١۵ مرتبه از عضوي داراي که است ٢٣ · ٣ · ۵ مرتبه از Q-گروه يک H

〈z〉
بنابراين باشد.

است. غيرممکن که φ(١۵) = ٨ | H

〈z〉

است عبارت امکان تنها که کرد بررسي مي توان است. ١٢ مرتبه از Q-گروه يک H

〈z〉
حالت اين در :|H| = ٢٣ · ٣ (ج)

يک CH(S) ∼= Z٣ × Z۴ لذا و است نرمال H در H از S ٣-زيرگروه سيلو يک پس . H
〈z〉

∼= Z٢ × S٣ از
باشد. Q-گروه نمي تواند H رو اين از و است H از نرمال زيرگروه

S ٢-زيرگروه سيلو يک که است اين بعدي حالت است. ٨ مرتبه کواترنيون گروه H که مي ماند باقي |H|٢٣ حالت فقط بنابراين
.N ∩ S = ١ و H = NS که طوري به دارد وجود H از N نرمال زيرگروه برنسايد از قضيه اي به بنا باشد. دوري H از
مرتبه از N آن در که H = N : Z٢ اين رو از .|S| = ٢ باشيم داشته بايد است، دوري Q-گروه يک H

N
∼= S چون

مي دهيم قرار و n ≥ ٠ ، |N | = ٣n کنيم فرض است. ابرحل پذير ,٢}-گروه ٣} يک اين حالت در H گروه اما است. فرد

يکريخت ٢ ·٣n−١ مرتبه از دوري گروه با H

CH(〈x〉)
مي گيريم نتيجه NG(〈x〉)

CG(〈x〉)
∼= Aut(〈x〉) تساوي از .N = 〈x〉

بودن Q-گروه از آن گاه ،|H| = ۶ اگر است. ۶ يا ٢ مرتبه از H اين رو از . n ≤ ١ پس است Q-گروه يک چون که است
مي شود. ثابت گزاره و H ∼= Z٢ بنابراين باشد. فروبنيوس مکمل نمي تواند [٨] به بنا که H ∼= S٣ مي شود نتيجه H

يکريخت Q٨ يا Z٢ با H آن گاه باشد Q-گروه ،G اگر باشد. N هسته و H مکمل با فروبنيوس گروه يک G کنيم فرض .۶ .۴ قضيه
.p = ٣ يا ۵ که است آبلي -pگروه يک N و است

مي گيريم نتيجه است ٢-گروه يک G
N

∼= H چون است. يکريخت Q٨ يا Z٢ با H ، ۵ .۴ گزاره به بنا و قضيه فرضيات به توجه با اثبات.
|H| | |K| − ١ اين که از . π(N) ⊆ {٢, ٣, ۵} مي دهد نتيجه که π(G) ⊆ {٢, ٣, ۵} ، [٧] به بنا است. حل پذير گروهي G
گويا فروبنيوس گروه G جون . r, s ≥ ٠ ، O(g) = ٣r۵s کرد فرض مي توان g ∈ N اگر . π(K) ⊆ {٣, ۵} مي گيريم نتيجه

.NG(〈g〉)
CG(〈g〉)

∼= Aut(〈g〉) و CG(g) = N پس است

۵ ، ٣ اعداد از يکي N غيرهماني عضو هر مرتبه بنابراين .r, s ≤ ١ مي شود نتيجه آن از که باشد ٢ از تواني بايد |Aut(〈g〉)| اما

زيرا است؛ غيرممکن که باشد يکريخت Q٨ با بايد و |NG(〈g〉)
N

| = ٨٠ آن گاه باشد، ١۵ مرتبه از عضوي داراي N اگر است. ١۵ يا
مي شود. ثابت قضيه و است ۵ يا ٣ اعداد از يکي N از غيرهماني عضو هر مرتبه پس است. آبلي گروهي Aut(〈g〉)

اين صورت در باشد. فروبنيوس Q-گروه يک G کنيم فرض .٧ .۴ نتيجه

هر کردن وارون با E(٣n) روي Z٢ و است ٣n مرتبه از مقدماتي آبلي گروه E(٣n) که ، n ≥ ١ ، G ∼= E(٣n) : Z٣ .١
مي کند؛ عمل عضو

٣ با ميدان روي Q٨ بعدي ٢ تحويل ناپذير نمايش از کپي m مستقيم جمع E(٣٢m) ، m ≥ ١ ، G ∼= E(٣٢m) : Q٨ .٢
است؛ عضو

است. عضو ۵ با ميدان روي Q٨ ٢بعدي تحويل ناپذير نمايش E(۵٢) که G ∼= E(۵٢) : Q٨ .٣

فروبنيوس اند. Q-گروه (٣) و (٢) و (١) در ذکرشده گروه هاي از کدام هر واقع در و مي شود نتيجه قبلي ازگزاره هاي فوق نتايج اثبات.
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