
٢٢- ٨٠٨٨۵١ چاپي: شاپا
DOI: 10.22055/JAMM.2022.38944.1973

رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
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پروفر دامنه هاي در ماکسيمال زيرحلقه هاي

* علينقيزاده محمدرضا و آذرنگ البرز
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باشد. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي آن، تحت پروفر دامنهي يک که ميکنيم بررسي را شرايطي مقاله اين در چکيده:
برعکس و آن ماکسيمال زيرحلقه ي به دامنه يک از ... و بزوت پروفر، ويژگي انتقال بررسي به مي خواهيم همچنين

بپردازيم.

ماکسيمال. زيرحلقه ي بزوت، دامنهي پروفر، دامنهي کليدي: واژه هاي

13B02, 13B21, 13B30,13A05,13A15,13A18 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
در باشد. ماکسيمال T سره ي زيرحلقه هاي بين در شمول رابطه ي با R هرگاه مي ناميم، ماکسيمال را T حلقه ي از R يکاني زيرحلقه ي
وجود نميتوانيم زورن، لم از استفاده با شود). نگاه [١۴] و [١٣] ،[١٢] (به مي نامند نيز R مينيمال حلقه اي توسيع را T صورت اين
حلقه هايي حقيقت، در بگيريم. نتيجه را يکدار، حلقهي يک در ماکسيمال ايدآل وجود برخلاف دلخواه، حلقهي يک در ماکسيمال زيرحلقهي
تذکر به است، ماکسيمال زيرحلقه ي فاقد متناهي ميدان هر جبري بستار مثال، بهعنوان نيستند. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي که دارند وجود
از ٣. ١٩ مثال به ميتوان ماکسيمال اند، زيرحلقه هاي فاقد که حلقه هايي از کلي تر مثال هاي ديدن براي شود. نگاه را [۵] مرجع از ١. ١٣
بهويژه و پرداختند تعويض پذير حلقه هاي در ماکسيمال زيرحلقه هاي وجود بررسي به نويسندگان، [٩]-[١] مراجع در کرد. مراجعه [٧] مرجع
برخي بررسي به [٩] در آنها همچنين کردند. ردهبندي ماکسيمالاند، زيرحلقه ي داراي/فاقد که را آرتيني حلقه هاي همچنين و ميدان ها
ماکسيمال زيرحلقه ي وجود بررسي به مي خواهيم مقاله اين در پرداختند. مي شود منتقل آن ماکسيمال زيرحلقه ي و حلقه بين که جبري شرايط
پرداخت. خواهيم آن ماکسيمال زيرحلقه هاي و صحيح دامنه ي يک بين ... و بزوت پروفر، ويژگي انتقال به همچنين و بپردازيم پروفر دامنههاي در

زيرحلقه ي R اگر .١ ̸= ٠ و يکدارند تعويض پذير حلقه ها همهي مقاله اين در پرداخت. خواهيم مقاله اين نمادگذاريهاي بيان به حال
باشد. T سره ي زيرحلقه ي R هرگاه ،R ≨ T مي نويسيم همچنين .R ≤ T مي نويسيم و ١R = ١T آنگاه باشد، T
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نمايش Q(R) با را R کسرهاي ميدان آنگاه باشد، صحيح دامنهي R اگر مي دهيم. نمايش Char(R) با را R حلقه ي مشخصهي
نمايش Max(R) با را R حلقهي ماکسيمال ايدآل هاي مجموعهي و Spec(R) با را R حلقهي اول ايدآلهاي مجموعهي مي دهيم.

که ميکنيم يادآوري آنگاه ،P ∈ Spec(R) و باشد T زيرحلقه ي R اگر مي دهيم.

RP = {r
s
| r ∈ R, s ∈ R \ P}

TP = { t
s
| t ∈ T, s ∈ R \ P}.

ايدآل يک فقط هرگاه گوييم، موضعي را R صحيح دامنهي مي دهيم. نمايش U(R) با را R وارون پذيرحلقهي عضوهاي تمام مجموعهي
يک R کنيم فرض باشد. متناهي آن ماکسيمال ايدآل هاي تعداد هرگاه گوييم، نيمهموضعي را R صحيح دامنهي باشد. داشته ماکسيمال
نمايش dim(R) با را R حلقه کرول بعد .R ≤ T ≤ Q(R) هرگاه گوييم، R † زبرحلقهي را T صورت اين در باشد، صحيح دامنهي
از اعضايي a١, a٢, ..., an و حلقه يک R هرگاه مي دهيم. نمايش |R| با را R اصلي عدد آنگاه باشد، مجموعه يک R اگر مي دهيم.
را R حلقهي از b و a عضو دو است. a١, a٢, ..., an توسط توليدشده ايدآل نشاندهندهي (a١, a٢, ..., an) صورت اين در باشند، آن
Zp و صحيح اعداد نشاندهندهي Z مي دهيم. نمايش ≃ با را حلقه اي يکريختي نماد .(a) = (b) هرگاه ميناميم، وابسته) (يا شريک
R اول زيرحلقه ي Z = {n١R |n ∈ Z} مجموعهي آنگاه باشد، صحيح دامنهي يک R اگر است. p اول عدد براي عضوي p ميدان
،α ∈ T و R ≤ T هرگاه .Z ≃ Zp آنگاه ،Char(R) = p اگر و Z ≃ Z آنگاه ،Char(R) = ٠ اگر مي شود. ناميده
ميدهيم نشان R[α] با را آن که است، α و R شامل که T زيرحلقهي کوچکترين با است برابر α و R توسط توليدشده زيرحلقهي آنگاه
حد در تحويل ناپذير، عناصر تمام مجموعهي .R ≤ R[α] ≤ T که کنيم توجه .R[α] = {f(α)|f(x) ∈ R[x]} واقع در و
ميناميم، ارزياب دامنهي يک را K کسرهاي ميدان با V صحيح دامنهي مي دهيم. نمايش Irr(R) با را R صحيح دامنهي شراکت،
آن متناهيمولد ايدآل هر هرگاه ميناميم، پروفر را صحيح دامنهي يک .x−١ ∈ V يا x ∈ V باشيم داشته x ∈ K هر براي هرگاه
ايدآل هر هرگاه ميناميم، بزوت دامنهي را صحيح دامنهي يک ميناميم. ددکيند دامنهي را نوتري پروفر دامنهي يک باشد. معکوسپذير

شود. مراجعه [١٧] به آنها ويژگيهاي و هم با دامنهها اين ارتباط ديدن براي باشد. اصلي آن متناهيمولد

مي پردازيم. پروفر دامنه هاي در ماکسيمال زيرحلقه ي وجود بررسي به ٢ بخش در ميپردازيم. مقاله اين نتايج از خلاصهاي بيان به حال
،R/P ≃ R/Q که بهطوري باشند موجود R از Q و P مقايسه ناپذير اول ايدآل هاي و باشد پروفر دامنهي R اگر که مي دهيم نشان
R پروفر دامنهي از شراکت، حد در اول، عناصر تمام مجموعهي I اگر که مي دهيم نشان است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه
که بهطوري باشد R پروفر دامنهي از اول عنصر يک p اگر همچنين است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه ،|I| > ٢ℵ٠ و باشد
بررسي به ٣ بخش در است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R که مي کنيم ثابت آنگاه ،Char(R/(p)) = ٠ يا |R/(p)| ≥ ٢ℵ٠

صحيح دامنهي هر براي مي دهيم نشان و ميپردازيم آن ماکسيمال زيرحلقه هاي و صحيح دامنهي يک بين ... و بزوت پروفر، ويژگي انتقال
دامنهي T اگر همچنين است. (بزوت) پروفر نيز T آنگاه باشد، (بزوت) پروفر ماکسيمال زيرحلقهي يک داراي T اگر نباشد، ميدان که T
موضعي دامنهي TP ،R از P اول ايدآل هر بهازاي و باشد صحيح بستهي T در R که بهطوري باشد آن ماکسيمال زيرحلقه ي R و پروفر
نشان آنگاه باشد، آن از صحيح بستهي ماکسيمال زيرحلقه ي R و ارزياب دامنهي T اگر خاص درحالت است. پروفر دامنهي R آنگاه باشد،
ماکسيمال زيرحلقهي يک R اگر نباشد، ميدان که T صحيح دامنهي هر براي مي دهيم نشان همچنين است. پروفر دامنهي R مي دهيم

.T =
∩
P∈I

RP که بهطوري است موجود Spec(R) از I زيرمجموعهي آنگاه باشد، T از پروفر

ماکسيمال زيرحلقه ي و پروفر دامنهي ٢
مي کنيم. شروع زير، تعريف با را بخش اين

باشد، R شامل T از زيرحلقه اي S اگر و R ≨ T هرگاه گوييم، T ماکسيمال زيرحلقه ي را R آنگاه باشد، حلقه يک T اگر .٢. ١ تعريف
.S = R يا S = T آنگاه

زيرحلقهي Dداراي آنگاه ،|D| > ٢٢ℵ٠ که بهطوري باشد صحيح دامنهي Dيک اگر که است شده داده نشان [٧] از ٢. ٨ گزاره در
است. ماکسيمال زيرحلقهي داراي نيز ناشمارا يکتاي تجزيهي دامنهي هر که است شده ثابت [٢] از ٣. ١ قضيه در همچنين است. ماکسيمال
از ٢۴ .٢ قضيه در نهايت، در است. ماکسيمال زيرحلقهي داراي ناشمارا نوتري حلقهي هر که است شده داده نشان [٣] از ۴ .٢ نتيجه در
زيرحلقهي داراي D آنگاه ،|D| = ٢٢ℵ٠ و dim(D) = ١ که بهطوري باشد صحيح دامنهي يک D اگر که است شده ثابت [۴]

پرداخت. خواهيم پروفر دامنههاي در ماکسيمال زيرحلقههاي وجود بررسي به بخش اين در است. ماکسيمال
†overring



١٧٧ پروفر دامنه هاي در ماکسيمال زيرحلقه هاي

آنگاه نباشد، ماکسيمال زيرحلقه ي داراي D اگر صورت اين در .dim(D) = ١ که باشد صحيح دامنهي يک D کنيم فرض .٢. ٢ قضيه
.
∞∩
i=١

Mi = ٠ که بهطوري دارند وجود D از . . . ،M٢ ،M١ ماکسيمال ايدآلهاي

Char(D) = اگر .|Irr(R)| = ℵ٠ که بهطوري دارد Dوجود در مشمول ،R مانند اصلي ايدآل دامنهي يک مي کنيم ادعا ابتدا اثبات.
زيرحلقه ي Zp صورت اين در ،Char(D) = p کنيم فرض حال بگيريم. نظر در Z را R حلقهي است کافي حالت اين در آنگاه ،٠
است x مانند عضوي شامل D بنابراين نيست. جبري Zp روي D که ميکند ايجاب Zp بودن ميدان نيست، ميدان D چون است. D
قرار حال .|Irr(Zp[x])| = ℵ٠ و Zp[x] ⊆ D که است اصلي ايدآل دامنهي يک Zp[x] نتيجه در نيست. جبري Zp روي x که
ابتداي در که باشد نظر مورد اصلي ايدآل دامنهي همان R کنيم فرض حال است. تمام نيز حالت اين در ادعا اثبات و R = Zp[x] ميدهيم
،[٢] از ٢. ٢ قضيه طبق آنگاه باشد، وارونپذير D در Irr(R) از عضوي اگر .Irr(R) = {q١, q٢, ...} و بوديم کرده ادعا اثبات
که بهطوري است موجود D از Mi ماکسيمال ايدآل ،i هر بهازاي بنابراين است. فرض با متناقض که است ماکسيمال زيرحلقه ي داراي D
عضوهاي qj و qi چون آنگاه ،Mi∩R = Mj ∩R و i ̸= j اگر زيرا اند؛ R در متمايز اول ايدآلهاي ها (Mi∩R) .qi ∈ Mi

حال است. تناقض که است Mj ∩R زيرمجموعهي R = qiR+ qjR پس است، اصلي ايدآل دامنهي R و غيرشريکند تحويلناپذير
و dim(R) = ١ پس است، اصلي ايدآل دامنهي R که اين به توجه با .Q ̸= ٠ کنيم فرض .Q :=

∞∩
i=١

Mi = ٠ که ميکنيم ثابت

قضيه طبق لذا .Q∩R = ٠ پس متمايزند، ماکسيمال ايدآل هاي نامتناهي ها، (Mi ∩R) که اين به توجه با همچنين است. نوتري R
،dim(D) = ١ که اين به توجه با درنتيجه .P ∩R = ٠ و Q ⊆ P که بهطوري است موجود D از P ناصفر اول ايدآل ،[١٧] از ١
دامنهي يک شامل که است ميداني D/P پس ،P ∩ R = ٠ طرفي از است. ميدان D/P نتيجه در و P ∈ Max(D) بنابراين
زيرحلقه ي داراي D ،[١] از ٢. ٣ گزاره طبق پس است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي D/P ،[٢] از ٢. ٢ قضيه طبق لذا و است اصلي ايدآل

است. تمام اثبات و Q = ٠ لذا است. فرض با متناقض که است، ماکسيمال

زيرحلقه ي T اگر صورت اين در .dim(T ) ≥ ١ که بهطوري باشد متناهي کرول بُعد با صحيح دامنهي يک T کنيم فرض .٢. ٣ قضيه
است. T در اول ايدآل يک

∞∩
i=١

Mi که بهطوري دارند وجود T از . . . ،M٢ ،M١ ماکسيمال ايدآلهاي آنگاه باشد، نداشته ماکسيمال

براي کنيم فرض است. برقرار قضيه ،dim(T ) = ١ براي قبل قضيه طبق مي دهيم. انجام را اثبات dim(T ) روي استقراء با اثبات.
قضيه اثبات به توجه با است. برقرار نيز dim(T ) = n ≥ ٢ براي قضيه مي کنيم ثابت باشد. درست قضيه dim(T ) ≤ n − ١
متمايز ماکسيمال ايدآلهاي همچنين .Irr(R) = {q١, q٢, ...} که بهطوري است R مانند اصلي ايدآل دامنهي يک شامل T قبل،
آنگاه ،Q = ٠ اگر .Q :=

∞∩
i=١

Mi مي دهيم قرار .(
∞∩
i=١

Mi) ∩ R = ٠ و qi ∈ Mi که طوري به دارند وجود T از Mi

از P اول ايدآل ،[١٧] از ١ قضيه طبق ،Q ∩ R = ٠ چون .Q ̸= ٠ که کنيم فرض حال است. تمام اثبات و Q ∈ Spec(T )
زيرحلقه ي داراي T چون حال است. R از نسخهاي شامل T/P بنابراين .P ∩ R = ٠ و Q ⊆ P که طوري به است موجود T
نيست. ميدان T/P ،[٢] از ٢. ٢ قضيه طبق لذا و نيست ماکسيمال زيرحلقه ي داراي T/P ،[١] از ٢. ٣ گزاره طبق پس نيست، ماکسيمال
ايدآلهاي استقراء، فرض طبق حال .١ ≤ dim(T/P ) ≤ n− ١ درنتيجه و P ̸= ٠ پس .Q ⊆ P و Q ̸= ٠ چون طرفي از
T/P دامنهي در اول ايدآل يک

∞∩
i=١

(Ni/P ) = (
∞∩
i=١

Ni)/P که بهطوري موجودند T/P از . . . ،N٢/P ،N١/P ماکسيمال

است. تمام اثبات لذا و مي باشد T در اول ايدآل يک
∞∩
i=١

Ni که بهطوري موجودند T از . . . ،N٢ ،N١ ماکسيمال ايدآلهاي بنابراين است.

بهطوري است موجود R[x] در f(x) ناصفر چندجمله اي ،α ∈ T هر بهازاي آنگاه باشد، T ماکسيمال زيرحلقه ي R اگر .۴ .٢ تذکر
و f(x) = x٢ − α٢ ∈ R[x] آنگاه ،α٢ ∈ R اگر زيرا .f(α) = ٠ و است U(R) عضو f(x) ضرايب از يکي حداقل که
،α ∈ T چون لذا .R[α٢] = T است، ماکسيمال زيرحلقهي T در R که اين به توجه با آنگاه ،α٢ /∈ R اگر حال .f(α) = ٠
.α = cn(α

٢)n + cn−١(α
٢)n−١ + · · ·+ c١(α

٢) + c٠ و n ≥ ٠ که بهطوري دارند وجود R در c٠, c١, . . . , cn عناصر
.f(α) = ٠ داريم و f(x) = cnx

٢n + cn−١x
٢n−٢ + · · ·+ c١x

٢ + c٠ − x ∈ R[x] مي دهيم: قرار حال

مي باشد. R جبري توسيع T قبل، تذکر طبق آنگاه باشد، T ماکسيمال زيرحلقه ي R اگر .۵ .٢ تذکر

توجه با آنگاه هستند، صحيح R روي که باشد T از عضوهايي همهي مجموعهي R′ و باشد T ماکسيمال زيرحلقه ي R اگر .۶ .٢ تذکر
است: برقرار زير حالت دو از يکي دقيقاً ،R ≤ R′ ≤ T که اين به

است. صحيح بستهي T در R لذا و R = R′ -١
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است. صحيح R روي T لذا و R′ = T -٢

.Q(R) = Q(T ) آنگاه باشد، صحيح بستهي T در R اگر باشد. آن ماکسيمال زيرحلقه ي R و صحيح دامنهي T کنيم فرض .٢. ٧ لم
نيست. ميدان هيچگاه R بهويژه

درنتيجه و T ≤ Q(R) ،[١٧] از ۴۴ صفحه ٣۵ تمرين به توجه با بنابراين مي باشد. جبري R روي T ،۵ .٢ تذکر طبق اثبات.
اگر که کنيم توجه نهايت در .Q(T ) = Q(R) بنابراين و Q(R) ≤ Q(T ) پس ،R ≤ T چون ازطرفي .Q(T ) ≤ Q(R)

است. تناقض بهوضوح که R = T آنگاه باشد، ميدان R

Q(R) = آنگاه باشد، T ماکسيمال زيرحلقه ي R اگر صورت اين در نيست. ميدان که باشد صحيح دامنهي يک T کنيم فرض .٢. ٨ لم
نيست. ميدان هيچگاه R بهويژه .Q(T )

ميدان T چون باشد. صحيح R روي T کنيم فرض حال است. تمام اثبات قبل، لم طبق آنگاه باشد، صحيح بستهي T در R اگر اثبات.
ايدآل ،[١۵] از ٢. ٢ قضيه طبق طرفي از نيست. ماکسيمال که است R از اولي ايدآل (٠) درنتيجه باشد. ميدان نميتواند نيز R نيست،
،Q(R) = R(٠) = T(٠) لذا .RP = TP ،P ∈ Spec(R) \ {M} هر براي که بهطوري دارد وجود R از M ماکسيمال
که کنيم توجه نهايت در .Q(T ) = T(٠) = R(٠) = Q(R) پس ،T(٠) ≤ Q(T ) چون و است T شامل ميداني T(٠) بنابراين

است. تناقض بهوضوح که R = T آنگاه باشد، ميدان R اگر

از ٢. ٣ گزاره و ٢. ٢ قضيه مطابق آنگاه ،R/M ≃ R/M ′ که بهطوري باشند R حلقهي از ماکسيمال ايدآل دو M ′ و M اگر
داريم. را زير قضيه پروفر، دامنههاي با ارتباط در حال است. ماکسيمال زيرحلقهي داراي R ،[١]

که بهطوري باشند R در مقايسهناپذير اول ايدآلهاي Q و P اگر صورت اين در باشد. پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .٢. ٩ قضيه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه ،R/P ≃ R/Q

بنابراين .P +Q = R ،[١۶] از ٩۶ صفحه ١. ٧ تمرين طبق اثبات.

R

P ∩Q
≃ R

P
× R

Q
≃ R

P
× R

P

زيرحلقه ي داراي R ،[١] از ٢. ٣ گزاره طبق درنتيجه است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R/(P ∩ Q) ،[١] از ٢. ٢ قضيه طبق لذا و
است. ماکسيمال

داشت. خواهيم را زير نتيجه است، پروفر دامنهي يک بزوت، دامنهي هر چون

که بهطوري باشند R در مقايسهناپذير اول ايدآلهاي Q و P اگر صورت اين در باشد. بزوت دامنهي يک R کنيم فرض .٢. ١٠ نتيجه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه ،R/P ≃ R/Q

R در ناصفر متمايز اول ايدآلهاي Q و P اگر صورت اين در .dim(R) = ١ و باشد پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .٢. ١١ نتيجه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه ،R/P ≃ R/Q که بهطوري باشند

زيرحلقه ي داراي R ،٢. ٩ قضيه توجه با بنابراين هستند. R در مقايسهناپذير اول ايدآل دو Q و P ،dim(R) = ١ چون اثبات.
است. ماکسيمال

شامل مينيمال اول ايدآلهاي Q و P اگر صورت اين در باشد. آن در ناصفر ايدآل يک I و پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .٢. ١٢ نتيجه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه ،R/P ≃ R/Q و P ̸= Q که بهطوري باشند I

است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R ،٢. ٩ قضيه به توجه با درنتيجه مقايسهناپذيرند. Q و P فرض، به توجه با اثبات.

اول ايدآلهاي Q٢ و Q١ اگر صورت اين در باشد. حلقهها از صحيح توسيع يک R ≤ T و پروفر دامنهي T کنيم فرض .٢. ١٣ قضيه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي T آنگاه .R ∩Q١ = R ∩Q٢ و T/Q١ ≃ T/Q٢ که بهطوري باشند T در متمايز

است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي T ،٢. ٩ قضيه طبق پس مقايسهناپذيرند. Q٢ و Q١ ،[١٧] از ۴۴ قضيه طبق اثبات.



١٧٩ پروفر دامنه هاي در ماکسيمال زيرحلقه هاي

.R/P ≃ R/Q که بهطوري باشند R در ناصفر متمايز اول ايدآلهاي Q و P و باشد پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .١۴ .٢ قضيه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه باشد، توليدشده متناهياً P يا Q اگر صورت اين در

درنتيجه و است ماکسيمال ايدآل يک P ،[١٧] از ۴٢ صفحه ١٣ تمرين طبق پس باشد، توليدشده متناهياً ايدآل يک P کنيم فرض اثبات.
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R ،٢. ٩ قضيه طبق بنابراين .P +Q = R

،|I| > ٢ℵ٠ اگر صورت اين در باشد. شراکت، حد ،در R اول عناصر تمام مجموعهي I و پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .١۵ .٢ قضيه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه

بنابراين مي باشد. R در ماکسيمال ايدآل يک pR ،p ∈ I هر بهازاي ،[١٧] از ۴٢ صفحه ١٣ تمرين طبق اثبات.

|Max(R)| ≥ |I| = |{pR | p ∈ I}| > ٢ℵ٠

است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R ،[۵] از ۶ .٢ گزاره طبق درنتيجه و

،|I| > ٢ℵ٠ اگر صورت اين در باشد. شراکت، حد ،در R اول عناصر مجموعهي I و ددکيند دامنهي يک R کنيم فرض .١۶ .٢ مثال
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي که است پروفر دامنهي يک R + xQ(R)[x] آنگاه

داريم: طرفي از است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R قبل، قضيه طبق است، پروفر دامنهي يک ددکيند، دامنهي هر چون اثبات.

R + xQ(R)[x]

xQ(R)[x]
≃ R.

ماکسيمال زيرحلقه ي R+xQ(R)[x]داراي ،[١] از ٢. ٣ گزاره طبق درنتيجه و ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R + xQ(R)[x]

xQ(R)[x]
بنابراين

است. پروفر دامنهي ،[١۶] از ٩٣ صفحه ۵ .١ مثال طبق R + xQ(R)[x] همچنين است.

زيرحلقه ي داراي R صورت اين در .|Irr(R)| > ٢ℵ٠ که بهطوري باشد UFD و پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .٢. ١٧ نتيجه
است. ماکسيمال

ماکسيمال زيرحلقه ي Rداراي ،١۵ .٢ قضيه طبق نتيجه در است. اول تحويلناپذير، عنصر هر بنابراين UFDاست، Rدامنهي چون اثبات.
است.

يا |R/(p)| ≥ ٢ℵ٠ که بهطوري باشد R از اولي عنصر p اگر صورت اين در باشد. پروفر دامنهي يک R کنيم فرض .٢. ١٨ قضيه
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R آنگاه ،Char( R

(p)
) = ٠

ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R/(p) ،[۵] از ١. ٣ نتيجه طبق پس است. ميدان R/(p) ،[١٧] از ۴٢ صفحه ١٣ تمرين طبق اثبات.
است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R ،[١] از ٢. ٣ گزاره طبق درنتيجه است.

به و آن ماکسيمال زيرحلقه ي به صحيح دامنه ي يک از ... و بزوت پروفر، ويژگي انتقال ٣
عکس

مبحث، اين خاص حالت است. T و R بين جبري ويژگيهاي انتقال دارد، وجود حلقهها از R ≤ T توسيع يک در که ويژه مباحث از يکي
آنگاه باشد، صحيح بستهي T در R اگر که است شده داده نشان [٢٠] از ١٠ قضيه در باشد. T ماکسيمال زيرحلقهي R که است زماني
R که است شده ثابت [١٩] و [١٨] ،[١١] ،[١٠] مراجع در همچنين باشد. صحيح دامنهي T اگر تنها و اگر است صحيح دامنهي R
آرتيني R که ميکند بيان قضيه اين است. شده بيان [٨] از ٣. ٨ قضيه در نتيجه، اين تعميم باشد. متناهي T اگر تنها و اگر است متناهي
ميدهد نشان که ميباشد، [۵] از ٢. ١٠ گزاره در نيز نتايج گونه اين از جالبتر نمونه باشد. صحيح R روي و آرتيني T اگر تنها و اگر است
زيرحلقهي و حلقه يک بين که جبري ويژگيهاي از ديگر برخي است. هماني حقيقي، اعداد ماکسيمال زيرحلقههاي حلقهاي، درونريختي تنها
زيرحلقهي به صحيح دامنهي يک از ... و بزوت پروفر، شرايط انتقال بررسي به بخش اين در شدهاند. بررسي [٩] در مييابد انتقال آن ماکسيمال

پرداخت. خواهيم عکس به و ماکسيمال
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يک R اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ١ لم
است. صحيح بستهي نيز T در R آنگاه باشد، صحيح بستهي دامنهي

است. صحيح بستهي T در R لذا و است صحيح بستهي دامنه ي يک R طرفي از .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٨ لم طبق اثبات.

يک R اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ٢ نتيجه
نيست. توليدشده متناهياً R-مدول بهعنوان T آنگاه باشد، صحيح بستهي دامنهي

بهعنوان T ،[١٧] از ١٧ قضيه طبق بنابراين نيست. صحيح R روي T نتيجه در و است صحيح بستهي T در R قبل، لم طبق اثبات.
نيست. توليدشده متناهياً R-مدول

يک R اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ٣ قضيه
است. صحيح بستهي T در R و است پروفر دامنهي T آنگاه باشد، پروفر دامنهي

T در R پس است، صحيح بستهي پروفر، دامنهي هر چون است. R زبرحلقه ي T پس .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٨ لم طبق اثبات.
است. پروفر دامنهي T ،[١۶] از ٩١ صفحه ١. ١ قضيه طبق که کنيم توجه نهايت، در است. صحيح بستهي

يک T آنگاه ،dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T موضعي صحيح دامنهي از پروفر ماکسيمال زيرحلقهي يک R اگر .۴ .٣ نتيجه
است. ارزياب دامنهي

۶٣ و ۵٩ قضاياي طبق است، موضعي صحيح دامنهي يک T اين که به توجه با حال است. پروفر دامنهي يک T قبل، قضيه طبق اثبات.
است. ارزياب دامنهي يک T ،[١٧] از

اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T نوتري صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .۵ .٣ نتيجه
است. ددکيند دامنهي يک T آنگاه باشد، پروفر دامنهي يک R

است. ددکيند دامنهي يک T پس است، نوتري T چون حال است. پروفر دامنهي يک T ،٣. ٣ قضيه طبق اثبات.

اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T نوتري صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .۶ .٣ نتيجه
است. اصلي ايدآل دامنهي يک T آنگاه باشد، پروفر R و نيمهموضعي T

يک T ،[١٧] از ۶٠ قضيه طبق است، نيمهموضعي صحيح دامنهي يک T چون است. ددکيند دامنهي يک T قبل، نتيجه طبق اثبات.
است. اصلي ايدآل دامنهي

باشد، T ماکسيمال زيرحلقه ي يک R اگر صورت اين در .dim(T ) ≥ ٢ و باشد نوتري صحيح دامنهي يک T کنيم فرض .٣. ٧ نتيجه
نيست. پروفر R آنگاه

از ٩۶ قضيه طبق نتيجه در است. ددکيند دامنهي يک T ،۵ .٣ نتيجه طبق صورت اين در باشد. پروفر دامنهي يک R کنيم فرض اثبات.
است. فرض با متناقض که dim(T ) ≤ ١ ،[١٧]

حلقهي ،n ≥ ١ هر براي صورت اين در .dim(R) ̸= ٠ که بهطوري باشد اصلي ايدآل دامنهي يک R کنيم فرض .٣. ٨ مثال
باشد. پروفر دامنهي نمي تواند آن ماکسيمال زيرحلقه ي و است ماکسيمال زيرحلقه ي داراي S := R[x١, x٢, . . . , xn] چندجمله اي هاي
از ٣٨ قضيه طبق باشد. S ماکسيمال زيرحلقه ي T کنيم فرض است. ماکسيمال زيرحلقه ي داراي S حلقهي ،[١] از ٢. ٧ نتيجه طبق زيرا

باشد. پروفر دامنهي نمي تواند T قبل، نتيجه طبق درنتيجه و dim(S) ≥ ٢ ،[١٧]

داريم. را زير مثال ،[١] از ٢. ١١ قضيه از استفاده با مشابه، طور به

سريهاي حلقهي ،n ≥ ١ هر براي صورت اين در .dim(R) ̸= ٠ که بهطوري باشد اصلي ايدآل دامنهي يک R کنيم فرض .٣. ٩ مثال
باشد. پروفر دامنهي نمي تواند آن ماکسيمال زيرحلقه ي و است ماکسيمال زيرحلقه ي داراي R[[x١, x٢, . . . , xn]] تواني

R اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ١٠ لم
معادلاند: زير شرايط آنگاه باشد، پروفر دامنهي

است. ارزياب دامنهي يک T (١



١٨١ پروفر دامنه هاي در ماکسيمال زيرحلقه هاي

.T = RP که بهطوري است موجود R در P اول ايدآل (٢

،[١٧] از ۶۵ قضيه مطابق لذا باشد، برقرار (١) کنيم فرض حال است. R زبرحلقهي T پس .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٨ لم طبق اثبات.
است. ارزياب دامنهي T ،۴ .٣ نتيجه مطابق آنگاه باشد، برقرار (٢) اگر بهعکس، است. برقرار (٢)

نوتري R اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ١١ لم
.dim(T ) = ١ و است نوتري نيز T آنگاه ،dim(R) = ١ و باشد

است. تمام اثبات ،[١٧] از ٩٣ قضيه طبق درنتيجه است. R زبرحلقه ي T پس .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٨ لم طبق اثبات.

R اگر صورت اين در .dim(T ) ̸= ٠ که بهطوري باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ١٢ لم
.T =

∩
P∈I

RP که بهطوري است موجود Spec(R) از I زيرمجموعهي آنگاه باشد، پروفر دامنهي

تمام مجموعهي J آن در که T =
∩
V ∈J

V ،[١٧] از ۵٧ قضيه طبق حال است. صحيح بستهي T ،٣. ٣ قضيه به توجه با اثبات.

هر بهازاي ،[١٧] از ۶۵ قضيه طبق است، پروفر R چون طرفي از اند. R لذا و T شامل که است Q(T ) = Q(R) ارزيابهاي
،RP ∈ J که باشد R اول ايدآلهاي مجموعهي I کنيم فرض .V = RP که بهطوري است موجود R در P اول ايدآل ،V ∈ J

.T =
∩
P∈I

RP صورت اين در

ميکند. بيان را تمرين اين زير، گزاره داريم. نياز [١٧] از ۴٣ صفحه ٣١ تمرين به کار، ادامهي براي

f(x) چندجملهاي اگر صورت اين در است. صحيح بستهي آن در که باشد R[b] از موضعي زيرحلقهي يک R کنيم فرض .٣. ١٣ گزاره
.b−١ ∈ R يا b ∈ R آنگاه ،f(b) = ٠ و است وارونپذير R در آن ضرايب از يکي حداقل که بهطوري باشد داشته وجود R[x] در

صحيح بستهي T در R اگر صورت اين در باشد. T صحيح دامنهي از موضعي ماکسيمال زيرحلقه ي يک R کنيم فرض .١۴ .٣ نتيجه
.b−١ ∈ R يا b ∈ R ،b ∈ T هر بهازاي آنگاه باشد،

T در R اگر صورت اين در .P ∈ Spec(R) و باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقه ي يک R کنيم فرض .١۵ .٣ نتيجه
.b−١ ∈ RP يا b ∈ RP ،b ∈ TP هر بهازاي آنگاه ،RP ≨ TP و باشد صحيح بستهي

اگر ،Q ∈ Spec(T ) هر براي کنيم فرض همچنين باشد. ماکسيمال و صحيح بستهي T صحيح دامنهي در R کنيم فرض .١۶ .٣ لم
اين در .x−١ ∈ TP يا x ∈ TP که شود نتيجه x ∈ TQ هر براي آنگاه ،Q ∩ R ⊆ P که باشد بهگونهاي P ∈ Spec(R)

است. پروفر دامنهي يک نيز R آنگاه باشد، پروفر دامنهي T اگر صورت

پروفر به توجه با آنگاه ،RP = TP اگر باشد. R از دلخواهي اول ايدآل P کنيم فرض حال .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٧ لم طبق اثبات.
Q∩R ⊆ P که باشد T از اولي ايدآل Q و RP ≨ TP کنيم فرض حال است. ارزياب دامنهي يک RP که ميشود نتيجه ،TP بودن
TP ≤ TQ ،RP ≨ TP چون حال ميشود). تضمين T در R \P ضربي بستهي مجموعهي گرفتن نظر در با اولي ايدآل چنين (وجود

از b ناصفر عضو هر بهازاي بنابراين است، ارزياب TQ و

Q(R) = Q(RP ) = Q(T ) = Q(TP ) = Q(TQ),

P چون است. ارزياب دامنهي RP بنابراين .b−١ ∈ RP يا b ∈ RP قبل، نتيجه و فرض طبق نتيجه در .b−١ ∈ TQ يا b ∈ TQ

است. پروفر دامنهي R ،[١٧] از ۶۴ قضيه طبق است، R از دلخواهي اول ايدآل

براي که بهطوري دارد وجود R از M ماکسيمال ايدآل ،[١۵] از ٢. ٢ قضيه طبق آنگاه باشد، T حلقهي ماکسيمال زيرحلقهي R اگر
ماکسيمال ايدآل را ماکسيمال ايدآل اين است. TM ماکسيمال زيرحلقهي RM بهعلاوه .RP = TP ،P ∈ Spec(R) \ {M} هر

مينامند. بحراني

بهازاي و صحيح بستهي T در R کنيم فرض همچنين باشد. T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقه ي يک R کنيم فرض .٣. ١٧ لم
است. پروفر نيز R آنگاه باشد، پروفر T اگر صورت اين در باشد. موضعي TP ،P بحراني ماکسيمال ايدآل
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دامنهي TP چون آنگاه ،RP = TP اگر باشد. R از دلخواهي اول ايدآل P کنيم فرض .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٧ لم طبق اثبات.
TP بودن موضعي به توجه با صورت اين در ،RP ≨ TP کنيم فرض حال است. ارزياب دامنهي يک RP ميگيريم نتيجه است، پروفر
،Q(R) = Q(RP ) = Q(TP ) = Q(T ) از x ناصفر عضو هر بهازاي بنابراين است. ارزياب دامنهي يک TP ميگيريم نتيجه
اول ايدآل P چون است. ارزياب دامنهي RP پس .x−١ ∈ RP يا x ∈ RP ،١۵ .٣ نتيجه طبق لذا .x−١ ∈ TP يا x ∈ TP

است. پروفر R ،[١٧] از ۶۴ قضيه طبق پس است، دلخواه

آنگاه باشد، صحيح بستهي T در R اگر صورت اين در باشد. T ارزياب دامنهي در ماکسيمال زيرحلقه ي يک R کنيم فرض .٣. ١٨ نتيجه
است. پروفر دامنهي يک R

پروفر دامنهي R قبل، لم طبق نتيجه در و است ارزياب دامنهي TP ،R از P اول ايدآل هر بهازاي است، ارزياب دامنهي T چون اثبات.
است.

بزوت دامنهي T صورت اين در .T ̸= Q(T ) و باشد T صحيح دامنهي در بزوت ماکسيمال زيرحلقه ي يک R کنيم فرض .٣. ١٩ قضيه
است. صحيح بستهي T در R و است

زيرمجموعهي ،[١٧] از ٧٣ صفحه ٧ تمرين طبق بنابراين و مي باشد R زبرحلقهي T پس .Q(R) = Q(T ) ،٢. ٨ لم طبق اثبات.
باشد، T از توليدشده متناهياً ايدآل يک I = (

a١

b١
, ...,

an
bn

) کنيم فرض .T = RX که بهطوري است موجود R از X ضربي بستهي
صورت اين در

I = (
a١

١
, ...,

an
١
) = (a١, ..., an)X .

صحيح بستهي R پس است، بزوت R چون .I = (a)X = (
a

١
) بنابراين و (a١, ..., an) = (a) است، بزوت دامنهي R چون

است. صحيح بستهي T در R درنتيجه و است

R+xQ(R)[x] ماکسيمال زيرحلقه ي T و نباشد اصلي ايدآل دامنهي يک R اگر باشد. ددکيند دامنهي يک R کنيم فرض .٣. ٢٠ مثال
ماکسيمال زيرحلقه ي T و نيست ميدان R+xQ(R)[x] چون باشد. بزوت دامنهي T کنيم فرض نيست. بزوت دامنهي T آنگاه باشد،
۵ .١ مثال طبق زيرا است. تناقض اين و است بزوت دامنهي R + xQ(R)[x] قبل، قضيه طبق بنابراين است، R + xQ(R)[x]

نيست. بزوت دامنهي R + xQ(R)[x] ،[١۶] از ٩٣ صفحه

بزوت دامنهي R اگر صورت اين در .T ̸= Q(T ) و باشد T صحيح دامنهي از ماکسيمال زيرحلقه ي يک R کنيم فرض .٣. ٢١ نتيجه
است. UFD و بزوت دامنهي T آنگاه باشد، UFD و

.T = RX که بهطوري است موجود R از X ضربي بستهي زيرمجموعهي و است بزوت دامنهي T آن، اثبات و ٣. ١٩ قضيه طبق اثبات.
است. UFD دامنهي T ،[١٧] از ٢۴ صفحه ٣ تمرين طبق بنابراين

نقشي مقاله اين محتواي شدن غني تر در که ارزشمندشان پيشنهادات خاطر به علاقهمند، و دقيق محترم داور از نويسندگان سپاس گزاري.
اهواز چمران شهيد دانشگاه فناوري و پژوهش معاونت مالي حمايت از اول نويسنده همچنين مي نمايند. قدرداني و تشکر است، داشته شايسته

مي نمايد. قدرداني و تشکر تحقيق اين انجام در (SCU.MM١۴٠٠٫٧٢١ پژوهانه( قالب در

منابع فهرست
[1] A. Azarang, On maximal subrings, Far East J. Math. Sci. (FJMS), 32(1) (2009), 107-118.

[2] A. Azarang, Submaximal integral domains, Taiwanese J. Math., 17(4) (2013), 1395-1412.

[3] A. Azarang, On the existence of maximal subrings in commutative noetherian rings, J. Algebra Appl.,
14(1) (2015), ID:1450073.



١٨٣ پروفر دامنه هاي در ماکسيمال زيرحلقه هاي

[4] A. Azarang, Conch Maximal Subrings, Comm. Algebra, 50(3) (2022), 1267-1282.

[5] A. Azarang and O. A. S. Karamzadeh, Which fields have no maximal subrings? Rend. Sem. Mat.
Univ. Padova, 126 (2011), 213-228

[6] A. Azarang and O. A. S. Karamzadeh, On the existence of maximal subrings in commutative artinian
rings, J. Algebra Appl., 9(5) (2010), 771-778.

[7] A. Azarang and O. A. S. Karamzadeh,Most commutative rings have maximal Subrings, Algebra Col-
loquium, 19 (Spec1) (2012), 1139-1154.

[8] A. Azarang and O. A. S. Karamzadeh, On maximal subrings of commutative rings, Algebra Collo-
quium, 19 (Spec1) (2012), 1125-1138.

[9] A. Azarang and O. A. S. Karamzadeh and A. Namazi, Hereditary properties between a ring and its
maximal subrings, Ukrainian. Math. J., 65(7) (2013), 981-994.

[10] H. E. Bell and F. Guerriero, Some Condition for Finiteness and Commutativity of Rings, Internat. J.
Math. Math. Sci., 13(3) (1990), 535-544.

[11] H. E. Bell and A. A. Klein, On finiteness of rings with finite maximal subrings, Internat. J. Math.
Math. Sci., 16(2) (1993), 351-354.

[12] D. E. Dobbs, Every commutative ring has a minimal ring extension, Comm. Algebra, 34 (2006),
3875-3881.

[13] D. E. Dobbs and J. Shapiro, A classification of the minimal ring extensions of an integral domain, J.
Algebra, 305 (2006), 185-193.

[14] D. E. Dobbs and J. Shapiro, A classification of the minimal ring extensions of certain commutative
rings, J. Algebra, 308 (2007), 800-821.

[15] D. Ferrand and J-P. Olivier, Homomorphismes minimaux d’anneaux, J. Algebra, 16 (1970), 461-471.

[16] L. Fuchs and L. Salce, Modules over Non-Noetherian Domains, Mathematical Surveys and Mono-
graphs, Volume 84, American Mathematical Society, 2001.

[17] I. Kaplansky, Commutative Rings, rev. ed., University of Chicago Press, Chicago, 1974.

[18] A. A. Klein, The finiteness of a ring with a finite maximal subrings, Comm. Algebra, 21(4) (1993),
1389-1392.

[19] T. J. Laffey, A finiteness theorem for rings, Proc. Roy. Irish Acad. Sect. A, 92(2) (1992), 285-288.

[20] M. L. Modica,Maximal Subrings, Ph. D. Dissertation, University of Chicago, 1975.



١٨۴ -١٧۵ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / علينقيزاده و آذرنگ ١٨۴

Maximal Subrings of Prüfer Domains

Mohammadreza Alinaghizade ‡ , Alborz Azarang

Department of Mathematics, Faculty of Mathematical Sciences and Computer, Shahid Chamran
University of Ahvaz, Ahvaz, Iran

Communicated by: O.A.S. Karamzadeh

Received: 2021/10/20 Accepted: 2022/5/1

Abstract: In this paper we present conditions under which a Prüfer domain has a maximal subring.
We study the Prüfer and Bézout properties which are shared between an integral domain and its maximal
subrings too.
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