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توابع به کمک است. شده  بررسي قطعه اي ثابت تاخير تابع با تاخيري سيستم هاي بهينه ي کنترل مقاله اين در چکيده:
شده ارايه خطي تاخيري سيستم هاي کنترل مساله ي بهينه ي جواب آوردن به دست براي تقريبي روشي چبيشف، ترکيبي
معرفي چبيشف ترکيبي توابع تاخير و حاصل ضرب انتگرال، عملياتي ماتريس هاي تقريبي، روشي ارايه ي به منظور است.
بهينه سازي مساله ي يک به عملياتي ماتريس هاي به کمک بهينه کنترل مساله ي است. استفاده شده مساله حل براي و
تابع با تاخيري سيستم هاي بهينه ي کنترل از مثال هايي مي آيد. به دست اصلي مساله ي تقريبي جواب آن حل با و تبديل

است. شده داده نشان روش کارآيي و حل قطعه اي ثابت، تاخير

ترکيبي. توابع چبيشف، چندجمله اي هاي قطعه اي ثابت، تاخير تاخيري، سيستم هاي بهينه، کنترل کليدي: واژه هاي

49M25; 49M27; 49M37 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
جديد، عصر تکنولوژي هاي در دارند. علوم از مختلفي شاخه هاي در واقعي پديده هاي مدل سازي در مهمي نقش تاخيري، ديفرانسيل معادلات
فرايندهاي است. وابسته ما مطلوب و خواست به موجود، روش هاي به کمک آن ها رفتار که معنا اين به کنترل پذيرند؛ فيزيکي فرايندهاي عموماً
واکنش سپس و اطلاعات درک دريافت، براي نياز مورد زمان به دليل زماني تاخير اين اغماض اند. غيرقابل تاخير زمان هاي داراي اغلب کنترلي
توجهي قابل اهميت از سيستم فعاليت نحوه ي در موروثي اثرات فيزيکي، سيستم هاي از برخي براي به علاوه، مي شود. ظاهر آن، به دادن نشان
استفاده اول، جهاني جنگ از بعد بود. نخواهد نوع اين از سيستم هايي توصيف به قادر معمولي ديفرانسيل معادلات دستگاه است. برخوردار
ديفرانسيل معادلات با متفاوت کاملاً دسته ي در مطالعاتي به منجر اتوماتيک، کنترل سيستم هاي به خصوص و کنترلي سيستم هاي از گسترده

.[۵] شد تاخيري ديفرانسيل معادلات عنوان تحت متداول،
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اغلب در و پيچيده سيستم ها اين تحليلي پاسخ تعيين به مربوط فرايند و است تاخيري کنترل، مسايل از وسيعي طيف ساختار که آن جا از
است. برخوردار توجهي قابل اهميت از سيستم ها اين حل براي کارآمد و مناسب عددي روش يک ارايه ي بنابراين است، امکان ناپذير موارد
.[١] مي شوند تقسيم غيرمستقيم، روش هاي و مستقيم روش هاي کلي دسته ي دو به عمدتاً بهينه  کنترل مسائل حل براي موجود روش هاي
يک يا پارامتري بهينه سازي مساله يک به اصلي مساله ي تبديل و بهينه کنترل مساله ي گسسته سازي بر مبتني اصلي ايده ي مستقيم، روش در
بر مستقيم روش هاي مزاياي جمله از مي آيد. به دست اصلي مساله جواب از تقريبي آن، حل با که طوري به است، رياضي برنامه ريزي مساله

است. مساله حل در الحاقي متغيرهاي ظهور از اجتناب غيرمستقيم، روش هاي
در ديدگاه سه مي شود. اشاره آن ها از دسته يک به اين جا در دارد. وجود گوناگوني دسته بندي هاي کنترل، مسايل گسسته سازي مورد در
مورد مساله ي دامنه ي ديدگاه اين در مي آيد. به وجود کوچک تر زيردامنه هاي به مساله دامنه ي کردن تقسيم از اول ديدگاه دارند. وجود دسته اين
با گسسته سازي همگرايي حالت، اين در مي شوند. استفاده گسسته سازي براي پايه توابع از اندکي تعداد قطعه، هر روي و تقسيم قطعاتي به نظر،
بيش ترين روش هايي، چنين در که اين به دليل دارد. نام متناهي المان روش دسته، اين نمونه هاي از يکي مي آيد. به دست قطعات تعداد افزايش

مي گردد. اطلاق h روش هاي دسته، اين در موجود روش هاي به مي دهند. نشان h با عموماً را متناهي المان هاي قطر
تعداد ديدگاه، اين در عموماً مي کند. کار گسسته سازي براي پايه  توابع تعداد تغيير و اصلي دامنه ي نگه داشتن ثابت اساس بر دوم، ديدگاه
روش ها، گونه اين در مي شود. گفته p روش هاي اصطلاحاً روش هايي چنين به جهت اين به مي دهند. نشان p با را استفاده شده پايه ي توابع
ساختاري p روش هاي است، خوش رفتار و هموار بينهايت بار آن ها جواب  که مسايلي مورد در مي شود. حاصل p مقدار افزايش با روش همگرايي

مي شود. پيش نهاد [٢] مرجع نمونه براي دارند. نمايي همگرايي و ساده
به مساله دامنه ي ابتدا روش هايي چنين در مي شود. گفته hp روش هاي آن به که مي گيرد شکل سومي ديدگاه فوق، ديدگاه دو تلفيق از
تعداد نياز صورت در هم چنين مي شود. حاصل مساله جواب از تقريبي پايه، توابع تعداد افزايش با زيردامنه هر در سپس و تقسيم زيردامنه چند
پايه ي توابع تعداد و تقسيمات تعداد پارامتر دو به روش همگرايي روش ها اين در ترتيب اين به است. افزايش قابل نيز اصلي دامنه ي تقسيمات

است. وابسته قطعه هر در استفاده شده
در است. شده واقع توجه مورد اخيراً ترکيبي توابع روش  يا ترکيبي روش هاي عنوان با ،hp روش هاي دسته در موجود روش هاي از يکي
مساله اصلي دامنه ي تقسيمات تعداد نظر، مورد مساله ي به توجه با سپس مي شود. انتخاب پايه توابع از مجموعه يک ابتدا ترکيبي توابع روش
مساله ي يک در است. استفاده شده [١٢] مرجع در ثابت تاخير با تاخيري سيستم هاي آناليز در روش اين از نمونه به عنوان مي آيد. به دست
حل در ترکيبي توابع روش هاي از استفاده لذا مي باشد. محاسبه قابل کاملاً تقسيم ها محل و تعداد مفروضاتي، تحت ثابت، تاخير با تاخيري

است. کرده  ارايه اميدوارکننده اي و رضايت بخش نتايج ثابت، تاخير با تاخيري مسايل
تاخير تابع با تاخيري سيستم يک بهينه ي کنترل و آناليز مي شود. گرفته نظر در قطعه اي ثابت تاخير تابع تاخيري، سيستم هاي برخي در
سيستم آناليز مورد در است. ثابت تاخير زمان با تاخيري سيستم حل فرايند از پيچيده تر به مراتب آن تحليلي جواب آوردن به دست و قطعه اي ثابت
حل سيستم ها اين بلاک-پالس متعامد توابع از استفاده با آن در که نمود اشاره [۴ ،٣] مراجع به مي توان قطعه اي ثابت تاخير تابع با تاخيري
قطعه اي ثابت تاخير تابع با تاخيري خطي سيستم هاي آناليز براي کارآمد روشي چبيشف، ترکيبي توابع از استفاده با [١٠] مرجع در اخيراً شده اند.
درون ياب ترکيبي توابع به کمک قطعه اي ثابت تاخير تابع با تاخيري سيستم هاي بهينه کنترل مساله نيز [٨] مرجع در هم چنين است. شده ارايه

است. آمده به دست مسايل اين بهينگي لازم شرايط و حل
همگرايي نرخ از هموار، جواب با مسايل مورد در تنها چبيشف يا لژاندر چندجمله اي هاي مانند متعامد پايه ي توابع است مشهور که همان طور
رفتار نمي توانند هيچ کدام هموارند، دامنه کل بر که متعامد پايه ي توابع اين تاخيري، سيستم هاي طبيعت به توجه با اما .[٢] برخوردارند نمايي
يا نمي شود همگرا گيبس، پديده ي خاطر به عموماً هموار قطعه اي تابع يک تقريب که اين به دليل کنند. مدل سازي را سيستم ها اين ديناميکي
روش قطعه اي ثابت، تاخير با سيستم هاي به ويژه تاخيري مسايل بهينه ي جواب ناهموار ماهيت به توجه با مي شود. تضعيف آن همگرايي نرخ
دامنه ي بهينه، کنترل مساله ي بهينه ي جواب ناهمواري نقاط شناسايي از بعد که معنا اين به است؛ وفقي روش يک مقاله، اين در پيش نهادي
آوردن به دست به منظور مقاله اين در بگيرد. قرار زيربخش ها مرز در نقاط اين که به نحوي مي کند تقسيم بخش چند به را مساله نظر مورد

است. استفاده شده چبيشف ترکيبي توابع از مسايل اين بهينه ي کنترل
اساس بر پالس چبيشف-بلاک ترکيبي توابع از عمومي  تعريف يک ٢ بخش در است. شده سازمان دهي زير به صورت مقاله اين مطالب
براي تاخير، عملياتي ماتريس هم چنين و حاصل ضرب انتگرال، عملياتي ماتريس هاي است. شده ارايه دلخواه Nزيربازه ي به بازه تقسيم بندي
روش و معرفي ٣ بخش در ثابت، قطعه اي تاخير تابع با تاخيري بهينه کنترل مساله ي است. شده معرفي بخش اين در مذکور، ترکيبي توابع
سيستم هاي از مثال هايي به ۴ بخش است. استفاده شده سيستم هايي چنين بهينه ي کنترل از تقريبي آوردن به دست براي چبيشف ترکيبي توابع

شود. نمايان پيشنهادي روش اعتبار و کارآمدي تا است يافته اختصاص پيشنهادي روش با آن ها حل و مذکور تاخيري بهينه ي کنترل

چبيشف ترکيبي توابع ٢

صفر از بزرگ تر اکيداً دلخواه طول با زيربازه N به را [t٠, tf ] بازه ي ابتدا شود. داده نشان [t٠, tf ] با مساله  اصلي دامنه ي کنيم فرض
t٠ < t١ < t٢ < . . . < tN−١ < tN = tf به صورت مي شود تقسيم بندي اين به منجر که نقاطي کنيم فرض مي کنيم. تقسيم
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به ازاي بنابراين مي کنيم. استفاده آن نمايش براي In نماد از و ناميده n ام زيربازه ي را [tn−١, tn) بازه ي مقاله اين در شود. گرفته نظر در
طول نمايش براي ∆tn نماد شد، خواهد نياز زيربازه ها طول به ادامه در که آن جا از .In = [tn−١, tn) داريم n = ١, ٢, . . . , N
به طور يا چبيشف ترکيبي پايه توابع خواص بررسي و معرفي به ادامه در .∆tn = tn − tn−١ يعني است، شده گرفته به کار nام زيربازه ي
و n = ١, ٢, . . . , N به ازاي Tnm(t) نماد توسط [t٠, tf ) بازه روي چبيشف ترکيبي توابع مي پردازيم. چبيشف ترکيبي توابع مختصر

مي شود: تعريف زير به صورت و شده داده نمايش m = ٠, ١, . . . ,M

Tnm(t) =

{
Tm

(
١

∆tn
(٢t− tn−١ − tn)

)
, t ∈ In,

٠, صورت اين غير در
(٢. ١)

مي شوند: معرفي زير رابطه ي با [−١, ١] بازه ي روي چبيشف چندجمله اي هاي است. m مرتبه چبيشف چندجمله اي Tm آن در که

Tm(τ) = cosmθ, τ = cos θ,

چبيشف چندجمله اي هاي وزن تابع يافته ي انتقال wn(t) کنيم فرض حال متعامدند. w(τ) = (١ − τ ١/٢−(٢ وزن تابع به نسبت که
يعني باشد، nام زيربازه ي به

wn(t) = w
( ٢
∆tn

t+
tn−١ − tn

∆tn

)
, t ∈ In. (٢. ٢)

مي شود: معرفي زير به صورت W (t) ترکيبي وزن تابع صورت اين در

W (t) =


w١(t), t ∈ I١,

... ...
wN(t), t ∈ IN .

(٢. ٣)

داريم: و متعامدند W (t) وزن توابع به نسبت [t٠, tf ] بازه ي روي چبيشف ترکيبي توابع ∫ازاين رو، tf

t٠

Tnm(t)Tkl(t)W (t) dt =
π cm ∆tn

۴
δnk δml, (۴ .٢)

دلخواه تابع يک بسط مقاله اين در .cm = ١ داريم m = ١, ٢, . . . ,M به ازاي و c٠ = ٢ و است کرونکر دلتاي تابع δ آن در که
مي شود: محاسبه زير به صورت و داده  نشان PN

∞(u) نماد توسط چبيشف ترکيبي توابع برحسب u ∈ L٢
W (t٠, tf )

PN
∞(u)(t) =

N∑
n=١

∞∑
m=٠

ûnm Tnm(t), (۵ .٢)

از عبارت اند m = ٠, ١, . . . و n = ١, ٢, . . . , N به ازاي ûnm يعني بسط، ضرايب آن در که

ûnm =
۴

π cm ∆tn

∫
In

u(t)Tnm(t)wn(t) dt. (۶ .٢)

و است شده داده نشان PN
M(u) نماد توسط M مرتبه تا u ∈ L٢(t٠, tf ) تابع ترکيبي متناهي بسط هم چنين

PN
M(u)(t) =

N∑
n=١

M∑
m=٠

ûnm Tnm(t). (٢. ٧)

قضيه، اين در است. شده ارايه [٩] مرجع در آن اثبات که مي شود بيان زير قضيه ي توسط N و M افزايش با u تابع ترکيبي بسط همگرايي
مي دهد: نشان را زير نرم به مجهز سوبولف فضاي Hs

W (a, b)

∥u∥Hs
W (a,b) =

(
s∑

k=٠

∥u(k)∥٢
L٢
W (a,b)

)١/٢

,

است. W (t) وزن تابع به نسبت انتگرال پذير مربع توابع تمام شامل هيلبرت فضاي L٢
W (a, b) و u از k مرتبه ي مشتق u(k) آن در که
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داريم: اين صورت در باشد. برقرار s ≥ ٠ به ازاي u ∈ Hs
W (٠, tf ) کنيم فرض .٢. ١ قضيه

∥u−PN
M(u)∥L٢

W (٠,tf ) ≤ CM−s|u|H٠:s:M
W (٠,tf ),

است: صادق زير نامساوي ١ ≤ r ≤ s و s ≥ ١ به ازاي و

∥u−PN
Mu∥Hr

W (٠,tf ) ≤ CM ٢r− ١
٢−s|u|Hr:s:M

W (٠,tf ), (٢. ٨)

آن ها در که

|u|Hr:s:M
W (٠,tf ) =

 s∑
k=min(s,M+١)

N ٢r−٢k∥u(k)n ∥٢
L٢
W (٠,tf )

١/٢

. (٢. ٩)

ترکيبي توابع عملياتي ماتريس هاي ٢. ١
مانند دلخواهي تابع بسط ماتريسي نمايش به جهت اين به است. شده ارايه چبيشف ترکيبي توابع عملياتي ماتريس هاي بخش اين در

باشد: زير به صورت مولفه اي N(M + ١) بردار يک Φ(t) بردار کنيم فرض است. نياز u ∈ L٢
W (t٠, tf )

Φ(t) =
[
T١ ٠(t), . . . ,T١ M(t),T٢ ٠(t), . . . ,T٢ M(t), . . . ,TN ٠(t), . . . ,TN M(t)

]t
, (٢. ١٠)

بردار کنيم فرض مي دهيم. قرار ضرايب بردار نام به بردار يک در را u تابع بسط ضرايب هم چنين است. ترانهاده معناي به t نماد آن در که
شود: معرفي زير به صورت و داده شده نمايش است، مولفه اي N(M + ١) بردار يک که U توسط u تابع بسط ضرايب

U =
[
û١ ٠, . . . , û١ M , û٢ ٠, . . . , û٢ M , . . . , ûN ٠, . . . , ûN M

]t
, (٢. ١١)

(٢. ٧) رابطه ي ترتيب اين به مي شوند. محاسبه (۶ .٢) رابطه ي از ،m = ٠, ١, . . . ,M و n = ١, ٢, . . . , N براي ûnm آن در که
نمود: بيان زير ماتريسي به فرم مي توان را

PN
M(u)(t) =

N∑
n=١

M∑
m=٠

ûnm Tnm(t) = U tΦ(t). (٢. ١٢)

انتگرال عملياتي ماتريس ٢. ١. ١

داريم: Φ(t) بردار از انتگرال گيري با مي کنيم. صحبت ترکيبي چبيشف پايه توابع بردار از انتگرال مورد در قسمت اين ∫در t

t٠

Φ(s)ds ≃ PΦ(t), (٢. ١٣)

ابعاد با ماتريس يک که مي شود ناميده انتگرال عملياتي ماتريس به اختصار يا چبيشف ترکيبي توابع انتگرال عملياتي ماتريس P آن در که
:[١١] است زير به فرم ماتريس اين کلي ساختار است. N(M + ١)×N(M + ١)

P =


E١ H١ H١ . . . H١

٠ E٢ H٢ . . . H٢
٠ ٠ E٣ . . . H٣
... ... ... . . . ...

٠ ٠ ٠ . . . EN

 , (١۴ .٢)
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آن در که

Hn = ∆tn



١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
−١

٣ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...

− (−١)M−١+١
٢((M−١)١−٢) ٠ ٠ . . . ٠ ٠
− (−١)M+١

٢(M١−٢) ٠ ٠ . . . ٠ ٠


,

و

En =
∆tn

٢



١ ١ ٠ ٠ . . . ٠ ٠ ٠
−١

۴ ٠ ١
۴ ٠ . . . ٠ ٠ ٠

−١
٣

−١
٢ ٠ ١

۶ . . . ٠ ٠ ٠
... ... ... ... . . .

... ... ...
(−١)M−١

(M−٢)١−٢ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ ١
٢(M−١) ٠

(−١)M
(M−١)١−٢ ٠ ٠ ٠ . . . −١

٢(M−٢) ٠ ١
٢M

(−١)M+١

(M+١)١−٢ ٠ ٠ ٠ . . . ٠ −١
٢(M−١) ٠


.

حاصل ضرب عملياتي ماتريس ٢. ١. ٢

مي کنيم. استفاده ترکيبي توابع خاصيت دو از منظور، اين به آورد. خواهيم به دست را چبيشف ترکيبي توابع حاصل ضرب ماتريس بخش اين در
داريم: Tlj(t) و Tni(t) ترکيبي تابع دو هر براي مجموعه، اين بودن متمايز خاصيت به توجه با

Tni(t)T lj(t) ≡ ٠, n ̸= l. (١۵ .٢)

کرد: بيان زير به صورت مي توان را Tnj(t) و Tni(t) ترکيبي تابع دو حاصل ضرب بسط که مي شود مشاهده به سادگي

Tni(t)Tnj(t) =
M∑

m=٠

ℓijm Tnm(t), (١۶ .٢)

آن در که

ℓijm =
٢

π cm

∫ ١

−١
Ti(τ)Tj(τ)Tm(τ)w(τ) dτ =

٢
π cm

gijm.

مي کنيم: استفاده زير رابطه ي از gijm محاسبه ي براي ،[٢] چبيشف چندجمله اي هاي خواص به توجه با

gijm =
١
٢
(
δi+j,m + δ|i−j|,m

)
. (٢. ١٧)

را Φ(t) ΦT (t) يعني حاصل ضرب، ماتـريــس بايـد مـنـظور اين به مي پـردازيـم. حاصل ضرب عملـيـاتي ماتـريـس معرفي بـه اکـنون
مي کند: صدق زير رابطه ي در ،Φ(t) ΦT (t) ضرب ماتريس چبيشف ترکيبي توابع مورد در کنيم. محاسبه

Φ(t) ΦT (t)U ≃ Ũ Φ(t), (٢. ١٨)

ابعاد با و ترکيبي توابع حاصل ضرب عملياتي ماتريس Ũ و چبيشف ترکيبي توابع حسب بر u(t) تابع بسط ضرايب بردار U آن در که
است: نمايش قابل زير به فرم و است N(M + ١)×N(M + ١)

Ũ =

 Ũ١
. . .

ŨN

 . (٢. ١٩)
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زير به صورت آن ها درايه هاي و بوده (M + ١)× (M + ١) بعد از ماتريس هاي ،n = ١, ٢, . . . , N براي ،Ũn زيرماتريس هاي
محاسبه اند قابل

[ Ũn]i,j =
M∑

m=٠

ûnm ℓimj.

است. Ũn ماتريس از ,i)ام j) مکان در واقع درايه ي ،[ Ũn]i,j از منظور اين جا در

تاخير عملياتي ماتريس ٢. ١. ٣

نشان را ترکيبي توابع پايه ي بردار Φ(t) کنيم فرض است. ترکيبي توابع با متناظر تاخير عملياتي ماتريس ساختار ارايه ي بخش اين از هدف
که بيابيم به گونه اي را D ماتريس مي خواهيم دهد.

Φ
(
t− τ(t)

)
= DΦ(t), (٢. ٢٠)

ماتريس به اختصار يا ترکيبي توابع تاخير عملياتي ماتريس را D ماتريس است. قطعه اي ثابت و زمان به وابسته تاخير تابع τ(t) آن در که
يک داراي تاخير عملياتي ماتريس تا مي کنيم تعيين به گونه اي ادامه در را بازه تقسيمات تعداد يعني ،N مقدار که نماييد دقت مي نامند. تاخير

کنيم فرض باشد. تنک حال عين در و ساده فرم

τ(t) =


τ١, T٠ ≤ t < T١,
τ٢, T١ ≤ t < T٢,
... ...
τκ, Tκ−١ ≤ t ≤ Tκ,

(٢. ٢١)

معلوم اند. و مثبت ثابت هايي i = ١, . . . , κ براي τi و ،t٠ = T٠ < T١ < T٢ < . . . < Tκ−١ < Tκ = tf آن در که

باشد. نامنفي و کسري عددي i = ١, ٢, . . . , κ هر براي ،τi و غيرتهي A = {i : τi ̸= ٠} مجموعه ي کنيم فرض به علاوه
باشد. ، i = ٠, ١, . . . , κ به ازاي ،Ti ∈ Q هم چنين

اين مي شود. عمل زير شيوه ي به قطعه اي ثابت، تاخير تابع با تاخيري سيستم هاي حل براي نياز، مورد تقسيم هاي تعداد تعيين هدف با
را γ مي شود. ارايه مذکور روش اصلاح، و تغيير اندکي با اين جا، در است. استفاده شده و معرفي [١٠ ،٨] مقاله هاي در N تعيين روش

کند: برآورده را زير شرايط که مي گيريم نظر در مثبت صحيح عدد کوچک ترين

γ τi ∈ Z, ∀i ∈ A, γ (Tj − T٠) ∈ Z, j = ١, . . . , κ. (٢. ٢٢)

مي کنيم، معرفي شد، بيان (٢. ٢٢) رابطه ي در که صحيحي اعداد مشترک مقسوم عليه بزرگ ترين به عنوان را λ اکنون .|A| = r کنيم فرض
مي دهيم: قرار يعني

λ = gcd
(
γ τ١, γ τ٢, . . . , γ τr, γ (T١ − T٠), . . . , γ (Tκ − T٠)

)
.

مي شود: محاسبه زير به صورت مساله دامنه ي تقسيمات تعداد صورت اين در

N =
γ

λ
( tf − t٠). (٢. ٢٣)

مساوي، فاصله ي با زيربازه ي N به [t٠, tf ] بازه ي مقاله، اين در نظر مورد تاخيري مسايل حل در ترکيبي توابع روش از استفاده به منظور
مي شوند: حاصل زير زيربازه هاي بنابراين مي شود. افراز

[ t٠, t٠ + h ), [ t٠ + h, t٠ + ٢h ), . . . , [ t٠ + (N − ١)h, t٠ +Nh ],

که طوري به مي آيند به دست lj و ki صحيح اعداد ،(٢. ٢٣)-(٢. ٢٢) معادلات از اکنون است. h = λ
γ
=

tf−t٠
N

آن در که

τi = ki h, i ∈ A, Tj − T٠ = lj h, j = ١, . . . , κ.
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کرد: بازنويسي زير به فرم مي توان را τ(t) قطعه اي ثابت تاخير تابع ازاين رو، .ki = ٠ مي دهيم قرار i /∈ A براي ضمن در

τ(t) =


k١h, ٠ ≤ t− t٠ < l١h,
... ...
kκh, lκ−١h ≤ t− t٠ ≤ lκh.

کرد: خواهيم استفاده است، شده معرفي زير در و مي ناميم انديس انتقال تابع را آن که k(i) تابع از ادامه در

k(i) =


k١, ٠ < i ≤ l١,
... ...
kκ, lκ−١ < i ≤ lκ.

(٢۴ .٢)

مي شود: برقرار زير رابطه ي زيربازه، N به مساله دامنه تقسيم با هم چنين و انديس تابع و تاخير تابع تعريف به توجه با طرفي از

Φ
(
t− τ(t)

)
=


Φ(t− k(١)h), t٠ ≤ t < t١,
... ...
Φ(t− k(N)h), tN−١ ≤ t < tN ,

(٢۵ .٢)

به ازاي Dn ماتريس هاي نخست ،D ماتريس ساخت به منظور .tn = t٠ + n h داريم n = ١, ٢, . . . , N به ازاي آن در که
مي آوريم: به دست باشد برقرار زير رابطه ي که به صورتي را n = ١, ٢, . . . , N

Φ(t− k(n)h) = DnΦ(t), tn−١ ≤ t < tn.

در مي ماند. غيرصفر جملات برخي تنها tn−١ ≤ t < tn براي که مي شود نتيجه (٢. ١) رابطه ي يعني ترکيبي توابع تعريف از استفاده با
فاصله ي با تقسيمات به توجه با طرفي از مي ماند. باقي m = ٠, ١, . . . ,M به ازاي ،T(n−k(n))m(t − k(n)h) جملات واقع،

است: صادق زير رابطه مساوي،

T(n−k(n))m(t− k(n)h) = Tnm(t), m = ٠, ١, . . . ,M.

به مربوط ضرايب به عنوان را (M + ١)× (M + ١) هماني ماتريس ،Φ(t) حسب بر ،Φ(t− k(n)h) مولفه هاي تمامي بسط با
بنابراين، مي دهد. نتيجه بسط

Dn = Sn ⊗ IM+١, n = ١, ٢, . . . , N,

برابر و غيرصفر Sn درايه ي يک تنها است. N ×N ماتريس يک Sn و (M + ١)× (M + ١) هماني ماتريس IM+١ آن در که
يک Sn صورت اين در باشد، n− k(n) ≤ ٠ اگر دارد. قرار nام ستون و −n)ام k(n))سطر محل در غيرصفر درايه ي اين است. ١
تاخير ماتريس شود، داده بسط Φ(t) ترکيبي توابع حسب بر Φ

(
t− τ(t)

)
اگر بنابراين بود. خواهد N ×N مرتبه ي از صفر ماتريس

مي آيد: به دست به صورت

D = D١ +D٢ + . . .+DN . (٢۶ .٢)

D تاخير ماتريس نياز، مورد زيربازه هاي تعداد مينيمم شدن بر علاوه تا گرفت انجام به شيوه اي ،N مقدار انتخاب نحوه ي که داشت توجه بايد
مي گردد. مشاهده به خوبي آمد، خواهد ادامه در که مثال هايي در تنک و ساده فرم اين باشد. داشته تنک و ساده فرم

قطعه اي ثابت تاخير تابع با خطي تاخيري سيستم هاي ٣
(cost functional) ارزش تابعي مي گيريم. نظر در را زير خطي مربعي بهينه کنترل مساله ي

J (u,x) =
١
٢
xt(tf )S x(tf ) +

١
٢

∫ tf

t٠

[
xt(t)Q(t)x(t) + ut(t)R(t)u(t)

+xt(t− τ(t))E(t)x(t− τ(t)) + ut(t− τ(t))F (t)u(t− τ(t))
]
dt, (٣. ١)



١٨- ٢٠٠۵ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حسيني ١٩٢

مي کنيم: مينيمم زير خطي تاخيري ديفرانسيل معادلات دستگاه به مشروط را

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)x(t− τ(t)) + C(t)u(t) +D(t)u(t− τ(t)), t ∈ (t٠, tf ), (٣. ٢)
x(t) = ψx(t), t٠ − α ≤ t ≤ t٠, (٣. ٣)
u(t) = ψu(t), t٠ − α ≤ t < t٠, (۴ .٣)

و C(t) ماتريس هاي و p × p ابعاد با معلوم ماتريس هايي B(t) و A(t) ماتريس هاي و u(t) ∈ Rq ،x(t) ∈ Rp آن در که
کلي فرم که است مساله دامنه در تعريف شده قطعه اي ثابت تابع يک τ(t) تاخير تابع است. p× q ابعاد با مشخص شده D(t)ماتريس هايي
ماتريس هاي Q(t) و S ماتريس هاي است. شده گرفته نظر در α = max{τ١, . . . , τκ} و است شده داده (٢. ٢١) رابطه ي در آن
بهينه ي مسير و u(t) بهينه کنترل يافتن هدف اين جا، در است. q× q ابعاد با معين مثبت R(t)ماتريس و p× p ابعاد با نيم معين مثبت

کند. حداقل را J ارزش تابعي و کرده صدق (٣. ٢)-(۴ .٣) معادلات در که به گونه اي است t ∈ [t٠, tf ] براي ،x(t) آن متناظر

چبيشف ترکيبي توابع به کمک مساله گسسته سازي ٣. ١
مي کنيم. تقسيم مساوي فاصله ي با زيربازه ي N به را [t٠, tf ] يعني مساله، اصلي دامنه ي ابتدا پيش نهادي، تقريبي روش ارايه ي به منظور
يعني چبيشف، ترکيبي توابع نياز مورد تعداد تعيين و N شدن مشخص از بعد مي گيريم. کمک (٢. ٢٣) رابطه ي از مناسب N يافتن براي

که مي شود نتيجه گرفته، انتگرال [t٠, t) فاصله ي در (٣. ٢) معادله ي طرفين از ابتدا مي شود. گسسته سازي زير به صورت مساله ،M

x(t)− x(t٠) =

∫ t

t٠

(
A(s)x(s) +B(s)x(s− τ(s)) + C(s)u(s)

+D(s)u(s− τ(s))
)
ds. (۵ .٣)

کنيم فرض

x(t) = [ x١(t), x٢(t), . . . , xp(t) ]
t, (۶ .٣)

u(t) = [ u١(t), u٢(t), . . . , uq(t) ]
t. (٣. ٧)

به ازاي را، uj(t)ها از کدام هر هم چنين و i = ١, ٢, . . . , p به ازاي را، xi(t)ها از يک هر چبيشف، ترکيبي بسط از استفاده با
نمود: بيان زير به صورت چبيشف ترکيبي توابع حسب بر مي توان j = ١, ٢, . . . , q

PN
M(xi)(t) =

N∑
n=١

M∑
m=٠

x̂inm Tnm(t) = Φt(t)Xi,

PN
M(uj)(t) =

N∑
n=١

M∑
m=٠

ûjnm Tnm(t) = Φt(t)Uj,

بسط ضرايب اين جا در شد. معرفي (٢. ١) رابطه ي در که است آن مولفه هاي Tnm(t) و چبيشف ترکيبي پايه ي بردار Φ(t) آن در که
به ازاي Uj i و = ١, ٢, . . . , p به ازاي Xi مجهول مقادير آوردن به دست هدف و مجهول اند کنترل متغيرهاي و وضعيت متغيرهاي

داد: نمايش زير به فرم مي توان را (٣. ٧) و (۶ .٣) معادلات است. j = ١, ٢, . . . , q

PN
M(x)(t) = (Ip ⊗ Φt(t))X, (٣. ٨)

PN
M(u)(t) = (Iq ⊗ Φt(t))U, (٣. ٩)

ذکر به لازم مي دهد. نشان را [۶] کرونکر حاصل ضرب ⊗ و بُعدي اند q × q و p × p به ترتيب هماني ماتريس هاي Iq Ipو آن در که
مي شوند: داده زير به صورت که بُعدي اند qN(M + ١)× ١ و pN(M + ١)× ١ به ترتيب بردارهايي U و X که است

X = [X t
١, X

t
٢, . . . , X

t
p ]

t, U = [U t
١, U

t
٢, . . . , U

t
q ]

t.



١٩٣ ... قطعه اي ثابت تاخير تابع با خطي تاخيري سيستم هاي بهينه ي کنترل

حسب بر اوليه تابع مولفه هاي از يک هر چنانچه مجدداً شد. خواهد نياز ψu(t− τ(t)) و ψx(t− τ(t)) اوليه توابع بسط به هم چنين،
مي شود: نتيجه آنگاه شود، داده بسط چبيشف ترکيبي توابع

PN
M

(
ψx(t− τ(t))

)
= (Ip ⊗ Φt(t))R, (٣. ١٠)

PN
M

(
ψu(t− τ(t))

)
= (Iq ⊗ Φt(t)) S, (٣. ١١)

و R = [Rt
١,R

t
٢
, . . . ,Rt

p ]
t به فرم ساختاري و است qN(M + ١)× ١ بعد از S و pN(M + ١)× ١ بعد از R آن در که

ترکيبي توابع حسب بر (٣. ٢) تاخيري سيستم در ضريب ماتريس هاي درايه هاي بسط با مشابه طور به دارند. S = [ St
١, S

t
٢, . . . , S

t
q ]

t

مي شود: حاصل زير روابط چبيشف

PN
M(A)(t) = At(Ip ⊗ Φ(t)), PN

M(B)(t) = Bt(Ip ⊗ Φ(t)),

PN
M(C)(t) = Ct(Iq ⊗ Φ(t)), PN

M(D)(t) = Dt(Iq ⊗ Φ(t)),

ماتريس هايي نيز D و C ماتريس هاي و pN(M + ١)× p ابعاد با و ثابت درايه هاي با ماتريس هايي B و A ماتريس هاي آن در که
توابع برحسب مي توان را u(t − τ(t)) و x(t − τ(t)) تاخير بردارهاي از يک هر هم چنين، بُعدي اند. qN(M + ١) × p ثابت

داد: بسط زير به فرم ترکيبي

PN
M

(
x(t− τ(t))

)
= (Ip ⊗ Φt(t))

(
R+ (Ip ⊗Dt)X

)
, t٠ ≤ t ≤ tf , (٣. ١٢)

PN
M

(
u(t− τ(t))

)
= (Iq ⊗ Φt(t))

(
S+ (Iq ⊗Dt)U

)
, t٠ ≤ t ≤ tf , (٣. ١٣)

ترکيبي توابع حاصل ضرب عملياتي ماتريس به توجه با ديگر، طرف از است. τ(t) تاخير تابع به مربوط تاخير عملياتي ماتريس D آن در که
داد: نمايش زير به فرم مي توان را سيستم ديناميک جملات چبيشف،

PN
M

(
A(t)x(t)

)
= At(Ip ⊗ Φ(t))(Ip ⊗ Φt(t))X = (Ip ⊗ Φt(t)) ÃtX, (١۴ .٣)

PN
M

(
C(t)u(t)

)
= Ct(Iq ⊗ Φ(t))(Iq ⊗ Φt(t))U = (Ip ⊗ Φt(t)) C̃tU, (١۵ .٣)

در مشابه طور به کرد. محاسبه چبيشف ترکيبي توابع حاصل ضرب عملياتي ماتريس ساختار با مشابه طور به مي توان را C̃ و Ã آن در که
مي شود: استخراج زير روابط سيستم، ديناميک در تاخير جملات خصوص

PN
M

(
B(t)x(t− τ(t))

)
= Bt(Ip ⊗ Φ(t))(Ip ⊗ Φt(t)) [R+ (Ip ⊗Dt)X]

= (Ip ⊗ Φt(t)) B̃t [R+ (Ip ⊗Dt)X] , (١۶ .٣)
PN

M

(
D(t)u(t− τ(t))

)
= Dt(Iq ⊗ Φ(t))(Iq ⊗ Φt(t)) [S+ (Iq ⊗Dt)U ]

= (Ip ⊗ Φt(t)) D̃t [S+ (Iq ⊗Dt)U ] . (٣. ١٧)

ضمن در کرد. محاسبه چبيشف ترکيبي توابع حاصل ضرب عملياتي ماتريس ساختار با مشابه طور به مي توان را D̃ و B̃ مجدداً آن، در که
pN(M+١)×qN(M+١) ماتريس هايي D̃ و C̃ ماتريس هاي و pN(M+١)×pN(M+١) بعد از B̃ و Ãماتريس هاي

مي شود: نتيجه t٠ نقطه ي روي x(t) مرزي شرايط به توجه با طرفي از بُعدي اند.

PN
M

(
ψx
i (t٠)

)
= Φt(t)X٠i

.

استقلال به توجه با و (۵ .٣) انتگرالي معادله در به دست آمده، روابط جاي گذاري با .X٠ = [X t
٠١
, X t

٠٢
, . . . , X t

٠p
]t مي دهيم قرار حال

مي شود: حاصل زير دستگاه Φ(t) پايه بردار مولفه هاي خطي

X −X٠ = (Ip ⊗ P t)
(
ÃtX + B̃t [R+ (Ip ⊗Dt)X] + C̃tU

+D̃t [S+ (Iq ⊗Dt)U ]
)
. (٣. ١٨)

شد. معرفي (١۴ .٢) رابطه ي در که است چبيشف ترکيبي توابع انتگرال عملياتي ماتريس P ماتريس آن، در که



١٨- ٢٠٠۵ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حسيني ١٩۴

[٩ ،٧] مراجع در ارايه شده انتگرال تقريب روش از منظور اين به مي زنيم. تقريب چبيشف ترکيبي توابع به کمک را J معيار تابعي اکنون
داريم: مي کنيم. استفاده

J ≃ J (X,U) =
١
٢
X t(Ip ⊗ Φ(tf ))S (Ip ⊗ Φt(tf ))X

+
tf

٢N

N∑
n=١

(
Gn٠ −

M−١∑
m=٢

١ + (−١)m

m٢ − ١
Gnm − ١ + (−١)M

٢(M ٢ − ١)
GnM

)
. (٣. ١٩)

آن در که

Gnm =
٢
M

M∑
j=٠

c̄j cos
(mjπ
M

)[
X t(Iq ⊗ Φ(tnj))Q(tnj)(Iq ⊗ Φt(tnj))X

+U t(Iq ⊗ Φ(tnj))R(tnj)(Iq ⊗ Φt(tnj))U

+(R+ (Ip ⊗Dt)X)t(Iq ⊗ Φ(tnj))E(tnj)(Iq ⊗ Φt(tnj))(R+ (Ip ⊗Dt)X)

+(S+ (Iq ⊗Dt)U)t(Iq ⊗ Φ(tnj))F (tnj)(Iq ⊗ Φt(tnj))(S+ (Iq ⊗Dt)U),

از عبارت اند j = ٠, ١, . . . ,M و n = ١, ٢, . . . , N به ازاي tnj نقاط و

tnj = t٠ +
tf − t٠

٢N

(
cos
(mπ
M

)
+ ٢n− ١

)
.

گونه اي به را U و X مجهول بردارهاي مي شود. تبديل زير به فرم بهينه سازي مساله يک به (۴ .٣)-(٣. ١) بهينه ي کنترل مساله ي بنابراين
دارد، نام پارامتري بهينه سازي مساله ي يک که را، مساله اين گردند. برقرار (٣. ١٨) در شده داده قيود و شود مينيمم J (X,U) که مي يابيم

کرد. حل SQP روش يا لاگرانژ ضرايب روش قبيل از موجود الگوريتم هاي توسط مي توان

خطي تاخيري سيستم هاي بهينگي لازم شرايط ٣. ٢

ارايه (۴ .٣)-(٣. ١) روابط در بيان شده به فرم خطي تاخيري کنترل سيستم هاي براي بهينگي لازم شرايط خاص، حالت يک به عنوان اين جا در
نتيجه قطعه اي ثابت، تاخير تابع با تاخيري مسايل بهينگي لازم شرايط خصوص در [٨] مرجع در به دست آمده گزاره هاي به توجه با شد. خواهد

مي گردد. حاصل زير

تابع صورت اين در باشد. (۴ .٣)-(٣. ١) خطي تاخيري بهينه ي کنترل مساله براي محلي بهينه ي کنترل u∗(t) کنيم فرض .٣. ١ قضيه
باشد: برقرار t ∈ [t٠, tf ] به ازاي زير شرايط که به گونه اي دارد وجود λ∗(t) الحاقي

ẋ∗(t) = A(t)x∗(t) +B(t)x∗(t− τ(t)) + C(t)u∗(t) +D(t)u∗(t− τ(t)), t٠ < t < tf ,

x∗(t) = ψx(t), t٠ − α ≤ t ≤ t٠,

u∗(t) = ψu(t), t٠ − α ≤ t < t٠,

λ̇∗(t) = −Q(t)x∗(t)− At(t)λ∗(t)

−
κ∑

i=١

χ
[Ti−١, Ti)

(t+ τi)
[
E(t+ τi)x

∗(t) +Bt(t+ τ
i
)λ∗(t+ τi)

]
,

λ∗(tf ) = S x∗(tf ),

٠ = R(t)u∗(t) + Ct(t)λ∗(t)

+
κ∑

i=١

χ
[Ti−١,Ti)

(t+ τi)
[
F (t+ τi)u

∗(t) +Dt(t+ τi)λ
∗(t+ τi)

]
.



١٩۵ ... قطعه اي ثابت تاخير تابع با خطي تاخيري سيستم هاي بهينه ي کنترل

مي کنيم: بيان زير به صورت [٨] مرجع اساس بر را (٣. ٣)–(٣. ١) مساله به مربوط هاميلتوني تابع ابتدا اثبات.

H
(
x(t),y(t),u(t),v(t)), λ(t), t

)
=

١
٢

[
xt(t)Q(t)x(t) + ut(t)R(t)u(t) + yt(t)E(t)y(t)

+vt(t)F (t)v(t)
]
+ λT (t)

[
A(t)x∗(t) +B(t)y∗(t) + C(t)u∗(t) +D(t)v∗(t)

]
,

مي کنيم: استفاده زير نماد از نگارش در راحتي به منظور اثبات، ادامه ي در .v(t) = u(t− τ(t)) و y(t) = x(t− τ(t)) آن در که

H∗[t] = H
(
x∗(t),y∗(t),u∗(t),v∗(t)), λ∗(t), t

)
.

از: عبارت اند بهينگي لازم شرايط اکنون

ẋ∗(t) =
∂H∗

∂λ
[t], (٣. ٢٠)

x∗(t) = ψx(t), t٠ − α ≤ t ≤ t٠, (٣. ٢١)
u∗(t) = ψu(t), t٠ − α ≤ t < t٠, (٣. ٢٢)

λ̇∗(t) = −∂H
∗

∂x
[t]−

κ∑
i=١

χ
[Ti−١, Ti)

(t+ τi)
∂H∗

∂y
[t+ τi], (٣. ٢٣)

λ∗(tf ) = S x∗(tf ), (٢۴ .٣)

٠ =
∂H∗

∂u
[t] +

κ∑
i=١

χ
[Ti−١, Ti)

(t+ τi)
∂H∗

∂v
[t+ τi]. (٢۵ .٣)

مي شود: نتيجه (٣. ٢٠) معادله ي از هاميلتوني، تابع تعريف به توجه با

ẋ∗(t) =
∂H∗

∂λ
[t] = A(t)x∗(t) +B(t)y∗(t) + C(t)u∗(t) +D(t)v∗(t),

مي شود: نتيجه (٢۵ .٣) و (٣. ٢٣) معادلات براي همچنين است. قضيه صورت در شده بيان اول شرط همان که

λ̇∗(t) = −Q(t)x∗(t)− At(t)λ∗(t)

−
κ∑

i=١

χ
[Ti−١, Ti)

(t+ τi)
[
E(t+ τi)y

∗(t+ τi) +Bt(t+ τ
i
)λ∗(t+ τi)

]
,

٠ = R(t)u∗(t) + Ct(t)λ∗(t)

+
κ∑

i=١

χ
[Ti−١,Ti)

(t+ τi)
[
F (t+ τi)v

∗(t) +Dt(t+ τi)λ
∗(t+ τi)

]
.

مي شود. تمام اثبات و مي آيند به دست لازم شرايط معادلات فوق، روابط در v و y تعريف جاي گذاري با اکنون

خواهد استفاده ترکيبي توابع روش توسط به دست آمده تقريبي نتايج به بخشيدن اعتبار براي معياري به عنوان بهينگي لازم شرايط اين از
شد.

خطي تاخيري سيستم هاي بهينه کنترل مثال هاي ۴

مي شود. ارايه قطعه اي ثابت تاخير تابع با خطي تاخيري سيستم هاي بهينه کنترل تقريبي حل براي ترکيبي توابع روش از مثال  دو بخش اين در



١٨- ٢٠٠۵ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حسيني ١٩۶

١ مثال ١ .۴
کنيم مينيمم مي گيريم. نظر در را زير خطي تاخيري بهينه کنترل مساله

J =
٣
٢
x(١)٢ +

١
٢

∫ ١

٠
u٢(t) dt,

زير: تاخيري سيستم به مشروط

ẋ(t) = x(t− τ(t)) + u(t), ٠ < t < ١, (١ .۴)
x(t) = ١, ٠ ≥ t, (٢ .۴)

است: شده گرفته نظر در زير قطعه اي ثابت تاخير تابع آن در که

τ(t) =

{
٠٫٢, ٠ ≤ t < ٠٫۴,
٠٫۵, ٠٫۴ ≤ t ≤ ١.

بنابراين .T٢ − T٠ = ١ و T١ − T٠ = ٠٫۴ ،τ٢ = ٠٫۵ ،τ١ = ٠٫٢ داريم داده شده ثابت قطعه اي تاخير تابع مبناي بر مساله اين در
به توجه با و λ = gcd(٢, ۵, ۴, ١٠) = ١ داريم و است γ = ١٠ کند صدق (٢. ٢٢) شرايط در که مثبت صحيح عدد کوچک ترين
کنترل مساله ي چبيشف، ترکيبي توابع روش اساس بر ،M = ۵ مقدار گرفتن نظر در با مي آيد. Nبه دست = ١٠ مقدار ،(٢. ٢٣) رابطه ي

کنيم مينيمم مي شود: تبديل زير بهينه سازي مساله ي به فوق بهينه ي

J =
٣
٢
X tΦ(١)Φt(١)X + ٠٫٠۵

١٠∑
n=١

(
Gn٠ −

٢
٣
Gn٢ −

٢
١۵
Gn۴

)
,

به مشروط

X −X٠ = P t
(
R+DtX + U

)
,

مي شود: محاسبه زير به صورت Gnm آن در که

Gnm = ٠٫۴
۵∑

j=٠

c̄j cos
(mjπ

۵

)
U tΦ(tnj)Φ

t(tnj)U,

در تاخير عملياتي ماتريس و (١۴ .٢) در انتگرال عملياتي ماتريس ،(٢. ١٠) در Φ(t) بردار tf = ١ و M = ۵ ،N = ١٠ ازاي به و
تعيين و فوق بهينه سازي مساله ي حل با مي شود. محاسبه (٣. ١٠) رابطه ي و (٢ .۴) به توجه با R بردار همچنين است. شده معرفي (٢۶ .٢)

مي شود: محاسبه زير رابطه ي از x(t) بهينه ي وضعيت و u(t) بهينه کنترل متغير ،U و X مجهول بردارهاي

x(t) = X tΦ(t), u(t) = U tΦ(t).

به کار بهينگي لازم شرايط مساله، اين تحليلي جواب يافتن به منظور ادامه در آمد. به دست بهينه وضعيت و کنترل تحليلي جواب مساله، اين در
مي شود: نتيجه زير به صورت بهينگي لازم شرايط ٣. ١ قضيه از است. شده گرفته

λ̇∗(t) = −


λ∗(t+ ٠٫٢) + λ∗(t+ ٠٫۵), ٠ ≤ t < ٠٫٢,
λ∗(t+ ٠٫۵), ٠٫٢ ≤ t < ٠٫۵,
٠, ٠٫۵ ≤ t < ١.

و u∗(١) + ٣x∗(١) = ٠ مي شود: نتيجه الحاقي متغير حذف با .u∗(t) + λ∗(t) = ٠ و λ∗(١) = ٣x∗(١) طرفي از

u̇∗(t) = −


u∗(t+ ٠٫٢) + u∗(t+ ٠٫۵), ٠ ≤ t < ٠٫٢,
u∗(t+ ٠٫۵), ٠٫٢ ≤ t < ٠٫۵,
٠, ٠٫۵ ≤ t < ١.

(٣ .۴)



١٩٧ ... قطعه اي ثابت تاخير تابع با خطي تاخيري سيستم هاي بهينه ي کنترل

حصول اند: قابل زير به فرم مساله دقيق جواب هاي (٣ .۴)-(١ .۴) ديفرانسيلي معادلات دستگاه حل از

u∗(t) =


− ٨٠۵۶٢۵

١٢٧١٧١٢ t
٢ + ٣٧٠۵٨٧۵

١٢٧١٧١٢ t−
٩٣۴۵٢۵
۴٢٣٩٠۴ , ٠ ≤ t < ٠٫٢,

٨٠۵۶٢۵
۶٣۵٨۵۶ t−

٨٠۵۶٢۵
۴٢٣٩٠۴ , ٠٫٢ ≤ t < ٠٫۵,

−٨٠۵۶٢۵
۶٣۵٨۵۶ , ٠٫۵ ≤ t ≤ ١.

و

x∗(t) =



− ٨٠۵۶٢۵
٣٨١۵١٣۶ t

٣ + ٣٧٠۵٨٧۵
٢۵۴٣۴٢۴ t

٢ − ۵١٠۶٢١
۴٢٣٩٠۴ t+ ١, ٠ ≤ t < ٠٫٢,

− ٨٠۵۶٢۵
١۵٢۶٠۵۴۴ t

۴ + ۴٠٢٨١٢۵
٧۶٣٠٢٧٢ t

٣ − ۶٩۴٠١٣
٢۵۴٣۴٢۴ t

٢

−٢٢٨٧۵٧٣٧
٣٨١۵١٣۶٠ t+

٣۵٩۵٢٩٠٩٧
٣٨١۵١٣۶٠٠ , ٠٫٢ ≤ t < ٠٫۴,

٨٠۵۶٢۵
١٢٧١٧١٢ t

٢ − ٣٨١٧٢١
۴٢٣٩٠۴ t+

٣۶٢۴٩٣٧٩٧
٣٨١۵١٣۶٠٠ , ٠٫۴ ≤ t < ٠٫۵,

− ٨٠۵۶٢۵
١۵٢۶٠۵۴۴ t

۴ + ١١٢٧٨٧۵
١٩٠٧۵۶٨ t

٣ − ۴٧٨١۶٠٩
٣٣٩١٢٣٢ t

٢

+١١٠٧٨٣۴٧
١۵٢۶٠۵۴۴ t+

٣۵٢٣٣٠۴٨٢٧
۶١٠۴٢١٧۶٠٠ , ٠٫۵ ≤ t < ٠٫٧,

− ١۶١١٢۵
١۵٢۶٠۵۴۴ t

۵ + ٨٠۵۶٢۵
۵٠٨۶٨۴٨ t

۴ − ١٢٩٣١٠٣
٣٣٩١٢٣٢ t

٣

+ ١٨٢٣۴٧٩
٣٨١۵١٣۶٠ t

٢ − ٩٩٠٨٣۶۴١٣
۶١٠۴٢١٧۶٠٠ t+

٧٨٢۶٩١٣۶۴٧
١٠١٧٣۶٩۶٠٠٠ , ٠٫٧ ≤ t < ٠٫٩,

٨٠۵۶٢۵
٣٨١۵١٣۶ t

٣ − ۴٨٧۶٩٧
۶٣۵٨۵۶ t

٢ + ۵۵۶۵٧۵۶١
١٩٠٧۵۶٨٠٠ t+

٣٣۵٧٢۵١
۴٨٩١٢٠٠ , ٠٫٩ ≤ t ≤ ١,

حاصل M = ۵ و N = ١٠ به ازاي دقيق جواب چبيشف، ترکيبي توابع کمک با مستقيم به روش اصلي مساله حل با که است به ذکر لازم
شد.

٢ مثال ٢ .۴
ارزش تابعي مينيمم کنيم تعيين مي گيريم. نظر در را زير تاخيري بهينه کنترل مساله

J =
١
٢
x(١)٢ +

١
٢

∫ ١

٠
(x٢(t) + u٢(t))dt,

زير: قطعه اي ثابت تاخير تابع دو با تاخيري سيستم به مشروط

ẋ(t) = sin(t)x(t) + t cos(t)x(t− τ(t))− u(t), ٠ < t < ١, (۴ .۴)
x(t) = t٢ + ١, ٠ ≥ t, (۵ .۴)

است: شده  داده زير به صورت τ(t) تاخير تابع آن در که

τ(t) =


٠٫٢, ٠ ≤ t < ٠٫٣,
٠٫١, ٠٫٣ ≤ t < ٠٫۵,
٠٫٧, ٠٫۵ ≤ t < ٠٫۶,
٠٫٣, ٠٫۶ ≤ t ≤ ١,

(۶ .۴)

مطالب اساس بر بهينه کنترل مساله ي شد، تعيين M مقدار که آن از پس مي شود. اختيار N براي ١٠ مقدار (٢. ٢٣) رابطه ي به توجه با
مي آيند. به دست تقريبي به صورت مساله بهينه ي وضعيت و کنترل آن حل با و مي شود تبديل بهينه سازي مساله ي يک به ٣. ١ بخش

نتايج تاييد به منظور هم چنين است. شده گزارش M مختلف مقادير و N = ١٠ به ازاي عمل کرد تابعي بهينه مقدار ١ جدول در
مي شود نتيجه ٣. ١ قضيه از داده شده، تاخير تابع به توجه با مي شود. بررسي مساله اين براي بهينگي لازم شرايط به دست آمده، تقريبي

داريم: شد. خواهد بيان u و x برحسب بهينگي لازم شرايط λ∗(t) الحاقي متغير حذف با .٠ = u∗(t)− λ∗(t)

u̇∗(t) =



−x∗(t)− sin(t)u∗(t)− (t+ ٠٫٢) cos(t+ ٠٫٢)u∗(t+ ٠٫٢), ٠ ≤ t < ٠٫١,
−x∗(t)− sin(t)u∗(t), ٠٫١ ≤ t < ٠٫٢,
−x∗(t)− sin(t)u∗(t)− (t+ ٠٫١) cos(t+ ٠٫١)u∗(t+ ٠٫١), ٠٫٢ ≤ t < ٠٫٣,
−x∗(t)− sin(t)u∗(t)− ((t+ ٠٫١) cos(t+ ٠٫١)u∗(t+ ٠٫١)
+ (t+ ٠٫٣) cos(t+ ٠٫٣)u∗(t+ ٠٫٣)), ٠٫٣ ≤ t < ٠٫۴,
−x∗(t)− sin(t)u∗(t)− (t+ ٠٫٣) cos(t+ ٠٫٣)u∗(t+ ٠٫٣), ٠٫۴ ≤ t < ٠٫٧,
−x∗(t)− sin(t)u∗(t), ٠٫٧ ≤ t < ١.
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مي کنيم: تعريف زير به صورت را E٣ و E٢ ،E١ خطاهاي

E١ = max { | ẋ(t)− sin(t)x(t)− t cos(t)x(t− τ(t)) + u(t) |: ٠ ≤ t ≤ ١, },
E٢ = max {e١, e٢, e٣, e۴, e۵, e۶},
E٣ = |u(١)− x(١) | ,

آن در که

e١ = max { | u̇(t)− (−x(t)− sin(t)u(t)− (t+ ٠٫٢) cos(t+ ٠٫٢)u(t+ ٠٫٢)) |:
٠ ≤ t < ٠٫١ },

e٢ = max { | u̇(t)− (−x(t)− sin(t)u(t)) |: ٠٫١ ≤ t < ٠٫٢ },
e٣ = max { | u̇(t)− (−x(t)− sin(t)u(t)− (t+ ٠٫١) cos(t+ ٠٫١)u(t+ ٠٫١)) |:

٠٫٢ ≤ t < ٠٫٣ },
e۴ = max { | u̇(t)− (−x(t)− sin(t)u(t)− ((t+ ٠٫١) cos(t+ ٠٫١)u(t+ ٠٫١)

+ (t+ ٠٫٣) cos(t+ ٠٫٣)u(t+ ٠٫٣))) |: ٠٫٣ ≤ t < ٠٫۴ },
e۵ = max { | u̇(t)− (−x(t)− sin(t)u(t)− (t+ ٠٫٣) cos(t+ ٠٫٣)u(t+ ٠٫٣)) |:

٠٫۴ ≤ t < ٠٫٧ },
e۶ = max { | u̇(t)− (−x(t)− sin(t)u(t)) |: ٠٫٧ ≤ t ≤ ١ }.

جدول در گزارش شده نتايج است. گرديده ارايه ١ جدول در مساله اين براي بهينگي لازم شرايط به مربوط E٣ و E٢ ،E١ خطاهاي
روش به نسبت دقت و اجرا زمان لحاظ به همچنين دارد. بهينگي لازم شرايط با خوب انطباق و چبيشف ترکيبي روش کارآمدي از نشان ١
يکساني دقت از لژاندر چندجمله اي هاي پايه بر ترکيبي روش به نسبت اگرچه و است کرده عمل بهتر بسيار [٩ ،٧] چبيشف متناهي تفاضلات

است. [٨] روش اجراي زمان نصف تقريباً پيش نهادي روش اجراي زمان اما برخوردارند

M E١ E٢ E٣ J زمان(ثانيه) روش
[٩ ،٧] مرجع روش

۶ - - - ٠٫٨٧١٢٢۶٧۴۵۵۶٧ ٣ .۵٣

[٨] مرجع روش
۶ - - - ٠٫٨٧١٢٢۶٧۴۵۵۵٨۴٨۵۴ ١۵ .٢۴

پيش نهادي روش
٢ ١٫۴e− ٠٣ ٧٫۴e− ٠٣ ٢٫٢e− ٠۴ ٠٫٨٧١٢٢۶٧۴٩ ٧٢. ١
۴ ٣٫٢e− ٠٧ ۵٫٩e− ٠۶ ٨٫٩e− ٠٨ ٠٫٨٧١٢٢۶٧۴۵۵۵٨۴٨۵۶ ٩. ٣۴
۶ ١٫۶e− ١٠ ۶٫٢e− ١٠ ٢٫٣e− ١٢ ٠٫٨٧١٢٢۶٧۴۵۵۵٨۴٨۵١٧ ٠١. ٧

.N = ١٠ به ازاي مختلف ترکيبي روش هاي با ٢ .۴ مثال براي به دست آمده نتايج مقايسه ي :١ جدول

قدرداني و تشکر
قدرداني و تشکر کردند، ارائه اثر اين بهبود راستاي در موثري و سازنده پيش نهادهاي که محترم داوران از مي داند لازم خود بر مقاله نويسنده ي

نمايد.

منابع فهرست
[1] Betts J. T., Survey of numerical methods for trajectory optimization. Journal of Guidance, Control,

and Dynamics, 21 (1998), 193–207.



١٩٩ ... قطعه اي ثابت تاخير تابع با خطي تاخيري سيستم هاي بهينه ي کنترل

[2] Canuto C. Hussaini M. Y. Quarteroni A., and Zang T. A., Spectral Methods: Fundamentals in Single
Domains. Scientific Computation, Berlin: Springer, 2006.

[3] Chen W. L., and Jeng B. S., Analysis of piecewise constant delay systems via block-pulse functions.
International Journal of Systems Science, 12 (1981), 625–633.

[4] Chen W.-L., and Meng C.-H., A general procedure of solving the linear delay system via block pulse
functions. Computers and Electrical Engineering, 9(3-4) (1982), 153–166.

[5] Erneux T., Applied Delay Differential Equations. vol.3 of Surveys and Tutorials in the Applied
Mathematical Sciences. New York: Springer, 2009.

[6] Lancaster P., Theory of Matrices. New York, Academic Press, 1969.

[7] Marzban H. R., and Hoseini S. M., Solution of linear optimal control problems with time delay using a
composite Chebyshev finite difference method. Optimal Control Applications andMethods, 34 (2013),
253–274.

[8] Marzban H. R., and Hoseini S. M., Numerical treatment of non-linear optimal control problems in-
volving piecewise constant delay. IMA Journal of Mathematical Control and Information, 33 (2016),
1103–1134.

[9] Marzban H. R., and Hoseini S. M., An efficient discretization scheme for solving nonlinear optimal
control problems with multiple time delays. Optimal Control Applications and Methods, 37 (2016),
682–707.

[10] Marzban H. R., and Shahsiah M., Solution of piecewise constant delay systems using hybrid of block-
pulse and Chebyshev polynomials. Optimal Control Applications and Methods, 32 (2011), 647–659.

[11] Razzaghi M., and Marzban H. R., Direct method for variational problems via hybrid of block-pulse
and Chebyshev functions. Mathematical Problems in Engineering, 6 (2000), 85–97.

[12] Razzaghi M., and Marzban H. R., A hybrid domain analysis for systems with delays in state and
control. Mathematical Problems in Engineering, 7 (2001), 337–353.



١٨- ٢٠٠۵ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / حسيني ٢٠٠

Optimal control of linear delay systems involving piecewise constant
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Abstract: In this paper, the optimal control of delay systems with piecewise constant delay function is
investigated. Using Chebyshev hybrid functions, an approximate method is proposed to obtain the optimal
solution to the control problem of linear delay systems. In order to present an approximatemethod, integral,
product of multiplication and delay operational matrices of the hybrid functions have been introduced and
used to solve the problem. The optimal control problem is transformed into an optimization problem with
the help of the operational matrices and then solving it, an approximate solution to the original problem is
obtained. Efficiency and accuracy of the proposed method are illustrated with two examples of the optimal
control problem.
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