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زماني-مكاني كسري زير-انتشار مسائل حل براي مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك مقاله، اين در چکيده:
ريس نوع از مكاني مشتقات و γ ∈ (٠, ١) مرتبه ي با كپوتو نوع از زماني مشتقات مذكور معادلات در مي دهيم. ارائه
روش تئوري اساس كه مي دهيم قرار بررسي مورد را تفاضلي طرح همگرايي و پايداري است. α ∈ (١, ٢] مرتبه ي با
اين كه مي كنيم ثابت هم چنين، است. پايدار شرط و قيد بدون جديد تفاضلي طرح كه مي دهيم نشان است. پيش نهادي
و γ ∈ (٠, ١) هر براي مكان در دو مرتبه ي و زمان در r ≥ ١ كه min{٢ − γ, rγ} مرتبه ي با تفاضلي طرح
مي شود. ارائه تفاضلي طرح دقت و كارآيي دادن نشان براي عددي مثال يك پايان، در است. همگرا α ∈ (١, ٢] هر

مدرج. شبكه زير-انتشار، معادله ي ريس، مشتق کپوتو، مشتق کليدي: واژه هاي

65M12, 65M60, 35R11 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
از بسياري ديناميكي تحليل براي مفيد، ابزاري عنوان به کسري) انتگرال هاي و کسري مشتقات (شامل کسري حسابان اخير، دهه هاي در
تا مي پردازند کسري حسابان بررسي به پيشرفته، رياضي مدل هاي توسعه براي محققان است. گرفته قرار استفاده مورد پيچيده دستگاه هاي
دستگاه هاي اساسي ويژگي هاي از که غيرموضعي ويژگي براي کسري، مرتبه مشتقات كنند. پيش بيني تمام دقت با را پيچيده دستگاه هاي
سيستم هاي و كنترل نظريه مانند پديده هاي از برخي مدل سازي  در مهمي نقش کسري، حسابان است. گرفته قرار توجه مورد است پيچيده
دارند بيولوژيکي مدل سازي هاي و ويسکوالاستيک ، تصادفي گام هاي نانو، فن آوري غيرعادي، انتشار و انتقال مالي، مدل سازي هاي ديناميكي،

مي كنيم. بيان را کسري حسابان در اخير تحقيقات از نمونه هايي ادامه در . [١–٧]
به دست کسري مرتبه ديفرانسيل عملگرهاي روش از استفاده با انتشار-محدود واکنش هاي براي را زمان به وابسته سرعت ثابت نويسنده [٨] در
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٢١٣ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

نظريه از استفاده با فيزيكي کلاسيک مدل هاي براي تعميمي مي توان کسري، حسابان با که داده اند نشان نويسندگان [٩] در است. آورده
پيش نهاد بيولوژيکي سيستم هاي در دانگ تب شيوع شبيه سازي براي را کسري مدل يک ديتلم [١٠] در آورد. به دست ويسکوالاستسيته خطي
[١٢] در است. نموده ارائه دسته اي جنبشي مشخصه هاي توصيف براي كسري، حسابان بر مبتني جاي گزين روش يك وينت [١١] در کرد.
كسري معادله ي نويسندگان [١٣] در داده اند. ارائه تاخيري سه فازي مدل هاي روي تحليل يك كسري، حسابان از استفاده با نويسندگان
بيان فراکتال ها و کسري حساب بين رابطه يك نويسندگان [١۴] در كرده اند. تحليل ريمان-ليوويل كسري مشتق از استفاده با را آمبرتسوميان
تعميم يافته برگرز معادله ي موج جواب هاي نويسندگان [١۵] در هم چنين است. هندسي و فيزيکي ملاحظات بر مبتني رابطه اين كه كرده اند

كرده اند. بررسي و تحليل را زماني كسري-
از بسياري توجه کسري ديفرانسيل معادلات بررسي دارند، پديده ها از برخي مدل سازي در خوبي توانايي كسري مدل هاي كه آن جايي از
معادلات حل براي را محدود عنصر و متناهي تفاضل مانند عددي روش هاي از برخي اخير، سال هاي در است. کرده جلب خود به را محققان

.[٢٢–٢٧] است شده استفاده كسري معادلات برخي حل براي طيفي روش هاي هم چنين .[١–٢١۶] برده اند به كار كسري ديفرانسيل
مسئله هاي به مي توان مثال براي كرد. استفاده پديده ها برخي مدل سازي براي مكاني كسري مشتقات از مي توان زماني كسري مشتقات بر علاوه
بيولوژيکي سيستم هاي در انتشار معادلات و [٣١] متخلخل رسانه هاي ،[٣٠] آلاينده ها پراكندگي ،[٢٩] پلاسما فيزيك ،[٢٨] كوانتم مكانيك
مدل هاي کاربردهاي از برخي در است. كرده جلب خود به را محققان از بسياري توجه كسري، لاپلاسين معادلات اخيراً كرد. اشاره [٣٢]
كسري لاپلاس با صحيح مرتبه ي لاپلاس ،[٣۵] متخلخل محيط و [٣۴] زئستروفي شبه معادلات ،[٣٣] واكنش-انتشار قبيل از کسري

است. شده جاي گزين
و بيولوژيكي فيزيكي، مسئه هاي براي رياضي مدل سازي مختلف كاربردهاي با را زماني-مكاني كسري زير-انتشار معادلات مقاله، اين در

زماني-مكاني كسري زير-انتشار معادلات .[٣۶] مي گيريم نظر در شيميايي

CD
γ
٠,tu(x, t)− (L(α)u)(x, t) = f(x, t), ٠ < x < L, ٠ < t ≤ T, (١. ١)

مرزي و اوليه شرايط با همراه

u(x, ٠) = u٠(x), ٠ ≤ x ≤ L, (١. ٢)
u(٠, t) = u(L, t) = ٠, ٠ < t ≤ T, (١. ٣)

به صورت مكاني كسري مشتق است. t و x از تابعي u هم چنين، است. مكان متغير x و زمان متغير t معادلات اين در مي گيريم. نظر در را
مي شود: تعريف زير

(L(α)u(x, t) = (RD
α
٠,x +R Dα

x,L)u(x, t),

مي شود: تعريف زير به صورت ريمان-ليوويل راست و چپ عملگرهاي و α ∈ (١, ٢] و

RD
α
٠,xu(x, t) =

١
Γ(٢ − α)

∂٢
x٢

∫ x

٠
(x− ξ)١−αu(ξ, t)dξ,

RD
α
x,Lu(x, t) =

١
Γ(٢ − α)

∂٢
x٢

∫ L

x
(ξ − x)١−αu(ξ, t)dξ.

مي شود: تعريف زير به صورت و است ٠ < γ < ١ مرتبه ي از كپوتو كسري مشتق CD
γ
٠,t كسري-زماني مشتق

CD
γ
٠,tu(x, t) =

١
Γ(١ − α)

∫ t

٠

∂u(x, s)

∂s

ds

(t− s)α
, (۴ .١)

زير قضيه ي گرفته اند. نتيجه ماكسيمم اصل از استفاده با شرايطي تحت (١. ٣) − (١. ١) مسئله براي را جواب يكتايي نويسندگان [٣٧] در
مي آوريم: منبع اين از را

كنيم فرض دارد. كلاسيك جواب (١. ٣)-(١. ١) مسئله ي آن گاه ∂u
∂x
|x=L = ٠ و ∂u

∂x
|x=٠ = ٠ اگر .١. ١ قضيه

u١(x, t), u٢(x, t) ∈ C٠])٢,١, L]× (٠, T ])

شرايط و u(٠, t) = u(L, t) = ٠, ٠ < t ≤ T, i = ١, ٢ مرزي شرايط در كه باشند (١. ١) معادله ي كلاسيك جواب دو
است: برقرار زير نامساوي آن گاه مي كنند، صدق u٢(x, ٠) = u٢,٠(x) و u١(x, ٠) = u١,٠(x) اوليه

∥u١ − u٢∥C([٠,L]×[٠,T ]) ≤ max
x∈[٠,L]

|u١,٠(x)− u٢,٠(x)|.
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كرد: خلاصه زير به صورت مي توان را اخير كار دست آوردهاي
مي شود. ارائه (١. ١)-(١. ٣) زماني-كسري انتشار زير- مسئله حل براي جديد تفاضلي طرح يك الف)

است. پايدار شرط و قيد بدون جديد، تفاضلي طرح مي دهد نشان كه است گرفته قرار بررسي مورد تفاضلي طرح همگرايي و پايداري ب)
هر براي مكان در دو مرتبه ي و زمان در r ≥ ١ كه min{٢ − γ, rγ} مرتبه ي با تفاضلي طرح اين كه است شده داده نشان هم چنين

همگراست. α ∈ (١, ٢] هر و γ ∈ (١, ٢]
است. شده بيان مكاني و زماني كسري مشتقات گسسته سازي نحوه ،٢ بخش در است. شده سازمان دهي زير شرح به مقاله باقي مانده
بررسي بخش همين در تفاضلي طرح همگرايي و پايداري مي شود. پيش نهاد (١. ١)-(١. ٣) مسئله براي جديد تفاضلي طرح يك ،٣ بخش در
نتيجه گيري با مقاله سرانجام مي آوريم. تفاضلي طرح كارآمدي دادن نشان و تئوري يافته هاي تاييد براي را عددي نتايج ،۴ بخش در مي شود.

مي يابد. پايان ۵ بخش در

مكاني و زماني گسسته سازي ٢

مي كنيم: تعريف را زير نقاط ،[٠, L]× [٠, T ] روي مدرج شبكه يك مكاني و زماني گسسته سازي براي

xm = mh, m = ٠, ١, · · · ,M,

و h = L
M

با

tn = T (n/N)r, n = ٠, ١, ٢, · · · , N,

.r ≥ ١ كه مي كنيم فرض معمولاً و r ∈ R آن در كه

،τn = tn − tn−١, n = ١, ٢, · · · , N و ٠ < γ < ١ كنيم فرض .٢. ١ لم
به طوري كه باشد موجود c مثبت ثابت ,.)su∂∣∣∣∣اگر t)

∂ts

∣∣∣∣ ≤ c(١ + tγ−s), s = ٠, ١, ٢,

داريم: اين صورت در

CD
γ
٠,tu(xm, tn) = Dγ

Nu(xm, tn) +O(n−min{٢−γ,rγ}),

آن در كه

Dγ
Nu(x, tn) = b١,nu(x, tn)− bn,nu(x, t٠) +

n−١∑
k=١

u(x, tn−k)[bk+١,n − bk,n],

و

bk,n =
١

Γ(٢ − γ)τn−k+١
[(tn − tn−k)

١−γ − (tn − tn−k+١)
١−γ]. (٢. ١)

شود. مراجعه [٣٨] به اثبات.

بگيريد: نظر در را زير نامساوي ,su(x∂∣∣∣∣فرض: t)

∂st

∣∣∣∣ ≤ c(١ + tγ−s) s = ٠, ١, ٢.

است. برقرار نتايع و قضايا لم ها، همه در نامساوي اين



٢١۵ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

مي كنند: صدق زير شرايط در (٢. ١) رابطه ي با شده تعريف bk,n ضرايب .٢. ٢ لم
،bk+١,n ≤ bk,n الف)

،b١,n = τ−γ
n

Γ(٢−γ)
ب)

. (١−γ)
Γ(٢−γ)

(tn − tn−k)
−γ ≤ bk,n ≤ (١−γ)

Γ(٢−γ)
(tn − tn−k+١)

−γ n = ٢, ٣, · · · , N پ)

شود. مراجعه [٣٨] به اثبات.

داريم: آن گاه ،١ < α < ٢ كنيم فرض .٢. ٣ لم

(L(α)u)(xm, t) = Lα
hu(xm, t) +O(h٢), (٢. ٢)

آن در كه

Lα
hu(xm, t) =

١
Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m,ku(xk, t),

p
(α)
m,k =



p
(α)
m,k, k < m− ١,

p
(α)
m,m−١ + p̃

(α)
m,m−١, k = m− ١,

p
(α)
m,m + p̃

(α)
m,m, k = m,

p
(α)
m,m+١ + p̃

(α)
m,m+١, k = m+ ١,

p̃
(α)
m,k, k > m+ ١,

(٢. ٣)

p
(α)
m,k =


dm−١,k − ٢dm,k + dm+١,k, k ≤ m− ١,
−٢dm,m + dm+١,m, k = m,

dm+١,m+١, k = m+ ١,
٠, k > m+ ١,

p̃
(α)
m,k =


٠, k < m− ١,
d̃m−١,m−١, k = m− ١,
−٢d̃m,m + d̃m−١,m, k = m,

d̃m−١,k − ٢d̃m,k + d̃m+١,k, m+ ١ ≤ k ≤ M,

dj,k =


(j − ٣(١−α − j٢−α(j − ٣ + α), k = ٠,
(j − k + ٣(١−α − ٢(j − k)٣−α + (j − k − ٣(١−α, ١ ≤ k ≤ j − ١,
١, k = j,

و

d̃j,k =


١, k = j,
(k − j + ٣(١−α − ٢(k − j)٣−α + (k − j − ٣(١−α, j + ١ ≤ k ≤ M − ١,
(٣ − α−M + j)(M − j)٢−α + (M − j − ١)(٣−α), k = M.

شود. مراجعه [٣٩] به اثبات.

مي كنند: صدق زير شرايط در p̃(α)m,k و p(α)m,k ضرايب .۴ .٢ لم
،p(α)m,k > ٠, (k < m− ١) الف)
،p̃(α)m,k > ٠, (k > m+ ١) ب)
،p(α)m,m+١ = p̃

(α)
m,m−١ = ١ پ)

،p(α)m,m = p̃
(α)
m,m = −۴ + ٢(٣−α) ج)
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شود. مراجعه [۴٠] به اثبات.

مي كنند: صدق زير شرايط در مي شوند تعريف (٢. ٣) رابطه ي با كه p(α)m,k ضرايب .۵ .٢ لم
،p(α)m,k > ٠, (k ̸= m) الف)
،p(α)m,k < ٠, (m = k) ب)

.
∑M

k=٠ p
(α)
m,k < ٠ پ)

شود. مراجعه [۴٠] به اثبات.

جديد تفاضلي تقريب ٣

به طوري كه است u(x, t) جواب داراي (١. ١)-(١. ٣) مسئله كه مي كنيم ,.)su∂∣∣∣∣فرض t)

∂ts

∣∣∣∣ ≤ c(١ + tγ−s), s = ٠, ١, ٢.

مي آوريم: به دست آن گاه ،(x, t) = (xm, tn) مي دهيم قرار (١. ١) در ابتدا

CD
γ
٠,tu(xm, tn)− (Lαu)(xm, tn) = f(xm, tn), (٣. ١)

با مي كنيم. گسسته سازي ٢. ٣ لم از استفاده با را (٣. ١) در مكاني مشتقات و ٢. ١ لم از استفاده با را (٣. ١) رابطه ي در زماني مشتق
آورد: زيربه دست به صورت را (١. ٣)-(١. ١) براي گسسته مسئله ي يك مي توان ،un

m تقريبي جواب با u(xm, tn) جاي گزين كردن
مي كنيم كه پيدا به گونه اي را un

m(m = ١, ٢, · · · ,M − ١, n = ١, ٢, · · · , N) گسسته: مسئله ي
Dγ

Nunm − Lα
hu

n
m = f(xm, tn), ١ ≤ m ≤ M − ١, ١ ≤ n ≤ N,

u٠
m = u٠(xm), ٠ ≤ m ≤ M,

un٠ = unM = ٠, ٠ < n ≤ N,
(٣. ٢)

آن در كه

Lα
hu

n
m =

١
Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m,ku

n
k ,

Dγ
Nunm = b١,nu

n
m − bn,nu

٠
m +

n−١∑
k=١

un−k
m [bk+١,n − bk,n], ١ ≤ n ≤ N,

و

bk,n =
١

Γ(٢ − γ)τn−k+١
[(tn − tn−k)

١−γ − (tn − tn−k+١)
١−γ ].

نوشت: زير به صورت مي توان را (٣. ٢) لذا
b١,nu

n
m − ١

Γ(۴−α)hα

∑M
k=٠ p

(α)
m,ku

n
k = bn,nu

٠
m

+
∑n−١

k=١ u
n−k
m [bk,n − bk+١,n] + f(xm, tn), ١ ≤ m ≤ M − ١, ١ ≤ n ≤ N,

u٠
m = u٠(xm), ٠ ≤ m ≤ M,

un٠ = unM = ٠, ٠ < n ≤ N.

(٣. ٣)



٢١٧ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

پايداري آناليز ٣. ٠. ١

مي كنيم. بررسي را (٣. ٣) تفاضلي طرح پايداري بخش، اين در

مي كند: صدق زير شرايط در (٣. ٣) مسئله ي جواب .٣. ١ لم

∥un∥∞ ≤ ١
b١,n

[
bn,n∥u٠∥∞ +

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n]∥un−k∥∞ + ∥fn∥∞
]
, n = ١, ٢, · · · , N, (۴ .٣)

.fn = [fn
٠ , f

n
١ , · · · , fn

M ]T و un = [un
٠ , u

n
١ , · · · , un

M ]T آن در كه

مي دهيم: قرار هم چنين است. ثابت n ∈ {١, ٢, · · · , N} كنيم فرض اثبات.

un = [un
٠ , u

n
١ , · · · , un

M ]T .

آن گاه باشد، (x, t) = (xm̂, tn) اگر .|un
m̂| = ∥un∥∞ كه مي كنيم انتخاب طوري را m̂ ∈ {٠, ١, ٢, · · · ,M} اكنون

مي آوريم: به دست

b١,nu
n
m̂ − ١

Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m̂,ku

n
k = bn,nu

٠
m̂ +

n−١∑
k=١

un−k
m̂ [bk,n − bk+١,n] + fn

m̂, ١ ≤ n ≤ N,

.fn
m̂ = f(xm̂, tn) آن در كه

داشت: خواهيم ،۴ .٢ لم بنابر

b١,n|unm̂| ≤ b١,n|unm̂| − ١
Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m̂,k|u

n
m̂|

≤ [b١,n − ١
Γ(۴ − α)hα

p
(α)
m̂,m̂]|unm̂| − ١

Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠,k ̸=m̂

p
(α)
m̂,k|u

n
m̂|

≤ [b١,n − ١
Γ(۴ − α)hα

p
(α)
m̂,m̂]|unm̂| − ١

Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠,k ̸=m̂

p
(α)
m̂,k|u

n
k |

≤ |b١,nu
n
m̂ − ١

Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m̂,ku

n
k |, ١ ≤ n ≤ N, (۵ .٣)

مي شود: نتيجه بنابراين

b١,n∥un∥∞ ≤ |bn,nu
٠
m̂ +

n−١∑
k=١

un−k
m̂ [bk,n − bk+١,n] + fn

m̂|, ١ ≤ n ≤ N. (۶ .٣)

مي آوريم: به دست ،٢. ٢ لم از استفاده با اكنون

∥un∥∞ ≤ ١
b١,n

[
bn,n∥u٠∥∞ +

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n]∥un−k∥∞ + ∥fn∥∞
]
, ١ ≤ n ≤ N, (٣. ٧)

.fn = [fn
٠ , f

n
١ , · · · , fn

M ]T آن در كه

مي كند: صدق زير شرط در (٣. ٣) مسئله ي جواب .٣. ٢ لم

∥un∥∞ ≤ ∥u٠∥∞ +
١

b١,n

n∑
s=١

χs,n∥fs∥∞, n = ١, ٢, · · · , N, (٣. ٨)
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آن در كه

un = [un٠ , u
n
١ , ..., u

n
M ], f s = [fs

٠ , f
s

١ , ..., f
s
M ],

و

χn,n = ١, χs,n =
n−s∑
k=١

١
b١,n−k

[bk,n − bk+١,n]χs,n−k. (٣. ٩)

داريم: آن گاه ،n = ١ كنيم فرض ابتدا مي دهيم. نشان n روي استقراء با را عبارت اين درستي اثبات.

∥u١∥∞ ≤ ١
b١,١

[
b١,١∥u٠∥∞ + ∥f١∥∞

]
= ∥u٠∥∞ +

١
b١,١

χ١,١∥f١∥∞, (٣. ١٠)

است. درست (٣. ٨) رابطه ي n = ١ براي لذا
مي شود: نتيجه آن گاه باشد، برقرار k < n براي (٣. ٨) كنيد فرض اكنون

∥un∥∞ ≤ ١
b١,n

[
bn,n∥u٠∥∞ +

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n](∥u٠∥∞ +
١

b١,n−k

n−k∑
s=١

χs,n−k∥fs∥∞) + ∥fn∥∞
]

=
١

b١,n

[
b١,n∥u٠∥∞ +

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n]
١

b١,n−k

n−k∑
s=١

χs,n−k∥fs∥∞ + ∥fn∥∞
]
.

داريم بنابراين

∥un∥∞ ≤ ∥u٠∥∞ +
١

b١,n

[ n−١∑
s=١

∥fs∥∞
n−s∑
k=١

[bk,n − bk+١,n]
١

b١,n−k
χs,n−k + ∥fn∥∞

]
= ∥u٠∥∞ +

١
b١,n

n∑
s=١

χs,n∥fs∥∞, (٣. ١١)

مي شود. كامل قضيه اثبات نتيجه در و است برقرار هم k = n براي بنابراين

فرض با (٣. ٣) مسئله ي دقيق جواب un, n = ١, ٢, · · · , N كنيد فرض ضمني) تفاضل تقريب (پايداري .٣. ٣ قضيه

u٠ = [u٠
٠, u

٠
١, · · · , u٠

M ]T

اوليه ي شرط با (٣. ٣) مسئله ي تقريبي جواب ũn
, n = ١, ٢, · · · , N به علاوه باشد.

ũ٠
= [ũ٠

٠, ũ١,
٠ , · · · , ũ٠

M ]T

است. پايدار شرط و قيد بدون (٣. ٣) مسئله ي آن گاه باشد.

مي آوريم: به دست را زير رابطه ،(٣. ٣) رابطه ي از استفاده با اثبات.

b١,n[u
n
m − ũnm]− ١

Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m,k[u

n
k − ũnk ] = bn,n[u

٠
m − ũ٠

m]

+
n−١∑
k=١

[un−k
m − ũn−k

m ][bk,n − bk+١,n], ١ ≤ m ≤ M − ١, ١ ≤ n ≤ N. (٣. ١٢)

داشت: خواهيم ،٣. ٢ لم و (٣. ١٢) از استفاده با بنابراين،

∥un − ũn∥∞ ≤ ∥u٠ − ũ٠∥∞, n = ١, ٢, · · · , N, (٣. ١٣)

مي شود. كامل قضيه اثبات اينجا و



٢١٩ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

همگرايي آناليز و خطا تخمين ٣. ٠. ٢

مي كنيم. بيان خطا تخمين آوردن به دست براي را لم چندين اكنون

داريم: آن گاه باشد، (xm, tn) گرهي نقطه در خطا enm = u(xm, tn)− un
m كنيد فرض .۴ .٣ لم

∥en∥∞ ≤ ١
b١,n

n∑
s=١

χs,n(h
٢ + s−min{٢−γ,rγ}), n = ١, ٢, · · · , N, (١۴ .٣)

است. شده تعريف (٣. ٩) رابطه در χs,n آن در كه

مي آوريم: به دست را زير رابطه ،(٣. ٣) از استفاده با اثبات.

b١,ne
n
m − ١

Γ(۴ − α)hα

M∑
k=٠

p
(α)
m,ke

n
k − bn,ne

٠
m

−
n−١∑
k=١

en−k
m [bk,n − bk+١,n] = TEn

m, ١ ≤ m ≤ M − ١, ١ ≤ n ≤ N, (١۵ .٣)

است. (xm, tn) نقطه در (٣. ٣) برش خطاي TEn
m آن در كه

مي آوريم: به دست را زير رابطه ،(٢. ٣) و (٢. ١) لم هاي از استفاده با اكنون

|TEn
m| ≤ C(h٢ + n−min{٢−γ,rγ}). (١۶ .٣)

داشت: خواهيم ،٣. ٢ لم بردن به كار با هم چنين

∥en∥∞ ≤ ١
b١,n

n∑
s=١

χs,n∥TEs∥∞, n = ١, ٢, · · · , N, (٣. ١٧)

.TEn = [TEn
٠ , TE

n
١ , · · · , TEn

M ]T و en = [en٠ , e
n
١ , · · · , enM ]T آن در كه

داشت: خواهيم (٣. ١٧) و (١۶ .٣) از استفاده با بنابراين

∥en∥∞ ≤ ١
b١,n

n∑
s=١

χs,n(h
٢ + s−min{٢−γ,rγ}), n = ١, ٢, · · · , N, (٣. ١٨)

مي شود. كامل قضيه اثبات اين جا و

داريم: را زير نامساوي ،n = ١, ٢, · · · , N براي .۵ .٣ لم

١
b١,n

n∑
s=١

χs,ns
−min{٢−γ,rγ} ≤ Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}, n = ١, ٢, · · · , N. (٣. ١٩)

داشت: خواهيم بنابراين ،n = ١ مي كنيم فرض ابتدا مي كنيم. ثابت n روي استقراء با را نامساوي اين اثبات.

١
b١,١

١∑
s=١

χs,١s
−min{٢−γ,rγ} =

١
b١,١

=
١

١
Γ(٢−γ)τ

−γ
١

≤ Γ(٢ − γ)T γN−rγ

≤ Γ(٢ − γ)T γN−min{٢−γ,rγ} ≤ Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}, (٣. ٢٠)

است. درست (٣. ١٩) رابطه ي n = ١ براي لذا



٢١٢- ٢٣١ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / اميني ابراهيم فردي- مجتبي ٢٢٠

داريم: آن گاه باشد، برقرار k < n مقادير براي (٣. ١٩) رابطه ي كنيد فرض

١
b١,n

n∑
s=١

χs,ns
−min{٢−γ,rγ} =

١
b١,n

χn,nn
−min{٢−γ,rγ} +

١
b١,n

n−١∑
s=١

χs,ns
−min{٢−γ,rγ}

=
١

b١,n
χn,nn

−min{٢−γ,rγ} +
١

b١,n

n−١∑
s=١

[
n−s∑
k=١

١
b١,n−k

[bk,n − bk+١,n]χs,n−k]s
−min{٢−γ,rγ}

=
١

b١,n
χn,nn

−min{٢−γ,rγ} +
١

b١,n

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n]
١

b١,n−k

n−k∑
s=١

χs,n−ks
−min{٢−γ,rγ}

≤ ١
b١,n

n−min{٢−γ,rγ} +
١

b١,n

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n][
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}]

=
١

b١,n
[n−min{٢−γ,rγ} − bn,n[

Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}]]

+
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}, (٣. ٢١)

است. برقرار نيز k = n براي (٣. ١٩) رابطه ي آن گاه باشد، برقرار زير رابطه ي اگر

n−min{٢−γ,rγ} − bn,n[
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}] ≤ ٠.

داريم: فوق نامساوي اثبات براي

bn,n[
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}] = [

t١−γ
n − (tn − t١)

١−γ

Γ(٢ − γ)τ١
][
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γN−min{٢−γ,rγ}]

= T γN−min{٢−γ,rγ}[
t١−γ
n − (tn − t١)

١−γ

τ١)١ − γ)
]

= T γN−min{٢−γ,rγ}T
١−γ [nr(١−γ) − (nr − ١(١−γ ]

N r(١−γ)TN−r(١ − γ)
= [

nr(١−γ) − (nr − ١(١−γ

١ − γ
]N rγ−min{٢−γ,rγ}

≥ n−rγN rγ−min{٢−γ,rγ} = n−min{٢−γ,rγ}(
N

n
)rγ−min{٢−γ,rγ} ≥ n−min{٢−γ,rγ}. (٣. ٢٢)

مي شود. كامل قضيه اثبات بنابراين

است: برقرار زير نامساوي ،n = ١, ٢, · · · , N براي .۶ .٣ لم

١
b١,n

n∑
s=١

χs,n ≤ Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ . (٣. ٢٣)

داشت: خواهيم آن گاه باشد، n = ١ كنيد فرض ابتدا مي كنيم. ثابت n روي استقراء با را نامساوي اين اكنون اثبات.

١
b١,١

١∑
s=١

χs,١ =
١

١
Γ(٢−γ)τ

−γ
١

≤ Γ(٢ − γ)T γ ≤ Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ ,

است. برقرار n = ١ براي (٣. ٢٣) رابطه ي بنابراين



٢٢١ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

مي شود: نتيجه آن گاه باشد، برقرار k < n مقادير براي (٣. ٢٣) رابطه ي كنيد فرض

١
b١,n

n∑
s=١

χs,n =
١

b١,n
χn,n +

١
b١,n

n−١∑
s=١

χs,n

=
١

b١,n
χn,n +

١
b١,n

n−١∑
s=١

[

n−s∑
k=١

١
b١,n−k

[bk,n − bk+١,n]χs,n−k]

=
١

b١,n
χn,n +

١
b١,n

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n]
١

b١,n−k

n−k∑
s=١

χs,n−k

≤ ١
b١,n

+
١

b١,n

n−١∑
k=١

[bk,n − bk+١,n][
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ ]

=
١

b١,n
[١ − bn,n[

Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ ]] +

Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ . (٢۴ .٣)

مي دهيم: نشان استقرايي، فرضيه ي تكميل براي

١ − bn,n[
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ] ≤ ٠.

نوشت: توان مي منظور اين براي

bn,n[
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ ] =

t١−γ
n − (tn − t١)

١−γ

Γ(٢ − γ)τ١
[
Γ(٢ − γ)

(١ − γ)
T γ ]

= T γ [
t١−γ
n − (tn − t١)

١−γ

τ١)١ − γ)
] = T γ T

١−γ [nr(١−γ) − (nr − ١(١−γ ]

N r(١−γ)TN−r(١ − γ)

=
[nr(١−γ) − (nr − ١(١−γ ]

N−rγ(١ − γ)
≥ N rγn−rγ = (

N

n
)rγ ≥ ١. (٢۵ .٣)

مي شود. كامل قضيه اثبات بنابراين

داشت: خواهيم را زير قضيه ي ۶ .٣ و ۵ .٣ ،۴ .٣ لم هاي از استفاده با اكنون

داريم: را زير نامساوي ،n = ١, ٢, · · · , N براي خطا) (تخمين .٣. ٧ قضيه

∥en∥∞ ≤ CT,γ(h
٢ +N−min{٢−γ,rγ}), n = ١, ٢, · · · , N,

. است γ و T از مستقل حقيقي ثابت C آن در كه

آورد: به دست همگرايي براي را زير نتيجه ي مي توان ،٣. ٧ قضيه ي بنابر

دقيق جواب به مي كند، ميل N → ∞ و h → ٠ كه كه وقتي (٣. ٣) تفاضل طرح عددي جواب ( تفاضلي تقريب (همگرايي .٣. ٨ نتيجه
است. همگرا

مي آوريم. به دست را زير نتيجه ي ،٣. ٧ قضيه ي بنابر

است: برقرار زير نامساوي n = ١, ٢, · · · , N براي آن گاه ،r ≥ ٢−γ
γ

اگر خطا) (تخمين .٣. ٩ نتيجه

∥en∥∞ ≤ CT,γ(h
٢ +N−(٢−γ)), n = ١, ٢, · · · , N, (٢۶ .٣)

است. γ و T از مستقل حقيقي ثابت C آن در كه
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عددي نتايج ۴

برنامه ها شد. خواهد ارائه زماني-مكاني كسري انتشار زير- معادله ي روي را جديد تفاضلي روش پياده سازي از حاصل عددي نتايج بخش اين در
١۶GB با Cori٧ − ٣٫٠٠@٩٧٠٠GH − ٣٫٠٠GH مشخصات با كامپيوتر روي و شده نوشته Maple نرم افزار از استفاده با

مي دهيم. ارائه پيش نهادي روش دقت و همگرايي دادن نشان براي عددي، مثال يك است. شده اجرا RAM حافظه

اوليه شرايط با ،[٠, ١]× [٠, ١] شكل مستطيلي ناحيه ي در را (١. ١) مكاني-زماني كسري زير-انتشار معادله ي .١ .۴ مثال

u(x, ٠) = x٢ − x, x ∈ [٠, ١],

مرزي شرايط و

u(٠, t) = u(١, t) = ٠, t ∈ [٠, ١],

در است. u(x, t) = (١ + t+ tγ)(x٢ − x) به صورت مسئله دقيق جواب كه مي شود انتخاب طوري f(x, t) تابع بگيريد. نظر در
مي کنيم: محاسبه زير به صورت را گرهي نقاط در خطا ماكسيمم پيش نهادي، روش کارايي دادن نشان به منظور مثال اين

emax(M,N) = max
٠≤m≤M,٠≤n≤N

|u(xm, tn)− un
m|.

با r ≥ ١ مختلف مقادير و γ و α محتلف مقادير براي emax(M,N) خطاي مقادير ١ -۵ جدول هاي در

M = N = ٢i, i = ۴, ۵, ۶, ٧,

است. عددي بالاي دقت داراي مقاله اين در ارائه شده تفاضلي طرح است مشخص نتايج از كه همان طوري است. شده گزارش
داريم: شد بيان همگرايي قضيه در كه همان طوري

∥en∥∞ − o
(
h٢ +N−min{٢−γ,rγ})

داريم: ،r ≥ ٢−γ
γ

صورتي كه در و

∥en∥∞ − o
(
h٢ +N ٢−γ

)
داريم: r < ٢−γ

γ
براي هم چنين

∥en∥∞ − o
(
h٢ +N−rγ

)
ببينيم مي خواهيم حال باشد. r < ٢−γ

γ
براي همگرايي سرعت از بيش تر زماني همگرايي مرتبه ي r ≥ ٢−γ

γ
براي داريم انتظار يعني

همگرايي سرعت از بيش تر r ≥ ٢−γ
γ

براي زماني همگرايي سرعت ۵ -١ جدول هاي در مي کنند. تاييد را موضوع اين هم عددي نتايج که
است. شده حاصل بهتري تقريب هاي و است (٢ − γ) به نزديك زماني همگرايي سرعت r ≥ ٢−γ

γ
براي است. r = ١

با r ≥ ١ مختلف مقادير و γ و α مختلف مقادير براي log١٠(emax(M,N)) خطاي مقادير ۴ -١ شکل هاي در

M = N = ٢i, i = ۴, ۵, ۶, ٧,

و (α, γ) = (١٫٩, ٠٫٩), (١٫٧, ٠٫٩), (١٫٧, ٠٫٨), (١٫٧, ٠٫٨), (١٫٩۵, ٠٫٩۵) مقادير براي شكل ها اين در است. شده گزارش
داراي مقاله، اين در شده ارائه تفاضلي طرح مي دهد نشان كه است. شده داده نشان خطا مقادير r = ٢−γ

γ
, ٢(٢−γ)

γ
, ٣(٢−γ)

γ
, ١٠(٢−γ)

γ

است. شده آورده ۵ شكل هاي در γ = ٠٫٨, ٠٫٩ مقادير براي تقريبي جواب نمودار است. عددي بالاي دقت



٢٢٣ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

N = M = ٢۴ N = M = ٢۵ N = M = ٢۶ N = M = ٢٧

r = ١ ٢٫٧٣٩۵e− ٣ ١٫٢٩٠٠e− ٣ ٧٫٧٩٩٨e− ۴ ۵٫۵٩١٢e− ۴
Rate − ١٫٠٨۶۵ ٠٫٧٢۵٩ ٠٫۴٨٠٣

r = ٢−γ
γ

٢٫٧٢۶٧e− ٣ ١٫٢٨٧٢e− ٣ ۶٫٢٣٧٧e− ۴ ٣٫٠۶٧۶e− ۴
Rate − ١٫٠٨٢٩ ١٫٠۴۵١ ١٫٠٢۴٠

r = ٢(٢−γ)
γ

٢٫۶٨۶٢e− ٣ ١٫٢٧٨١e− ٣ ۶٫٢١۶٨e− ۴ ٣٫٠۶٢٩e− ۴
Rate − ١٫٠٧٨١۶ ١٫٠۴۴٣ ١٫٠٢٣٣

r = ٣(٢−γ)
γ

٢٫۶۴۴٠e− ٣ ١٫٢۶٨٠e− ٣ ۶٫١٩٣۶e− ۴ ٣٫٠۵٧۶e− ۴
Rate − ١٫٠٧۵٣ ١٫٠٣١٨ ١٫٠٢٣٨

r = ١٠(٢−γ)
γ

٢٫۴۵٣١e− ٣ ١٫١٢٠٩e− ٣ ۶٫٠٣٢۶e− ۴ ٣٫٠١۴١e− ۴
Rate − ١٫١٢٩٩ ٠٫٨٩٣٨ ١٫٠٠١٠

time(s) ٣١ ٨۶ ١١٢ ٢٢١

.γ = ٠٫٨ و α = ١٫٩ براي همگرايي سرعت و تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي مقادير جدول١:

N = M = ٢۴ N = M = ٢۵ N = M = ٢۶ N = M = ٢٧

r = ١ ٢٫٧٣٣٢e− ٣ ١٫۴۵٢١e− ٣ ١٫٣٠٣٧e− ٣ ١٫٠١٧۵e− ٣
Rate − ٠٫٩١٢۵ ٠٫١۵۵۵ ٠٫٣۵٧۶

r = ٢−γ
γ

٢٫٧١۴۴e− ٣ ١٫٢٨۵١e− ٣ ۶٫٢٣٣٨e− ۴ ٣٫٠۶٧٠e− ۴
Rate − ١٫٠٧٨٨ ١٫٠۴٣٧ ١٫٠٢٣٣

r = ٢(٢−γ)
γ

٢٫۶۶۴۶e− ٣ ١٫٢٧۴١e− ٣ ۶٫٢١٠١e− ۴ ٣٫٠۶٢٠e− ۴
Rate − ١٫٠۶۴۴ ١٫٠٣۶٨ ١٫٠٢٠١

r = ٣(٢−γ)
γ

٢٫۶١۶٧e− ٣ ١٫٢۶١۴e− ٣ ۶٫١٨٢۶e− ۴ ٣٫٠۵۶٠e− ۴
Rate − ١٫٠۵٢٧ ١٫٠٢٨٧ ١٫٠١۶۶

r = ١٠(٢−γ)
γ

٢٫٣٩۴٩e− ٣ ١٫١٨۶١e− ٣۴ ۵٫٩٨٩۶e− ۴ ٣٫٠٠٣۶e− ۴
Rate − ١٫٠١٣٧ ٠٫٩٨۵٧ ٠٫٩٩۵٨

.γ = ٠٫٧ و α = ١٫٩ براي همگرايي سرعت و تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي مقادير جدول٢:

N = M = ٢۴ N = M = ٢۵ N = M = ٢۶ N = M = ٢٧

r = ١ ۶٫١۶۴۴e− ٣ ٢٫٨٩٧۶e− ٣ ١٫۵٢٢٧e− ٣ ١٫١۴١٢e− ٣
Rate − ١٫٠٨٩١ ٠٫٩٢٨٢ ٠٫۴١۶١

r = ٢−γ
γ

۶٫١۵۵٨e− ٣ ٢٫٨٩۵٧e− ٣ ١٫۴٠١٠e− ٣ ۶٫٨٨۶٣e− ۴
Rate − ١٫٠٨٨٠ ١٫٠۴٧۵ ١٫٠٢۴٧

r = ٢(٢−γ)
γ

۶٫١٢۴٩e− ٣ ٢٫٨٨٨٨e− ٣ ١٫٣٩٩۵e− ٣ ۶٫٨٨٢٧e− ۴
Rate − ١٫٠٨۴٢ ١٫٠۴۵۶ ١٫٠٢٣٩

r = ٣(٢−γ)
γ

۶٫٠٩٠٠e− ٣ ٢٫٨٨٠٧e− ٣ ١٫٣٩٧۶e− ٣ ۶٫٨٧٨۵e− ۴
Rate − ١٫٠٨٠٠ ١٫٠۴٣۵ ١٫٠٢٢٨

r = ١٠(٢−γ)
γ

۵٫٨٢٣٣e− ٣ ٢٫٨١٣٧e− ٣ ١٫٣٨١۶e− ٣ ۶٫٨۴١٢e− ۴
Rate − ١٫٠۴٩۴ ١٫٠٢۶١ ١٫٠١۴٠

.γ = ٠٫٧ و α = ١٫٧ براي همگرايي سرعت و تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي مقادير :٣ جدول
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N = M = ٢۴ N = M = ٢۵ N = M = ٢۶ N = M = ٢٧

r = ١ ١٫۵٠٢٧e− ٣ ٧٫١٣٨۴e− ۴ ۵٫۴۶٩٣e− ۴ ٣٫٧١٣۴e− ۴
Rate − ١٫٠٧٣٩ ٠٫٣٨۴٢ ٠٫۵۵٨۶

r = ٢−γ
γ

١٫۴٩٣٢e− ٣ ٧٫١١۴٠e− ۴ ٣٫۴۶۵۴e− ۴ ١٫٧٠٩٨e− ۴
Rate − ١٫٠۶٩٧ ١٫٠٣٧۶ ١٫٠١٩٢

r = ٢(٢−γ)
γ

١٫۴۵۶٩e− ٣ ٧٫٠١۶٨e− ۴ ٣٫۴٣٩٣e− ۴ ١٫٧٠٣١e− ۴
Rate − ١٫٠۵۴٠ ١٫٠٢٨٧ ١٫٠١۴٠

r = ٣(٢−γ)
γ

١٫۴٢۶۴e− ٣ ۶٫٩٢۴۴e− ۴ ٣٫۴١۵١e− ۴ ١٫۶٩۶۶e− ۴
Rate − ١٫٠۴٢۶ ١٫٠١٩٨ ١٫٠٠٩٣

r = ١٠(٢−γ)
γ

١٫٢٧۴۵e− ٣ ۶٫۴۶٨٢e− ۴ ٣٫٢۶٩۵e− ۴ ١٫۶۵۴۶e− ۴
Rate − ٠٫٩٧٨۵ ٠٫٩٨۴٣ ٠٫٩٨٢۶

.γ = ٠٫٨۵ و α = ١٫٩۵ براي همگرايي سرعت و تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي مقادير :۴ جدول

N = M = ٢۴ N = M = ٢۵ N = M = ٢۶ N = M = ٢٧

r = ١ ١٫۴٩۶٩e− ٣ ١٫٢۴۴٢e− ٣ ١٫٠٣٣٨e− ٣ ٧٫۶۴٨١e− ۴
Rate − ٠٫٢۶۶٨ ٠٫٢۶٧٣ ٠٫۴٣۴٨

r = ٢−γ
γ

١٫۴٨٠١e− ٣ ٧٫٠٨۴١e− ۴ ٣٫۴۶٠٠e− ۴ ١٫٧٠٨٧e− ۴
Rate − ١٫٠۶٣٠ ١٫٠٣٣٨ ١٫٠١٧٨٧

r = ٢(٢−γ)
γ

١٫۴٣۵٠e− ٣ ۶٫٩۶١٩e− ۴ ٣٫۴٢٨١e− ۴ ١٫٧٠١١e− ۴
Rate − ١٫٠۴٣۵ ١٫٠٢٢١ ١٫٠١٠٩

r = ٣(٢−γ)
γ

١٫٣٩٣٩e− ٣ ۶٫٨۵٣٢e− ۴ ٣٫٣٩٨٠e− ۴ ١٫۶٩٢٩e− ۴
Rate − ١٫٠٢۴٣ ١٫٠١٢١ ١٫٠٠۵٢

r = ١٠(٢−γ)
γ

١٫٢١٨٣e− ٣ ۶٫٢٣٢٩e− ۴ ٣٫٢١٧٨e− ۴ ١٫۶۴٢٠e− ۴
Rate − ٠٫٩۶۶٩ ٠٫٩۵٣٨ ٠٫٩٧٠۶

.γ = ٠٫٧۵ و α = ١٫٩۵ براي همگرايي سرعت و تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي مقادير :۵ جدول

اوليه شرايط با ،[٠, ١]× [٠, ١] شكل مستطيلي ناحيه ي در را (١. ١) مكاني-زماني كسري زير-انتشار معادله ي .٢ .۴ مثال

u(x, ٠) = ٠, x ∈ [٠, ١],

مرزي شرايط و

u(٠, t) = u(١, t) = ٠, t ∈ [٠, ١],

روش کارايي دادن نشان به منظور مثال اين در است. مجهول مسئله دقيق جواب و f(x, t) = t٢x(١ − x) تابع مي گيريم. نظر در
مي کنيم: محاسبه زير به صورت را گرهي نقاط در خطا ماكسيمم پيشنهادي،

Emax(M,N) = max
٠≤m≤M,٠≤n≤N

|un
m − u٢n

٢m|.

با r = ٢−γ
γ
, ٢(٢−γ)

γ
مقادير و γ = ٠٫٨ و α = ١٫٩ مقادير براي log١٠(Emax(M,N)) خطاي مقادير ۶ شکل هاي در

M = N = ٢i, i = ٣, ۴, ۵, ۶,

است. شده گزارش



٢٢۵ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

(f٢) (r = ٢(٢−γ)
γ ) (f١) (r = ٢−γ

γ )

(f۴) (r = ١٠(٢−γ)
γ ) (f٣) (r = ٣(٢−γ)

γ )

.γ = ٠٫٩ و α = ١٫٩ براي تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي لگاريتم مقادير :١ شکل

(f۶) (r = ٢(٢−γ)
γ ) (f۵) (r = ٢−γ

γ )

(f٨) (r = ١٠(٢−γ)
γ ) (f٧) (r = ٣(٢−γ)

γ )

.γ = ٠٫٩ و α = ١٫٧ براي تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي لگاريتم مقادير :٢ شکل
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(f١٠) (r = ٢(٢−γ)
γ ) (f٩) (r = ٢−γ

γ )

(f١٢) (r = ١٠(٢−γ)
γ ) (f١١) (r = ٣(٢−γ)

γ )

.γ = ٠٫٨ و α = ١٫٧ براي تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي لگاريتم مقادير :٣ شکل

(f١۴) (r = ٢(٢−γ)
γ ) (f١٣) (r = ٢−γ

γ )

(f١۶) (r = ١٠(٢−γ)
γ ) (f١۵) (r = ٣(٢−γ)

γ )

.γ = ٠٫٩۵ و α = ١٫٩۵ براي تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي لگاريتم مقادير :۴ شکل



٢٢٧ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

γ = ٠٫٨ γ = ٠٫٩

.γ = ٠٫٨, ٠٫٩ مقادير براي تفاضلي روش از آمده به دست تقريبي جواب :۵ شکل

(f١٨) (r = ٢(٢−γ)
γ ) (f١٧) (r = ٢−γ

γ )

.γ = ٠٫٨ و α = ١٫٩ براي تفاضلي روش از استفاده با آمده به دست ماكسيمم خطاي لگاريتم مقادير :۶ شکل

نتيجه گيري ۵
در كه ارائه شده است -زماني مكاني كسري انتشار زير معادلات حل براي زماني مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك مقاله، اين در
طرح همگرايي سرعت كه كرده ايم ثابت مي باشند. (١, ٢) و (٠, ١) بازه هاي به متلعق به ترتيب مكان و زمان كسري مشتقات مرتبه هاي آن
از حاصل نتايج كه است ارائه شده خطا برآورد و پايداري آناليز است. ٢ و min{٢ − γ, rγ} به ترتيب مكان و زمان در ارائه شده تفاضلي

مي كند. تاييد را آن ها عددي مثال هاي
مي كنيم: اشاره زير به صورت را آينده تحقيقاتي جهت گيري هاي برخي پايان در

داد. ارائه غير خطي زماني كسري انتشار معادلات حل براي غير يكنواخت شبكه روي بر مي توان را تفاضلي طرح اين الف)
كرد. استفاده شده توزيع مرتبه ي از زماني كسري انتشار معادلات حل براي مي توان غير يكنواخت شبكه از ب)

منابع فهرست
[1] D. A. Benson, R. Schumer, M. M. Meerschaert and S. W. Wheatcraft, Fractional Dispersion Levy

Motion and the MADE Tracer Tests, Transport in Porous Media, 42(2001), 211–240.

[2] A. Benson, W. David, Stephen Wheatcraft and Mark M. Meerschaert, The fractional-order governing
equation of Levy motion, Water resources research, 36(2000), 1413-1423.

[3] V. Gafiychuk, B. Datsko and V. Meleshko, Mathematical modeling of time fractional reaction-
diffusion systems, Journal of Computational and Applied Mathematics, 220(2008), 215-225.

[4] R. Hilfer, Applications of fractional calculus in physics, Singapore: World Scientific. 2000.



٢١٢- ٢٣١ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / اميني ابراهيم فردي- مجتبي ٢٢٨

[5] R. L. Magin, Fractional calculus in bioengineering, New York: Begell., 2021.

[6] K. S.Miller and B. Ross, An introduction to the fractional calculus and fractional differential equations,
New York, NY: Wiley., 1993.

[7] O. Bavi, M. Hosseininia, M. Heydari and N. Bavi, SARS-CoV-2 rate of spread in and across tissue,
groundwater and soil: Ameshless algorithm for the fractional diffusion equation, EngineeringAnalysis
with Boundary Elements, 138 (2022), 108–117.

[8] S. Traytak, The use of fractional-order derivatives for determination of the time-dependent rate con-
stant, Chemical Physics Letters, 173(1990), 63-66.

[9] C. Friedrich, H. Schiesse and A. Blumen, Constitutive behavior modeling and fractional derivatives,
Rheology Series, 8(1999), 429-466.

[10] K. A. Diethelm, A fractional calculus based model for the simulation of an outbreak of Dengue fever,
Nonlinear Dyn. 71(2013), 613-619.

[11] L. Vinnett, M. Alvarez-Silva, A. Jaques, F. Hinojosa, and J. Yianatos, Batch flotation kinetics: Frac-
tional calculus approach, Minerals Engineering, 77(2015), 167-171.

[12] S. Abo-Dahab, A. Kilany, E. A. Abdel-Salam and A. Hatem, Fractional derivative order analysis and
temperature-dependent properties on p- and SV-waves reflection under initial stress and three-phase-
lag model, Results in Physics, 18(2020), 103-270.

[13] E. El-Zahar, A. Alotaibi, A. Ebaid, A. Aljohani and J. G. Aguilar, The Riemann–Liouville fractional
derivative for Ambartsumian equation, Results in Physics, 19(2020), 103-551.

[14] S. Butera and M. D. Paola, A physically based connection between fractional calculus and fractal
geometry, Annals of Physics, 350(2014), 146-158.

[15] N. Faraz, M. Sadaf, G. Akram, I. Zainab and Y. Khan, Effects of fractional order time derivative
on the solitary wave dynamics of the generalized ZK–Burgers equation, Results in Physics, 25(2021),
104-217.

[16] X. Li and P. J. Wong, High order approximation to new generalized Caputo fractional derivatives and
its applications, Journal of Computational Physics, 281(2018), 787-805.

[17] W. Tian, H. Zhou and W. Deng, A class of second order difference approximations for solving space
fractional diffusion equations, Mathematics of Computation, 84(2015), 1703-1727.

[18] Z. Hao and W. Cao, An Improved Algorithm Based on Finite Difference Schemes for Fractional
Boundary Value Problems with Nonsmooth Solution, Journal of Scientific Computing, 73(2017), 395-
415.

[19] H. Wang and T. S. Basu, A Fast Finite Difference Method for Two-Dimensional Space-Fractional
Diffusion Equations, SIAM Journal on Scientific Computing, 34 (5) (2012) , A2444-A2458.

[20] Z. Hao, M. Park, G. Lin and Z. Cai, Finite Element Method for Two-Sided Fractional Differential
Equations with Variable Coefficients: Galerkin Approach, Journal of Scientific Computing, 79(2018),
700-717.

[21] W. Zeng, A Space-Time Petrov-Galerkin Spectral Method for Time Fractional Fokker-Planck Equa-
tion with Nonsmooth Solution, East Asian Journal on Applied Mathematics, 10(2020), 89-105.



٢٢٩ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

[22] M. Habibli and M. Noori Skandari, Fractional Chebyshev pseudospectral method for fractional op-
timal control problems, Optimal Control Applications and Methods, 40(3) (2019), 558–572.

[23] Y. Huang, F. Mohammadi Zadeh, M. Hadi Noori Skandari, H. Ahsani Tehrani and E .Tohidi, Space–
time Chebyshev spectral collocation method for nonlinear time‐fractional Burgers equations based on
efficient basis functions, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 44(5) (2020), 4117–4136.

[24] N. Peykrayegan, M. Ghovatmand and M. H. Noori Skandari, On the convergence of Jacobi‐Gauss
collocation method for linear fractional delay differential equations, Mathematical Methods in the
Applied Sciences, 44(2) (2020), 2237–2253.

[25] N. Peykrayegan, M. Ghovatmand and M. H. N. Skandari, An efficient method for linear fractional
delay integro-differential equations. Computational and Applied Mathematics, 40(7)(2021).

[26] P. Xiaobing, X. Yang, M. H. Noori Skandari, E. Tohidi and S. Shateyi, A new high accurate ap-
proximate approach to solve optimal control problems of fractional order via efficient basis functions.
Alexandria Engineering Journal, 61(8)(2022), 5805–5818.

[27] Y. Yang and H. M. Noori Skandari, Pseudospectral method for fractional infinite horizon optimal
control problems. Optimal Control Applications and Methods, 41(6)(2020), 2201–2212.

[28] Y. Zhang, X. Liu, M. R. Belić, W. Zhong, Y. Zhang and M. Xiao, Propagation Dynamics of a Light
Beam in a Fractional Schrödinger Equation, Physical Review Letters, 115(18)(2015), 180403.

[29] D. del Castillo-Negrete and L. Chac on, Parallel heat transport in integrable and chaotic magnetic
fields, Phys. Plasmas, 19(5) (2012), 056112.

[30] Y. Zhang, M. M. Meerschaert and R. M. Neupauer, Backward fractional advection dispersion model
for contaminant source prediction, Water Resour. Res., 52(2016), 2462–2473.

[31] L. P lociniczak, Analytical studies of a time-fractional porous medium equation. Derivation, approx-
imation and applications, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul., 24(2015), 169–183.

[32] R. Metzler, J. H. Jeon, A. G. Cherstvy and E. Barkai, Anomalous diffusion models and their prop-
erties: non-stationarity, non-ergodicity, and ageing at the centenary of single particle tracking, Phys.
Chem. Chem. Phys., 16(2014), 24128–24164.

[33] M. Yamamoto, Asymptotic expansion of solutions to the dissipative equation with fractional Lapla-
cian, SIAM J. Math. Anal., 44(2012), 3786–3805.

[34] P. Constantin and J. Wu, Behavior of solutions of 2D Quasi-geostrophic equations, SIAM J. Math.
Anal., 30(1999), 937–948.

[35] A. de Pablo, F. Quirós, A. Rodrıguez, & J. L. Vazquez, A fractional porous medium equation, Adv.
Math., 226(2011), 1378–1409.

[36] S. Duo, L. Ju and Y. Zhang, A fast algorithm for solving the space–time fractional diffusion equation.
Computers & Mathematics with Applications, 75(6)(2018), 1929–1941.

[37] H. Ye, F. Liu, V. Anh and I. Turner, Maximum principle and numerical method for the multi-term
time–space Riesz–Caputo fractional differential equations, Applied Mathematics and Computation,
227 (2014), 531-540.



٢١٢- ٢٣١ صفحه ،٢ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / اميني ابراهيم فردي- مجتبي ٢٣٠

[38] M. Stynes, E. Oriordan and J. L. Gracia, Error Analysis of a Finite Difference Method on Graded
Meshes for a Time-Fractional Diffusion Equation, SIAM Journal on Numerical Analysis, 55(2017),
1057-1079.

[39] C. Li and F. Zeng, Numerical methods for fractional calculus, Boca Raton, FL: CRC Press, Taylor &
Francis Group, 2015.

[40] M. Chen, W. Deng and Y. Wu, Superlinearly convergent algorithms for the two-dimensional space-
time Caputo-Riesz fractional diffusion equation, Applied Numerical Mathematics, 70(2013), 22-41.



٢٣١ ... مدرج شبكه يك روي جديد تفاضلي طرح يك عددي بررسي

Numerical investigation of a new difference scheme on a graded
mesh for solving the time-space fractional sub-diffusion equations

with nonsmooth solutions

M. Fardi1, † , E. Amini2

(1) Department of Applied Mathematics, Faculty of Mathematical Science, Shahrekord University,
Shahrekord, P. O. Box 115, Iran.

(2) Department of Mathematics, Payme Noor University, P. O. Box 19395-4697 Tehran, IRAN.

Communicated by: Ali Reza Fakharzadeh Jahromi

Received: 2021/11/5 Accepted: 2022/6/17

Abstract: In this paper, we provide a new difference scheme on a graded mesh for solving the time-space
fractional diffusion problem. In this equation the time derivative is the Caputo of order γ ∈ (0, 1) and
the space derivative is the Riesz of order α ∈ (1, 2]. The stability and convergence of the difference
scheme are discussed which provides the theoretical basis of the proposed schemes. We prove that the
new difference scheme is unconditionally stable. Also, we find that the difference scheme is convergent
with ordermin{2 − γ, rγ}, where r ≥ 1, in time for all γ ∈ (0, 1) and α ∈ (1, 2]. A test example is
given to verify the efficiency and accuracy of the difference scheme.
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