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شبه مرتب و مرتب Γ-نيم ابََرگروه هاي پيرامون
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-Γ اين از يکي کلاسيکاند. جبري ساختارهاي و جبري ابََرساختارهاي تعميم جبري، ابََرساختارهاي -Γ چکيده:
-Γ مفهوم مقاله اين در است. نيمگروه ها و نيمگروه ها -Γ از تعميمي که است نيمابََرگروه -Γ جبري، ابََرساختارهاي
استفاده با و شده بررسي و بيان مرتب و شبه مرتب نيمابََرگروههاي از تعميمي بهعنوان مرتب و شبه مرتب نيمابََرگروه هاي
اساسي رابطهي و کامل بخش همچنين ميشوند. مشخصهسازي شبه مرتب نيمابََرگروههاي -Γ شبه مرتب، رابطهي از
و شبه مرتب نيمابََرگروههاي -Γ از استفاده با نهايت در ميشوند. بررسي و معرفي شبه مرتب نيمابََرگروههاي -Γ روي

ميشود. معرفي مرتب و شبه مرتب نيمابََرگروه ساختار مرتب،

ناهموار. نرم مجموعهي قوي، منظم و منظم رابطهي انتقالي، بستار کامل، بخش اساسي، رابطهي کليدي: واژه هاي

68W25; 20N20 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
در مطالبي انتشار به وي .[١] شد معرفي مارتي توسط اسکانديناوي رياضيدانان کنگرهي در ١٩٣۴ سال در † جبري ابََرساختارهاي مفهوم
از آن تعريف براي که گروه هايند از مناسبي تعميم ابََرگروه ها واقع در پرداخت. آبلي غير گروههاي و جبري توابع با رابطه در ‡ ابََرگروهها مورد
کانوني، ابََرگروه هاي برگشت پذير، منظم ابََرگروه هاي منظم، ابََرگروههاي مارتي، نوع از ابََرگروه به ميتوان و ميشود استفاده § ابََرعمل مفهوم
در دارد. وجود ابََرگروه گوناگون انواع ابََرعمل، ويژگي هاي به توجه با که است به ذکر لازم .[٣ ،٢] کرد اشاره پلي گروه ها و دوري ابََرگروه هاي
هندسه دوتايي، روابط ابََرگراف ها، زمينه در کاربردهايي به آن در که کرد اشاره [٣] کتاب به مي توان جبري ابََرساختارهاي کاربردهاي زمينه
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جبري ابََرساختارهاي -Γ و جبري ابََرساختارهاي -Γ مفهوم ادامه در است. شده اشاره ناهموار مجموعه هاي و کدگذاري احتمال، نظريه و
تايي -n گروه هاي گروه ها، -n نيم ابََرگروه ها، -n معرفي با کلاسيک جبري ساختارهاي و جبري ابََرساختارهاي از تعميمي بهعنوان n-تايي
که داريم گوناگون ضابطه هاي با ابََرعمل ها از مجموعه اي ابََرگروه ها و نيم ابََرگروه ها برخلاف جبري ابََرساختارهاي اين در .[٨ ،۴] شد معرفي
مطالعه و معرفي که جبريند ابََرساختارهاي -Γ ديگر از ابََرمدول ها -Γ و ابََرحلقه ها -Γ نيم ابََرحلقه ها، -Γ مفاهيم همچنين ارتباط اند. در هم با

.[٨] شده اند
رابطه ي از استفاده با پرداخت. خواهيم مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ و شبه مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ بررسي و معرفي به مقاله اين در
مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ و شبه مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ از شده مشتق مرتب نيم ابََرگروه و شبه مرتب نيم ابََرگروه ساختار مشخصي، هم ارزي
ابََرساختار -Γ اين بين ارتباط ايجاد براي شد. خواهد جبري ابََرساختار -Γ اين از بهتري درک ايجاد به منجر آن مطالعه ي که مي شود معرفي
که مي شود ثابت و مي شود معرفي قوي منظم رابطه ي بهعنوان نيم ابََرگروه ها روي اساسي رابطه ي يک گروه ها، کلاسيک جبري ساختار و جبري
همچنين است. اساسي رابطه ي آن با برابر تعريف شده اساسي رابطه ي انتقالي بستار که مي شود ثابت ديگر به عبارت است. هم ارزي رابطه اين
داراي شبه مرتب نيم ابََرگروه  -Γ که مي شود ثابت و شده معرفي مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ و شبه مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ در نيز کامل بخش
رابطهي يک از استفاده با ناهموار نرم مجموعههاي و شبه مرتب نيمابََرگروههاي -Γ از تعميمي پايان در نيست. نابديهي محض کامل بخش

ميدهيم. ارائه جديد جبري ابََرساختار -Γ اين از مثالهايي و کرده معرفي همارزي

شبه مرتب نيم ابََرگروه هاي -Γ ٢

را شبه مرتب نيم ابََرگروه  -Γ يک بودن مرتب براي کافي و لازم شرط و مي کنيم معرفي را شبه مرتب نيم ابََرگروه  -Γ مفهوم بخش اين در
مي آوريم. بهدست

ابََرعمل ، α ∈ Γ هر براي هرگاه گوييم نيم ابََرگروه -Γ را H صورت اين در ناتهياند. مجموعهي دو Γ و H کنيم فرض .٢. ١ تعريف
زير تساوي x, y, z ∈ H و α, β ∈ Γ هر براي ديگر به عبارت باشد. شرکت پذيري خاصيت داراي ⊗

α
: H ∗H −→ P∗(H)

باشد: برقرار
(x⊗

α
y)⊗

β
z = x⊗

α
(y ⊗

β
z).

، x ∈ H هر براي که باشد داشته وجود eα ∈ H عضو ، α ∈ Γ هر براي هرگاه است، هماني اسکالر داراي H نيم ابََرگروه -Γ

x = eα ⊗
α
x = x⊗

α
eα.

داشت: خواهيم x, y ∈ H هر براي صورت اين در باشد. هماني اسکالر e ∈ H ، α ∈ Γ هر براي کنيم فرض

x⊗
α
y = x⊗

α
(e⊗

β
y) = (x⊗

α
e)⊗

β
y = x⊗

β
y.

داشت. خواهيم نيم ابََرگروه يک واقع در و مي کنند عمل يکسان H روي β و α ابََرعمل هاي ديگر به عبارت

هرگاه گوييم، شبه مرتب -α را H صورت اين در .α ∈ Γ و باشد نيم ابََرگروه -Γ ،H کنيم فرض .٢. ٢ تعريف
،x ∈ x⊗

α
x⊗

α
x ⊆ x⊗

α
x ،x ∈ H هر براي (١

.x⊗
α
y = (x⊗

α
x) ∪ (y ⊗

α
y) ،x, y ∈ H هر براي (٢

x ⊗
α
x = y ⊗

α
y اينکه از ، x, y, z ∈ H هر براي و باشد شبه مرتب -α هرگاه گوييم، مرتب -α را H نيم ابََرگروه -Γ همچنين

هر براي اگر و گوييم شبه مرتب را H آنگاه باشد، شبه مرتب -α ، H نيم ابََرگروه -Γ ، α ∈ Γ هر براي اگر . x = y بگيريم نتيجه
گوييم. مرتب -α را آن آنگاه باشد، مرتب -α ، α ∈ Γ

را ابََرعمل ، α ∈ Γ هر براي و x, y ∈ H هر براي باشد. آن از ناتهي زيرمجموعه ي Γ و ناتهي مجموعه ي X کنيم فرض .٢. ٣ مثال
مي گيريم: نظر در زير به   صورت

x⊗
γ
z = {x, γ, z}.

است. مرتب نيم ابََرگروه -Γ ،X صورت اين در
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اين در مي گيريم. نظر در شبه مرتب نيم ابََرگروه -Γ را H و باشد هم از جدا مجموعه هاي از خانواده اي {Ax}x∈H کنيم فرض .۴ .٢ مثال
است: شبه مرتب نيم ابََرگروه -Γ يک زير ابََرعمل با نيز G =

⋃
x∈H Ax صورت

a⊕
α
b =

⋃
t∈x١⊗

α
x٢

At,

.b ∈ Ax٢ و a ∈ Ax١ آن در که

کنيم فرض .۵ .٢ مثال

S =
∞⋃
n=١

An, An = [n, n+ ١),

نظر در S روي را x ⊕
αn

y = An١nn٢ ابََرعمل αn ∈ Γ و x, y ∈ S هر براي صورت اين در . Γ = {αn : n ∈ N} و
نيست. شبه مرتب که است نيم ابََرگروه -Γ ابََرعمل اين با S لذا . y ∈ An٢ و x ∈ An١ که مي گيريم

ابََرگروه -Γ زير به صورت تعريف شده ابََرعمل هاي با H صورت اين در باشد. Γ = {α, β} و H = {a, b} کنيم فرض .۶ .٢ مثال
است: مرتب

α a b
a a H
b H H

β a b
a H H
b H b

که به طوري  است Γ = {α, β, γ} و H = {a, b, c} کنيم فرض .٢. ٧ مثال

α a b c
a a H H
b H H H
c H H H

β a b c
a H H H
b H b H
c H H H

γ a b c
a H H H
b H H H
c H H c

است. شبه مرتب نيم ابََرگروه -Γ ، H صورت اين در

موجود ρα شبه مرتب رابطه ي اگر تنها و اگر است مرتب (شبه) -α ، H صورت اين در باشد. نيم ابََرگروه -Γ ،H کنيم فرض .٢. ٨ قضيه
باشيم: داشته ،x, y ∈ H هر براي که باشد

x⊗
α
y = [x]ρα ∪ [y]ρα .

به صورت را ρα دوتايي رابطه ي x, y ∈ H هر براي باشد. مرتب شبه -α نيم ابََرگروه -Γ ،H کنيم فرض اثبات.

xραy :⇐⇒ y ∈ x⊗
α
x.

و xραy کنيم فرض است. بازتابي ρα رابطه ي که مي گيريم نتيجه ،x ∈ x⊗
α
x⊗

α
x ⊆ x⊗

α
x اينکه به توجه با مي کنيم. تعريف

نتيجه در . z ∈ y ⊗
α
y و y ∈ x⊗

α
x بنابراين . yραz

z ∈ (x⊗
α
x)⊗

α
(x⊗

α
x) = (x⊗

α
x⊗

α
x)⊗

α
x ⊆ x⊗

α
x⊗

α
x ⊆ x⊗

α
x.

که مي گيريم نتيجه ρα دوتايي رابطه ي تعريف طبق همچنين است. شبه مرتب -α و است انتقالي ρα رابطه ي لذا

x⊗
α
y = (x⊗

α
x) ∪ (y ⊗

α
y) = [x]ρα ∪ [y]ρα .

طرفي از . x ∈ y ⊗
α
y و y ∈ x⊗

α
x تعريف طبق . yραx و xραy باشد، مرتب -α نيم ابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض

x⊗
α
x ⊆ (y ⊗

α
y)⊗

α
(y ⊗

α
y) ⊆ y ⊗

α
y,
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y ⊗
α
y ⊆ (x⊗

α
x)⊗

α
(x⊗

α
x) ⊆ x⊗

α
x.

است. ترتيب رابطه ي ρα رابطه ي بنابراين . x = y که مي گيريم نتيجه ،x ⊗
α
x = y ⊗

α
y و مرتب -α نيم ابََرگروه -Γ ،H چون

⊗
α

: H ∗ H −→ P∗(H) ابََرعمل که باشد موجود ρα (ترتيب) شبه مرتب رابطه ي اگر که کرد ثابت مي توان به راحتي به عکس،
به صورت

x⊗
α
y = [x]ρα ∪ [y]ρα

است. مرتب (شبه) ابََرعمل اين با H آنگاه کنيم، تعريف

مرتب (شبه) نيم ابََرگروه -Γ از بهتري درک موجب مرتب (شبه) نيم ابََرگروه هاي و مرتب (شبه) نيم ابََرگروه هاي -Γ بين ارتباط ايجاد
مي کنيم: مطرح را زير گزاره ي ابتدا ارتباط اين برقراري به منظور لذا شد. خواهد

و باشد نيم ابََرگروه -Γ ،H کنيم فرض .٢. ٩ گزاره

Ĥ = {(x, α) : x ∈ H,α ∈ Γ}.

مي کنيم: تعريف زير به صورت را Ĥ روي Θ رابطه

(x, α)Θ(y, β) ⇐⇒ ∀z ∈ H, x⊗
α
z = y ⊗

β
z.

است: نيم ابََرگروه زير ابََرعمل با Ĥ = {[(x, α)]Θ : x ∈ H,α ∈ Γ} هم ارزي کلاس هاي همه مجموعه ي صورت اين در

[(x, α)]Θ ◦ [(y, β)]Θ = {[(z, γ)]Θ : z ∈ x⊗
α
y}.

کرد. بررسي را ابََرعمل اين شرکت پذيري و خوش تعريفي مي توان به  راحتي اثبات.

به عبارت بود. خواهد يک دار نيز (Ĥ, ◦) ابََرگروه صورت اين در باشد. هماني اسکالر با نيم ابََرگروه -Γ ،H کنيم فرض .٢. ١٠ ملاحظه
بود. خواهد (Ĥ, ◦) هماني اسکالر [(eα, α)]Θ ديگر

را Ĥ يعني آن متناظر نيم ابََرگروه بودن شبه مرتب نمي توان لزوماً H نيم ابََرگروه -Γ بودن شبه مرتب از که مي دهيم نشان بعد مثال در
گرفت. نتيجه

صورت اين در باشد. شبه مرتب نيم ابََرگروه -Γ ، H آن در که مي گيريم نظر در را ۶ .٢ مثال .٢. ١١ مثال

Ĥ = {[(a, α)]ρ, [(a, β)]ρ, [(b, α)]ρ, [(b, β)]ρ},

که به طوري

◦ [(a, α)]ρ [(a, β)]ρ [(b, α)]ρ [(b, β)]ρ
[(a, α)]ρ [(a, α)]ρ [(a, β)]ρ {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ} {[(b, β)]ρ, [(a, β)]ρ}
[(a, β)]ρ {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ} {[(b, β)]ρ, [(a, β)]ρ} {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ} {[(b, β)]ρ, [(a, β)]ρ}
[(b, α)]ρ {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ} {[(b, β)]ρ, [(a, β)]ρ} {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ} {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ}
[(b, β)]ρ {[(b, α)]ρ, [(a, α)]ρ} {[(b, β)]ρ, [(a, β)]ρ} [(b, α)]ρ [(b, β)]ρ.

که مي گيريم نتيجه ، ◦ ابََرعمل تعريف طبق نيست. شبه مرتب (Ĥ, ◦) که مي دهيم نشان

[(a, α)]ρ ◦ [(a, β)]ρ = {[(a, β)]ρ},

طرفي از و

[(a, α)]ρ ◦ [(a, α)]ρ ∪ [(a, β)]ρ ◦ [(a, β)]ρ = {[(a, α)]ρ, [(a, β)]ρ, [(b, β)]ρ}.

بنابراين
[(a, α)]ρ ◦ [(a, β)]ρ ̸= [(a, α)]ρ ◦ [(a, α)]ρ ∪ [(a, β)]ρ ◦ [(a, β)]ρ.

نيست. شبه مرتب لزوماً Ĥ ولي است شبه مرتب H پس



٣٢٧ شبه مرتب و مرتب Γ-نيم ابََرگروه هاي پيرامون

-Γ که گرفت نتيجه نمي توان (Ĥ, ◦) نيم ابََرگروه بودن شبه مرتب از که ميدهيم نشان مثال يک از استفاده با ادامه در بهعلاوه،
است. شبه مرتب H نيم ابََرگروه

ابََرعمل α ∈ Γ و x, y ∈ S هر براي باشد. S از ناتهي زيرمجموعه اي Γ و کاملاًمرتب مجموعه ي (S,≤) کنيم فرض .٢. ١٢ مثال
مي گيريم: نظر در را زير

x⊗
α
y = {z ∈ S : z ≥ max{x, α, y}}.

که مي گيريم نتيجه ، Γ = {۵} و S = {١, ٢, ٣, ۴, ۵} گرفتن نظر در با

S ∗ Γ = {(١, ٢), (٢, ۵), (٣, ۵), (۴, ۵), (۵, ۵)}.

نتيجه است. مرتب کاملاً ابََرگروه يک (Ĥ, ◦) بنابراين .[(x, ۵)]Θ = S ∗ Γ که مي گيريم نتيجه x ∈ S هر براي صورت اين در
نيست. شبه مرتب S نيم ابََرگروه -Γ ولي است شبه مرتب ابََرگروه اين مي گيريم

-Γ نيز H صورت اين در باشد. مرتب (شبه) نيمابََرگروه (Ĥ, ◦) و هماني اسکالر با نيم ابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٢. ١٣ قضيه
است. مرتب (شبه) نيم ابََرگروه

بنابراين . α ∈ Γ و x ∈ H کنيم فرض اثبات.

[(x, α)]Θ ∈ [(x, α)]Θ ◦ [(x, α)]Θ ◦ [(x, α)]Θ.

براي پس . [(x, α)]Θ = [(t, α)]Θ که است موجود t ∈ x⊗
α
x⊗

α
x که مي گيريم نتيجه Ĥ در معرفي شده ابرعمل تعريف طبق

. x = t ∈ x ⊗
α
x ⊗

α
x که ميگيريم نتيجه است هماني اسکالر داراي H اينکه به توجه با . x ⊗

α
z = t ⊗

α
z ، z ∈ H هر

همچنين
[(x, α)]Θ ◦ [(y, α)]Θ = [(x, α)]Θ ◦ [(x, α)]Θ ∪ [(y, α)]Θ ◦ [(y, α)]Θ.

بنابراين

{[(t, α)]Θ : t ∈ x⊗
α
y} = {[(t١, α)]Θ : t١ ∈ x⊗

α
x} ∪ {[(t٢, α)]Θ : t٢ ∈ y ⊗

α
y}.

يا [(t, α)]Θ = [(t١, α)]Θ ميشود: نتيجه t٢ ∈ y ⊗
α
y يا t١ ∈ x ⊗

α
x براي بنابراين . t ∈ x ⊗

α
y کنيم فرض

که ميگيريم نتيجه است، هماني اسکالر داراي H اينکه به توجه با . [(t, α)]Θ = [(t٢, α)]Θ

x⊗
α
y ⊆ x⊗

α
x ∪ y ⊗

α
y.

که ميگيريم نتيجه بنابراين . x⊗
α
x = y ⊗

α
y کنيم فرض . x⊗

α
x ∪ y ⊗

α
y ⊆ x⊗

α
y که داد نشان ميتوان مشابه بهطور

[(x, α)]Θ ◦ [(x, α)]Θ = [(y, α)]Θ ◦ [(y, α)]Θ.

که ميگيريم نتيجه z ∈ H هر براي پس . [(x, α)]Θ = [(y, α)]Θ داريم است، مرتب نيمابََرگروه Ĥ اينکه به توجه با

x⊗
α
z = y ⊗

α
z.

است. مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H و x = y بنابراين
طبيعي اعداد صورت اين در .x١, x٢, · · · , xn ∈ H و باشد شبه مرتب -α نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .١۴ .٢ نتيجه

که موجودند k١, k٢, · · · , kn ∈ N
n−١∏
i=١

xi ⊗
α
xi+١ =

k١∏
i=١

x١ ⊗
α
x١ ∪

k٢∏
i=١

x٢ ⊗
α
x٢ ∪ · · · ∪

kn∏
i=١

xn ⊗
α
xn

⊆ (x١ ⊗
α
x١) ∪ (x٢ ⊗

α
x٢) ∪ · · · ∪ (xn ⊗

α
xn).

، ٢. ٨ قضيه به توجه با همچنين
n−١∏
i=١

xi ⊗
α
xi+١ =

n⋃
i=١

[xi]ρα .
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تعريف H از B و A ناتهي مجموعههاي زير براي باشد. آن روي همارزي رابطهي ρ و نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .١۵ .٢ تعريف
ميکنيم:

AρB ⇐⇒∀a ∈ A,∃b ∈ B : aρb,

∀b ∈ B, ∃a ∈ A : aρb.

و
AρB ⇐⇒ ∀a ∈ A, b ∈ B : aρb.

باشيم: داشته α ∈ Γ و a, b, c ∈ H هر براي هرگاه گوييم، راست از منظم را H نيمابََرگروه -Γ روي ρ همارزي رابطه .١۶ .٢ تعريف

aρb =⇒ (a⊗
α
c)ρ(b⊗

α
c).

است. تعريف قابل نيز چپ از منظم رابطهي ترتيب بههمين
باشيم: داشته ، α ∈ Γ و a, b, c ∈ H هر براي هرگاه گوييم، راست از قوي منظم را ρ همارزي رابطهي

aρb =⇒ (a⊗
α
c)ρ(b⊗

α
c).

است. تعريف قابل نيز چپ از قوي منظم رابطهي ترتيب بههمين

صورت اين در باشد. آن روي راست از قوي) (منظم منظم رابطهي ρ و نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٢. ١٧ گزاره

[H : ρ] = {[x]ρ : x ∈ H}

است: (گروه) نيمابََرگروه -Γ زير ابََرعمل با

[x]ρ ⊗
α
[y]ρ = {[t]ρ : t ∈ x⊗

α
y}.

است. بررسي قابل ذکرشده ابََرعمل شرکتپذيري و خوشتعريفي به راحتي اثبات.

-Γ نيز [H : ρ] صورت اين در باشد. آن روي راست از منظم ρ رابطهي و شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٢. ١٨ نتيجه
است. شبه مرتب نيمابََرگروه

شبه مرتب نيمابََرگروههاي -Γ در اساسي رابطهي و کامل بخش ٣

مورد را Ĥ نيمابََرگروه در کامل بخش و H نيمابََرگروه -Γ در کامل بخش بين ارتباط و ميکنيم معرفي را کامل بخش مفهوم بخش اين در
ميدهيم. قرار مطالعه

α-کامل بخش يک را مجموعه اين ميگيريم. نظر در آن از ناتهي زيرمجموعهاي را A و باشد نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٣. ١ تعريف
هرگاه گوييم،

n−١∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١) ∩ A ̸= ∅ =⇒

n−١∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١) ⊆ A.

ميگوييم. کامل بخش را A آنگاه باشد، کامل بخش A ناتهي مجموعهي ، α ∈ Γ هر براي اگر

هرگاه است، α-کامل بخش A ناتهي مجموعه زير ، ٢. ٨ قضيه به توجه با .٣. ٢ نتيجه

(
n⋃

i=١

[xi]ρα) ∩ A ̸= ∅ =⇒ ∀١ ≤ i ≤ n, [xi]ρα ⊆ A.
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صورت اين در باشد. آن از α-کامل بخش A و هماني اسکالر با نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٣. ٣ قضيه

Âα = {[(a, α)]Θ : a ∈ A}

است. Ĥ از کامل بخش نيز

کنيم فرض اثبات.
n−١∏
i=١

([(xi, α)]Θ ◦ [(xi+١, α)]Θ) ∩ Â ̸= ∅,

که ميگيريم نتيجه Ĥ روي ◦ ابََرعمل تعريف طبق . [(xi, α)]Θ ∈ Ĥ ،١ ≤ i ≤ n هر براي آن در }که
[(t, α)]Θ : t ∈

n∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١)

}
∩ Â ̸= ∅.

،Θ رابطه تعريف به توجه با . [(t, α)]Θ = [(a, α)]Θ که ميگيريم نتيجه α ∈ A و t ∈
∏n

i=١(xi ⊗
α
xi+١) بهازاي بنابراين

که ميگيريم نتيجه z = eα گرفتن نظر در با . t⊗
α
z = a⊗

α
z داشت خواهيم ، z ∈ H هر بهازاي

n∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١) ∩ A ̸= ∅.

ميگيريم: نتيجه است، کامل بخش يک A اينکه به توجه با

n∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١) ⊆ A.

بنابراين
n∏

i=١

([(xi, α)]Θ ◦ [(xi+١, α)]Θ) ⊆ Â.

است. Ĥ از کامل بخش Â پس

است. کامل بخش Â ⊆ Ĥ صورت اين در باشد. کامل بخش A ⊆ H و هماني اسکالر با نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .۴ .٣ نتيجه

صورت اين در باشد. Ĥ از کامل بخش T و هماني اسکالر با نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .۵ .٣ قضيه

Tα = {x ∈ H : [(x, α)]Θ ∈ T}

است. H از کامل -α بخش نيز

کنيم فرض اثبات.
n−١∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١) ∩ Tα ̸= ∅.

بنابراين . [(x, α)]Θ ∈ T که است موجود x ∈
∏n

i=١(xi ⊗
α
xi+١) صورت اين در

n∏
i=١

[(xi, α)]Θ ∩ T ̸= ∅.
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است، کامل بخش T اينکه به توجه با
n∏

i=١

[(xi, α)]Θ ⊆ T.

}لذا
[(t, α)]Θ ∈ Ĥ : t ∈

n−١∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١

}
⊆ T.

است. کامل بخش Tα لذا . t ∈ Tα که ميگيريم نتيجه t ∈
∏n−١

i=١ (xi ⊗
α
xi+١ هر براي پس

صورت اين در است. کامل بخش C ⊆ Ĥ و نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .۶ .٣ نتيجه

C
′
= {x ∈ H | ∃α ∈ Γ : [(x, α)]ρ ∈ C}

است. کامل بخش

است. کامل بخش نيز Tα ، α ∈ Γ هر براي و T =
⋃

α∈Γ Tα صورت اين در باشد. Ĥ از کامل بخش T کنيم فرض .٣. ٧ نتيجه
نيست. کامل بخش لزوماً T صورت اين در باشد. کامل بخش Tα ، α ∈ Γ هر براي کنيم فرض همچنين

صورت اين در باشد. ابََرايدهآل -Γ ، A ⊆ H و هماني اسکالر عضو با نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٣. ٨ قضيه

C(Â) = Ĉ(A).

به طوري باشد کامل بخش B ⊆ Ĥ کنيم فرض است. A شامل کامل بخش کوچکترين T بنابراين . C(A) = T کنيم فرض اثبات.
پس است. ابََرايدهآل -Γ ، A چون ، (Â)′ = A و است کامل بخش B′ طرفي از . (Â)′ ⊆ B

′ صورت اين در . Â ⊆ B که
است: Â شامل کامل بخش کوچکترين T̂ بنابراين .T̂ ⊆ (̂B′) = B نتيجه در و T ⊆ B

′

C(Â) = T̂ = Ĉ(A).

-α ، {a} مجموعهي . [a]ρα = a ⊗
α
a = {a}, ، ρα همارزي رابطهي تعريف طبق ميگيريم. نظر در را ٢. ٧ مثال .٣. ٩ مثال

چون نيست، کامل بخش
a⊗

α
b = H, H ∩ {a} ̸= ∅,

است. خودش H شبه مرتب نيمابََرگروه - Γ از کامل بخش تنها ، ٢. ٧ مثال در همچنين . a⊗
α
b * {a} ولي

يا A = H صورت اين در ميگيريم. نظر در آن کامل بخش يک را A و باشد شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٣. ١٠ گزاره
. A = {x} که به طوري است موجود x ∈ H

طبق صورت اين در ميگيريم. نظر در را a ∈ A و x ∈ H . | A |≥ ٢ که به طوري باشد H از کامل بخش A کنيم فرض اثبات.
بخش A طرفي از . a ⊗

α
x ∩ A ̸= ∅ بنابراين . a ⊗

α
x = [a]ρα ∪ [x]ρα که است موجود ρα همارزي رابطهي ، ٢. ٨ قضيه

بنابراين است، کامل
a⊗

α
x = [a]ρα ∪ [x]ρα ⊆ A.

. A = H پس

يا C = Ĥ صورت اين در باشد. هماني اسکالر عضو داراي H و Ĥ شبه مرتب نيمابََرگروه از کامل بخش C کنيم فرض .٣. ١١ گزاره
. C = [(x,Γ)]ρ که به طوري است موجود x ∈ H

بنابراين است، H کامل بخش C ′ طرفي از . C ′ ⊆ (Ĥ)
′
= H صورت اين در باشد. کامل بخش C ⊆ Ĥ کنيم فرض اثبات.

ميگيريم نتيجه و Ĉ ′ = {̂x} يا Ĉ ′ = Ĥ پس . C ′
= {x} يا C ′

= H که به طوري است موجود x ∈ H ، ٣. ١٠ گزاره طبق
. C = [(x,Γ)]ρ يا C = Ĥ که
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ميکنيم: تعريف باشد. طبيعي عدد n و نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٣. ١٢ تعريف

xβα
ny :⇐⇒ ∃x١, x٢, · · · , xn ∈ H : {x, y} ⊆

n−١∏
i=١

(xi ⊗
α
xi+١).

نشان β∗ با را رابطه اين انتقالي بستار و گوييم اساسي رابطهي را β رابطهي . β =
⋃

α∈Γ βα و βα =
⋃

n≥١ β
α
n صورت اين در

ميدهيم.

. β∗ = β صورت اين در باشد. آن روي اساسي رابطهي β∗ و نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .٣. ١٣ قضيه

و xn = b ، x١ = a که به طوري موجودند α ∈ Γ و x١, x٢, · · · , xn ∈ H صورت اين در . aβ∗b کنيم فرض اثبات.

{xi, xi+١} ⊆
ni∏
i=١

(xji ⊗
α
x(j+١)i),

که دارد وجود ρα همارزي رابطهي ، ٢. ٨ قضيه به توجه با . xji ∈ H ، ١ ≤ j ≤ ni و ١ ≤ i ≤ n بهازاي آن در که

{xi, xi+١} ⊆
ni⋃
j=١

[xij]ρα .

به توجه با . xijt+١ ∈ xit ⊗
α
xijt ، ١ ≤ t ≤ n− ١ هر براي لذا . xijn−١ραb ، · · · ، xij١ραxij٢ ، aραxij١ کنيم فرض

که ميگيريم نتيجه است، شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H اينکه

b ∈ (a⊗
α
a)⊗

α
a(a⊗

α
a) · · · (a⊗

α
a) ⊆ (a⊗

α
a).

. β∗ = β ميدهد نتيجه که {a, b} ⊆ [a]ρα بنابراين

نظر در Ĥ و H روي اساسي روابط بهترتيب را βĤ و βH همچنين باشد. شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .١۴ .٣ گزاره
. α, γ ∈ Γ و x, y ∈ H آن در که xβHy اگر تنها و اگر [(x, α)]ΘβĤ [(y, γ)]Θ صورت اين در ميگيريم.

تعريف طبق صورت اين در . [(x, α)]ΘβĤ [(y, γ)]Θ که به طوري [(x, α)]Θ, [(y, γ)]Θ ∈ Ĥ کنيم فرض اثبات.

{[(x, α)]Θ, [(y, γ)]Θ} ⊆
n∏

i=١

[(zi, δi)]Θ =

{
[(t, δn)]Θ ∈ Ĥ : t ∈

n−١∏
i=١

(zi ⊗
δi
zi+١)

}
,

بنابراين . [(zi, δi)]Θ ∈ Ĥ آن در که

[(x, α)]Θ = [(t١, δn)]Θ, [(y, γ)]Θ = [(t٢, δn)]Θ,

که ميگيريم نتيجه z ∈ H هر بهازاي لذا . t١, t٢ ∈
∏n−١

i=١ (zi ⊗
δi
zi+١) که

x⊗
α
z = t١ ⊗

δn
z, y ⊗

γ
z = t٢ ⊗

δn
z.

است، شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H اينکه به توجه با

x⊗
α
z = (x⊗

α
x) ∪ (z ⊗

α
z), y ⊗

γ
z = (y ⊗

γ
y) ∪ (z ⊗

γ
z).

که ميدهد نتيجه y ∈ y ⊗
α
y و x ∈ x⊗

α
x طرفي از

{x, y} ⊆ (
n−١∏
i=١

(zi ⊗
αi

zi+١)⊗
δn
z.

.[(x, α)]ΘβĤ [(y, γ)]Θ که داد نشان ميتوان به راحتي تعريف طبق . α, γ ∈ Γ و xβHy کنيم فرض به عکس، . xβHy بنابراين
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نظر در Ĥ و H روي اساسي روابط بهترتيب را βĤ و βH همچنين باشد. شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، H کنيم فرض .١۵ .٣ قضيه
. [H : βH ] ∼= [Ĥ : βĤ ] صورت اين در ميگيريم.

باشد: شده تعريف زير به صورت ϕ : [Ĥ : βĤ ] −→ [H : βH ] کنيم فرض اثبات.

ϕ([([(x, α)]Θ)]β
Ĥ
) = [x]βH

.

و خوشتعريف ϕ بنابراين . [x]βH
= [y]βH

اگر تنها و اگر [([(x, α)]Θ)]β
Ĥ
= [([(y, γ)]Θ)]β

Ĥ
، ١۴ .٣ گزارهي به توجه با

که ميگيريم نتيجه [([(x, α)]Θ)]β
Ĥ
, [([(y, γ)]Θ)]β

Ĥ
∈ Ĥ هر براي همچنين است. يکبهيک

ϕ([([(x, α)]Θ)]β
Ĥ
◦ [([(y, γ)]Θ)]β

Ĥ
) = ϕ([([(z, γ)]Θ)]β

Ĥ
) : z ∈ x⊗

α
y

= [z]βH
: z ∈ x⊗

α
y

= [x]βH
⊗
α
[y]βH

= ϕ([([(x, α)]Θ)]β
Ĥ
)⊗

α
ϕ([([(y, γ)]Θ)]β

Ĥ
).

است. يکريختي ϕ بنابراين

شبه مرتب ناهموار نرم نيمابََرگروههاي -Γ ۴
ابََرساختار -Γ اين از مثالهايي و داده تعميم شبه مرتب ناهموار نرم نيمابََرگروههاي -Γ به را شبه مرتب نيمابََرگروههاي -Γ مفهوم بخش اين در

ميدهيم. ارائه جديد جبري

صورت اين در ميگيريم. نظر در را H روي Θ همارزي رابطهي باشد. شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ يک ، H کنيم فرض .١ .۴ تعريف
ميکنيم: تعريف زير به صورت بهترتيب را H در A ناتهي مجموعه زير پاييني و بالايي تقريبهاي

AprΘ(A) = {x ∈ H | [x]Θ ∩ A ̸= ∅},

Apr
Θ
(A) = {x ∈ H | [x]Θ ⊆ A}.

است: نيمابََرگروه -Z٣ يک زير به صورت تعريف شده ابََرعمل با Z۵ مجموعه .٢ .۴ مثال

x⊗
α
y = {x, α, y},

، α ∈ Z٣ و x ∈ Z۵ هر براي . α ∈ Z٣ و x, y ∈ Z۵ هرگاه

x⊗
α
x⊗

α
x =

⋃
t∈x⊗

α
x

t⊗
α
x

=
⋃

t∈{x,α}

{t, α, x}

={x, α, x} ∪ {α, α, x}
={α, x}
=x⊗

α
x.

ميکنيم: تعريف زير به صورت را Z۵ روي Θ رابطهي است. شبه مرتب نيمابََرگروه -Z٣ ، Z۵ بنابراين . x ∈ x⊗
α
x⊗

α
x همچنين

xΘy :⇐⇒ ∃١ ̸= α ∈ Z٣, t ∈ Z : x = y + αt.
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t ∈ Z هر براي که به طوري است موجود ٠ ∈ Z٣ صورت اين در . x ∈ Z۵ کنيم فرض است. همارزي رابطهي يک Θ صورت اين در
و x = y + αt صورت اين در . xΘy کنيم فرض حال است. بازتابي Θ و xΘx بنابراين . x = x+ ٠t ،

y = x− αt = x+ α(−t).

ميگيريم. نظر در yΘz و xΘy است. انتقالي Θ که ميدهيم نشان حال است. تقارني Θ و yΘx که ميگيريم نتيجه ،t ∈ Z اينکه از
که موجودند t١, t٢ ∈ Z و α١, α٢ ∈ Z٣ صورت اين در

x = y + α١t١, y = z + α٢t٢,

.α٢t٢+α١t١ = αt که موجودند t ∈ Z و ١ ̸= α ∈ Z٣ پس . x = y+α١t١ = z+α٢t٢+α١t١ ميدهد: نتيجه که
همچنين است. انتقالي Θ و xΘz بنابراين

[٠]Θ = [٢]Θ = [۴]Θ = {٠, ٢, ۴}, [١]Θ = [٣]Θ = {١, ٣}.

ميآيد: بهدست زير به صورت B = {٠, ٢, ٣, ۴} و A = {٠, ٢} مجموعههاي پاييني و بالايي تقريبهاي

AprΘ(A) = {٠, ٢, ۴}, Apr
Θ
(A) = ∅, AprΘ(B) = Z۵, Apr

Θ
(B) = {٠, ٢, ۴}.

رابطهي يک Θ و شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ،H هرگاه ميناميم پاولاک تقريب فضاي را (H,Θ) دوتايي جبري ساختار .٣ .۴ تعريف
باشد. آن روي همارزي

مجموعهي ميگيريم. نظر در H روي را G = (F,A) نرم مجموعهي باشد. پاولاک تقريب فضاي (H,Θ) کنيم فرض .۴ .۴ تعريف
Apr

Θ
(F (x)) ، x ∈ A هر براي هرگاه ميناميم Θ رابطهي به نسبت پاييني ناهموار نرم شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ را Apr

Θ
(G)

نرم مجموعهي به علاوه، است. تعريف قابل بالايي ناهموار نرم شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ مشابه بهطور باشد. شبه مرتب نيمابََرگروه زير -Γ ،
زير -Γ ، AprΘ(F (x)) و Apr

Θ
(F (x)) ، x ∈ A هر براي هرگاه است Θ به نسبت شبه مرتب ناهموار نرم نيمابََرگروه -Γ ، G

باشند. شبه مرتب نيمابََرگروههاي

مجموعهي است. شبه مرتب نيمابََرگروه -Γ ، ٢ .۴ مثال در تعريفشده ابرعمل با Z۵ مجموعه . Γ = {٠, ٢} کنيم فرض .۵ .۴ مثال
که به طوري ميکنيم تعريف H روي را G = (F,A) نرم

A = {m,n}, F (m) = H, F (n) = {٠, ٢, ٣, ۴}.

که ميگيريم نتيجه ٢ .۴ مثال در تعريفشده Θ همارزي رابطهي طبق صورت اين در

Apr
Θ
(F (m)) = AprΘ(F (m)) = Z۵,

Apr
Θ
(F (n)) = {٠, ٢, ۴}, AprΘ(F (n)) = Z۵.

است. شبه مرتب ناهموار نرم نيمابََرگروه -Γ ، Z۵ بنابراين

گيري نتيجه ۵

و معرفي لذا ميشود. استفاده . . . و بنيادي ذرات کاتيونها، برهمکنش نظير پديدهها کردن مدلبندي در جبري ابََرساختارهاي مفاهيم از
برخي و پرداختيم جديدي ابََرساختار معرفي به مقاله اين در بنابراين دارد. زيادي اهميت آنها کاربردهاي و جديد جبري ابََرساختارهاي بررسي
و معرفي را کامل بخش و اساسي رابطهي و پرداخته آن مشخصهسازي به جمله از داديم. قرار بررسي و مطالعه مورد را آن ويژگيهاي از
قالب در را برهمکنش اين و داد خواهيم قرار استفاده مورد کاتيونها عناصر برهمکنش قالب در را مجموعهها مفهوم آينده در کرديم. بررسي

کرد. خواهيم مدلبندي جبري ابََرساختارهاي
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Abstract: The hypergroup notion was introduced in 1934 by F. Marty, at the 8th Congress of Scandi-
navian Mathematicians. He published some notes on hypergroups, using them in different contexts: alge-
braic functions, rational fractions, non-commutative groups. Hypergroups are a suitable generalization of
groups. We know in a group, the composition of two elements is an element, while in a hypergroup, the
composition of two elements is a set. Several kinds of hypergroups have been intensively studied, such as
regular hypergroups, reversible regular hypergroups, canonical hypergroups and polygroups. Also, there
are homomorphisms of various types between hypergroups and there are several kinds of subhypergroups,
such as: closed, invertible, ultraclosed, conjugable. Moreover, there are applications to the following
subjects: geometry, hypergraphs, binary relations, lattices, fuzzy sets, combinatorics, code, probabilities
and etc. The algebraic Γ- hyperstructres are generalization of hypestructures algebraic and classical struc-
tures. One of them is Γ- semihypergroup that is a generalization of semihypergroups and semigroup. In
this paper, we introduce the concept of quasi order Γ- semihypergroup and order Γ- semihypergroup as a
generalization of quasi order semihypergroup and order semihypergroup, respectively. Also, we character-
ize quasi order Γ- semihypergroup by quasi order relation and introduce complete parts and fundamental
relation in quasi order Γ- semihypergroup. Finally, we construct quasi order semihypergroup and order
semihypergroup by quasi order Γ- semihypergroup and order Γ- semihypergroup.

Keywords: Fundamental relation, Complete part, Transitive closure, Regular and strongly regular
relation, Rough soft set.
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