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آزمون  هاي دقت مقايسه و ارزيابي نمايش، براي کارآمد روشي عنوان به ROC منحني از محققان از بسياري چکيده:
براي هسته ناپارمتري برآوردگر از استفاده ROC منحني برآورد براي روش متداول  ترين مي  کنند. استفاده تشخيصي
ابتدايي نقاط در هسته برآوردگرهاي وجود اين با است. ويژگي و حساسيت بخش دو در احتمال تجمعي توزيع توابع برآورد
کندتري همگرايي نرخ داراي دامنه، نقاط ديگر به نسبت مي  شوند، شناخته مرزي نقاط عنوان به که داده  ها دامنه انتهايي و
براي روش يک مي  گويند. مرزي مشکل اصطلاحا را مشکل اين نيستند. همگرا احتمال توزيع تابع واقعي مقدار به و بوده
براي جديد برآوردگر يک مقاله، اين در است. نامتقارن هسته  هاي از استفاده هسته، برآوردگرهاي در مرزي مشکل رفع
پيشنهادي برآوردگر مجانبي همگرايي و شده پيشنهاد (B-S) برنام-سندرز نامتقارن هسته تابع اساس بر ،ROC منحني
نشان متقارن هسته نوع برآوردگر به نسبت پيشنهادي برآوردگر تحليلي برتري اين، بر علاوه است. شده داده نشان
منحني مطرح برآوردگرهاي ديگر با و بررسي عددي مطالعه يک طريق از پيشنهادي برآوردگر عملکرد است. شده داده
ساير از پايين  تر ملاحظه  اي قابل صورت به پيشنهادي برآوردگر ريسک که مي  دهد نشان نتايج است. شده مقايسه ROC

است. شده داده نشان پزشکي داده مجموعه يک در جديد برآوردگر کاربرد است. معمول روش   هاي

ROC منحني نامتقارن، هسته هسته، برآوردگر احتمال، توزيع تابع کليدي: واژه هاي

62G07, 62P10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
کاذب مثبت نرخ مقابل در را آزمون يک «حساسيت» يا صحيح مثبت نرخ نمودار ROC منحني اختصار به يا گيرنده عملکرد مشخصه منحني
آن  ها در که تشخيصي آزمون  هاي عملکرد مقايسه و تجسم توصيف، براي معمولاً ROC منحني از مي  دهد. نشان آزمون آن «ويژگي» يا
مفيد ابزاري ROC منحني پزشکي، در مثال، عنوان به مي  شود. استفاده مي  شوند، بندي طبقه مختلف گروه چند يا دو از يکي به موضوع  ها
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٣۴۵ گيرنده عملکرد مشخصه منحني برآورد

مي  گردد باز مهندسي در نويز و سيگنال بين تشخيص به ROC منحني پيدايش است. فرد بودن سالم يا بيمار تشخيص آزمايش  ارزيابي براي
ماشين، يادگيري پزشکي، مانند مختلف علوم در را آن کاربردهاي ROC منحني کارايي و سادگي وجود، اين با .(١٩۶۶ اسوتس، و (گرين
منبع (٢٠٠۶) فاوست .((٢٠٠۵) همکاران و لاسکو و (٢٠٠۶) (فاوست است کرده فراهم را زمينه  ها از ديگر بسياري و اقتصاد کاوي، داده

است. ROC منحني مختلف جنبه هاي مطالعه براي ارزشمندي
متغير دو Y و X که کنيد فرض آن بر علاوه باشند. ٢ گروه و ١ گروه در ترتيب به اعضا امتياز کننده مشخص Y و X که کنيد فرض
١ گروه دو از يک کدام به متعلق عضو يک آنکه تشخيص براي باشند. F٢(y) و F١(x) مجهول و پيوسته احتمال توزيع توابع با تصادفي
تعلق ١ گروه به عضو باشد، c از بيشتر عضو يک امتياز اگر ،c ∈ R برش نقطه براي طوريکه به مي  کنيم استفاده آزمون يک از است ٢ يا
آزمون ويژگي و ES(c) = ١ − F٢(c) به صورت آزمون حساسيت اينصورت در مي  گيرد. تعلق ٢ گروه به اينصورت غير در و مي  گيرد
صفر  فرض آن در که ديد آماري فرض آزمون يک به عنوان مي  توان را مسئله آماري منظر از مي   شود. تعريف SP (c) = F١(c) به صورت
احتمال α آن در که است F١(c) = ١−α اينصورت در است. ٢ گروه به عضو تعلق (H١) مقابل فرض و ١ گروه به عضو تعلق (H٠)
آن در که است بعدي دو گراف يک ROC منحني است. دوم نوع خطاي احتمال β آن در که F٢(c) = ١ − β و است اول نوع خطاي
سطح برابر در را آزمون توان ROC منحني ديگر عبارت به مي  شود. داده نمايش افقي محور روي بر SP(c) و عمودي محور روي بر SE(c)
t = ١ − F١(c) = ١ − SP (c) تعريف با مي  کشد. تصوير به ∞ تا −∞ فاصله در c برش نقطه مقادير ازاي به آزمون، دار معني

داريم ٠ ≤ t ≤ ١ ازاي به ROC(t) = ١ − β = F٢(c) = SE(c) و

ROC(t) = ١ − F٢
(
F−١

١ (١ − t)
)

هستند. مجهول F٢(y) و F١(x) زيرا است مجهول ROC(t) عمل در
مي  شوند. برآورد تجربي توزيع تابع با مجهول توزيع توابع آن در که دادند پيشنهاد را تجربي ROC منحني يک (١٩٩۶) ترنبول و هسيه
توسط شده ارائه برآوردهاي اما مي  کند ارائه [٠, ١] فاصله در را ROC منحني از سازگار يکنواخت برآورد يک تجربي ROC منحني اگرچه
منحني برآورد نويسندگان، برخي است. هسته نوع برآوردگرهاي از استفاده ROC منحني برآورد براي ديگر روش نيستند. هموار تجربي ROC
همکاران و (زو کرده  اند پيشنهاد را متقارن، هسته  هاي اساس بر و هسته روش به f٢(y) و f١(x) چگالي توابع برآورد از استفاده با را ROC
لويد برآوردگر مجانبي برتري درباره (١٩٩٩) يونگ و لويد کرد. استفاده F٢(y) و F١(x) مستقيم برآورد روش از (١٩٩٨) لويد .(١٩٩٧
ناپارامتري برآورد مسئله (٢٠١٠) همکاران و تانگ و (٢٠٠٩) تانگ و دو کردند. بحث نقطه يک در تجربي ROC به نسبت لويد) (برآوردگر
که کرد پيشنهاد ROC منحني براي را هسته نوع از جديدي برآوردگر نيز (٢٠١۶) پوليت کردند. بررسي را ROC منحني تبديل-پاياي†
از بهتر مجانبي§ خطاي مربع مجذور ميانگين نظر از پوليت) (برآوردگر برآوردگرش که داد نشان او است. پايا غيرنزولي‡ تبديل يک به نسبت

دارد. بستگي کننده هموار پارامتر يک به فقط که است اين پوليت برآوردگر ديگر مزيت است. هسته نوع برآوردگرهاي از ديگر برخي
واقعيت کرد. پيشنهاد متغيره چند ROC تابع برآورد براي جديد روش يک متغيره، چند توزيع تابع هسته برآوردگر توسعه با (٢٠١۶) دانگ
و F١(x) مجهول توزيع تابع دو برآورد نحوه به وابسته زيادي حد تا ROC منحني براي هسته نوع برآوردگر هر کلي عملکرد که است آن
احتمال تجمعي توزيع تابع برآورد براي متقارن هسته يک از پوليت برآوردگر يا لويد برآوردگر مانند متداول، برآوردگرهاي اغلب است. F٢(y)
.(٢٠١٣ (تنريرو، نيستند کارا دارند، محدود دامنه که توابعي برآورد براي هسته  ها نوع اين مرزي، اريبي واسطه به وجود، اين با مي  کنند. استفاده
چگالي برآورد و ناپارامتري رگرسيون در آن رفع براي رويکرد چندين تاکنون و مي   شناسند مرزي مسئله عنوان با را مشکل اين هسته برآورد در
محدود دامنه با توزيع تابع برآورد براي همچنين رويکردها اين .(١٩٩٩ همکاران، و ژانگ و ٢٠٠۶ (وايزرمن، است شده پيشنهاد ناپارامتري
شده مطالعه (٢٠٠٩) کاروناموني و کولاچک توسط ROC منحني برآورد در مرزي مسئله .(٢٠١٨ و ٢٠١٣ (تنريرو، يافته  اند گسترش نيز
نوع برآوردگرهاي در ديگر مسئله يک کردند. پيشنهاد ROC منحني براي را (K-K (برآوردگر مرزي شده اصلاح برآوردگر يک آنها است.
تغيير به برآوردگرها نوع اين است؛ ثابت متقارن هسته نوع برآوردگرهاي در هسته تابع شکل چون است. کننده هموار پارامتر انتخاب هسته
است زياد داده  ها تراکم که دامنه از نواحي در داده  ها ساختار کشف براي کننده هموار پارامتر تنظيم هستند. حساس بسيار کننده هموار پارامتر
را مشکل اين (١٩٨۶) سيلورمن است. دشواري کار است؛ کم داده   ها تراکم که جاهايي در کاذب ساختار بروز از ممانعت همزمان طور به و
برآورد در را نامتقارن هسته برآوردگرهاي (٢٠٠٠ و ١٩٩٩ (چن کرده است. پيشنهاد روش چند آن رفع براي و کرده توصيف جزئيات با
متقارن، برآوردگرهاي برخلاف سندرز برنام- هسته و بتا هسته گاما، هسته مانند نامتقارن هسته  هاي کرد. معرفي چگالي و رگرسيون ناپارامتري
دامنه که داده  هايي براي مي  کنند. تغيير مي   شود) برآورد توزيع يا چگالي تابع آن در که (نقطه   اي طرح نقطه با که هستند منعطف شکلي داراي
اين همچنين مي  شود. مرزي مشکل رفع سبب است، داده  ها دامنه بر منطبق که هسته توابع اين دامنه همراه به خصوصيت اين دارند محدود
و ممبيني اخيرا نيستند. حساس زياد و کم تراکم با نواحي در کننده هموار پارامتر تنظيم مشکل به متقارن هسته توابع اندازه به هسته توابع
را نامتقارن هسته  هاي پايه بر جديدي برآوردگرهاي (٢٠٢١) اويميت و دميشو لافايه و (٢٠٢٢) همکاران و منصوري ،(٢٠٢١) همکاران
نشان توزيع تابع برآورد در مرزي مسئله رفع در را برآوردگرها اين بودن مفيد آنها کرده اند. پيشنهاد احتمال تجمعي توزيع تابع برآورد براي

†Transformation-invariant
‡Nondecreasing
§Asymptotic mean squared error
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بفرم آنها برآوردگر [٠,∞) دامنه با F (x) توزيع تابع برآورد براي X١, ..., Xm مشاهدات داشتن با داده   اند.

F̂ (x) = m−١
m∑
i=١

K̄x,b(Xi), (١. ١)

است. کننده هموار پارامتر نيز b و [٠,∞) دامنه با نامتقارن هسته تابع يک k(·) و K̄x,b(t) =
∫∞
t

kx,b(u)du آن در که است
برآوردگرهاي ديگر با مقايسه در سندرز برنام- هسته برآوردگر بهتر عملکرد به توجه با است. يکسان هسته تابع و توزيع تابع دامنه بنابراين
منحني براي ناپارامتري جديد برآوردگر يک سندرز برنام- هسته تابع از استفاده با مقاله اين در ،(٢٠٢١ همکاران، و (ممبيني توزيع تابع موجود
بر علاوه کرد. خواهيم ثابت را احتمال در آن همگرايي و آورده دست به را پيشنهادي برآوردگر مجانبي خواص ما کرده  ايم. معرفي ROC
مطالعه يک در همچنين است. لويد برآوردگر مجانبي واريانس از کوچکتر جديد برآوردگر مجانبي واريانس که مي  دهيم نشان تحليلي بفرم آن
بخش شش در مقاله است. ROC منحني براي مرسوم برآوردگرهاي ريسک از کوچکتر پيشنهادي برآوردگر ريسک که مي  دهيم نشان عددي
برآوردگر ،٣ بخش در است. شده مرور مختصر صورت به (B-S (برآوردگر پيشنهادي برآوردگر مجانبي خواص ،٢ بخش در است. شده تنظيم
۴ بخش است. شده مقايسه لويد متقارن هسته برآوردگر واريانس و اريبي با و آمده دست به آن مجانبي واريانس و اريبي و شده معرفي جديد
شده مقايسه برآوردگرها ديگر با و شده داده نمايش پيشنهادي برآوردگر عملکرد شبيه سازي از استفاده با و يافته اختصاص عددي مطالعه به مقاله
نتيجه گيري و بحث ۶ بخش در سرانجام است. شده داده نشان واقعي داده مجموعه يک تحليل در جديد برآوردگر مزيت ۵ بخش در است.

است. شده ارائه

احتمال توزيع تابع براي B-S هسته برآوردگر مجانبي خواص ٢
که: مي   کنيم فرض مقاله اين در

هستند. کراندار و پيوسته دوم و اول مرتبه مشتق داراي و بوده پيوسته مطلقا [٠,∞) فاصله بر Fi = ١, ٢ تجمعي توزيع توابع -١

مي  کنند. صدق ni −→ ∞ زمانيکه bi −→ ٠ شرط در bi > ٠, i = ١, ٢ کننده هموار پارامترهاي -٢

انتگرال  هاي -٣∫ ∞

٠
(ufi(u))

٢ du ،
∫ ∞

٠

(
u٢f

′

i (u)
)٢

du, i = ١, ٢,

هستند. متناهي
در F٢(x) و F١(x) توزيع توابع با دوم و اول گروه دو از ترتيب به را X٢,١, ..., X٢,n٢ و X١,١, ..., X١,n١ مشاهدات که کنيد فرض

صورت به B − S هسته از استفاده با Fi(x), i = ١, ٢ احتمال توزيع تابع برآورد داريم. اختيار

F̂i(x) = n−١
i

ni∑
j=١

K̄B−S

(
Xi,j ; x,

√
bi

)
, bi > ٠, i = ١, ٢, (٢. ١)

آن در که مي  شود حاصل

K̄B−S

(
Xi,j ; x,

√
bi

)
= ١ − Φ

((√
Xi,j

x
−
√

x

Xi,j

)
/
√

bi

)
, i = ١, ٢,

که کردند ثابت (٢٠٢١) همکاران و ممبيني ،٣- ١ فرضيات تحت است. کننده هموار پارامتر bi و استاندارد نرمال توزيع تابع Φ(·) و

bias (F̂i(x)) =
bi
٢

(
xfi(x) + x٢f

′

i (x)
)
+O(b٢

i ), i = ١, ٢, (٢. ٢)
و

var(F̂i(x)) = n−١
i (Fi(x)(١ − Fi(x)))− n−١

i b
١
٢
i π

− ١
٢xfi(x) +O(n−١

i bi), i = ١, ٢, (٢. ٣)
F̂i(x), i = ١, ٢ که دادند نشان دامنه، داخلي و مرزي نقاط MISEدر خطا مربعات انتگرال ميانگين آناليز با (٢٠٢١) همکاران و ممبيني
بهينه کننده هموار پارامتر که داد نشان مي توان است. سريع داخلي و مرزي ناحيه دو هر در آن همگرايي نرخ و نيست مرزي اريبي داراي

از است عبارت MISE کردن مينيمم از حاصل

b̂i =

{∫ ∞

٠
xf(x)dx

} ٢
٣
{√

π

∫ ∞

٠
(xf(x) + x٢f

′
(x))٢dx

}− ٢
٣

n− ٢
٣ , i = ١, ٢. (۴ .٢)
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B-S هسته از استفاده با ROC منحني برآورد ٣

وابسته زيادي حد تا برآوردگر اين عملکرد که است واضح باشد. R(t) تابع برآوردگر R̂(t) = ١ − F̂٢

(
F̂−١

١ (١ − t)
)

کنيد فرض
مقدمه در که همانگونه مي  برد. ارث به را F̂٢ و F̂١ خواص R̂(t) که است آن دليل به امر اين است. F٢ و F١ توزيع توابع مناسب برآورد به
براي محققين که چه اگر هستند. کننده هموار پارامتر تنظيم نحوه و مرزي اريبي مشکل دو داراي متقارن هسته نوع برآوردگرهاي شد ذکر
امر اين هستند. مشکل دو هر براي ساده حلي راه نامتقارن هسته  هاي اما کرده  اند پيشنهاد را روش  هايي متقارن، هسته  هاي در نواقص اين رفع
بهره  گيري براي مقاله، اين در است. داده  ها دامنه بر منطبق آنها دامنه و بوده منعطف شکلي داراي نامتقارن هسته  هاي که است آن دليل به

کرده   ايم پيشنهاد B-S هسته تابع پايه بر را زير برآوردگر ،ROC منحني برآورد در نامتقارن هسته  هاي مزيت از کامل

R̂BS(t) = ١ − F̂٢

(
F̂−١

١ (١ − t)
)
, (٣. ١)

نشان زير قضيه شده اند. تعريف (٢. ١) معادله در که هستند F٢ و F١ توزيع توابع B-S هسته برآوردگر F̂i(x), i = ١, ٢ آن در که
است. R(t) براي سازگار و نااريب برآوردگر يک مجانبي به صورت R̂(t) که مي  دهد

واريانس و اريبي آنگاه باشد. موجود t ∈ (٠, ١) براي R′′
(t) و بوده برقرار دوم بخش ٣- ١ فرضيات که کنيد فرض .٣. ١ قضيه

از عبارتند R̂BS(t)

bias
(
R̂BS(t)

)
=

R
′′
(t)

٢

(
n−١

١ t(١ − t) + b١q
٢
t f

٢
١ (qt)− n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qtf١(qt)
)

+
(b١ − b٢)

٢
(qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)) +O(b٢) +O(n−١
١ b١),

و

var(R̂BS(t)) = n−١
٢ R(t)(١ −R(t)) + n−١

١ R
′٢(t)t(١ − t)

−
{
n−١

٢ π− ١
٢ b

١
٢

٢ qtf١(qt)R
′
(t) + n−١

١ R
′٢(t)π− ١

٢ b
١
٢

١ qtf١(qt)
}
+O

(
n−١

٢ b
١
٢

٢

)
+O(n−١

٢ b١) +O(n−١
١ n−١

٢ ) +O(n−١
١ b١) +O(b٢),

.q̂t = F̂−١
١ (١ − t) آن در که

فرض است. يافته وفق B-S نامتقارن هسته براي که است (١٩٩٨) لويد توسط شده ارائه اثبات با مشابه است آمده اينجا در که اثباتي اثبات.
کنيد دقت مي   کند. صدق h(q̂t, X) = F̂١(q̂t)− ١ + t = ٠ رابطه در که باشد M-برآوردگر يک q̂t = F̂−١

١ (١ − t) کنيد
به q̂t اريبي و واريانس براي زير نتايج (١٩٩٨) لويد از استفاده با هستند. R̂BS(t) = ١ − F̂٢(q̂t) و R(t) = ١ − F٢(qt) که

مي  آيند: دست

var(q̂t) =
var(F̂١(q̂t))

E٢(f̂١(qt))
, (٣. ٢)

و

− E(F̂١(qt)− ١ + t) = f١(qt) bias (q̂t) +
١
٢
f

′

١(qt)MSE(q̂t). (٣. ٣)

داريم (٣. ٣) در (٢. ٢) جايگذاري با

−
(
F١(qt) +

b١

٢

(
qtf١(qt) + q٢

t f
′

١(qt)
)
− ١ + t+O(b٢)

)
= f١(qt) bias (q̂t)+

١
٢
f

′

١(qt)MSE(q̂t),

يا

b١

٢f١(qt)

(
qtf١(qt) + q٢

t f
′

١(qt)
)
+

١
٢
f

′
١(qt)

f١(qt)
MSE(q̂t) ≈ -bias(q̂t),

⇒ b١qt
٢

+
f

′
١(qt)

٢f١(qt)

(
b١q

٢
t + MSE(q̂t)

)
≈ -bias(q̂t),
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داريم: MSE(q̂t) = var(q̂t) + bias٢(q̂t) ≈ var(q̂t) +O(b٢
١) چون

bias (q̂t) ≈ −
(
b١qt

٢
+

f
′

١(qt)

٢f١(qt)

(
b١q

٢
t + var(q̂t)

))
, (۴ .٣)

داريم (٣. ٢) معادله در (٢. ٣) معادله جايگذاري از همچنين

var(q̂t) =
n−١

١ (F١(qt)(١ − F١(qt)))− n−١
١ π− ١

٢ b
١
٢

١ qtf١(qt) +O(n−١
١ b١)(

f١(qt) +
b١

٢
(
qtf

′
١(qt) + q٢

t f
′′

١ (qt)
)
+ o(b١)

)٢

≈
n−١

١ (F١(qt) (١ − F١(qt)))

f ٢
١ (qt)

−
n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qtf١(qt)

f ٢
١ (qt)

+O(n−١
١ b١), (۵ .٣)

ببينيد). جزئيات براي را (٢٠١٣) همکاران و (مارچانت E
(
f̂١(qt)

)
= f١(qt) +O(b١) آن در که

از عبارتند q̂t شرط به R̂BS(t) = ١ − F̂٢(q̂t) واريانس و ميانگين است؛ q̂t از مستقل F̂٢ چون

var
(
R̂BS(t)|q̂t

)
= n−١

٢ (F٢(q̂t) (١ − F٢(q̂t)))− n−١
٢ π− ١

٢ b
١
٢

٢ qtf٢(qt) +O(n−١
٢ b٢),

و

E
(
R̂BS(t)|q̂t

)
= ١ − F٢(q̂t)−

b٢

٢

(
q̂tf٢(q̂t) + q̂٢

t f
′

٢(q̂t)
)
+O(b٢

٢).

E
(
R̂BS(t)

)
= E

(
E
(
R̂BS(t)|q̂t

))
= E

(
١ − F٢(q̂t)−

b٢

٢

(
q̂tf٢(q̂t) + q̂٢

t f
′

٢(q̂t)
)
+O(b٢

٢)

)
= ١ − E

{
F٢(q̂t)−

b٢

٢

(
q̂tf٢(q̂t) + q̂٢

t f
′

٢(q̂t)
)}

+O(b٢
٢)

= ١ −
{
F٢(qt) + f٢(qt)bias(q̂t) +

١
٢
f

′

٢(qt)var(q̂t)
}

− b٢

٢

(
qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)
)
+O(b٢),

⇒ E
(
R̂BS(t)

)
= R(t) + f٢(qt)

(
b١qt

٢
+

f
′

١(qt)

٢f١(qt)

(
b١q

٢
t + var(q̂t)

))
− ١

٢
f

′

٢(qt)var(q̂t)−
b٢

٢

(
qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)
)
+O(b٢)

= R(t) +
(
f٢(qt)f

′

١(qt)− f
′

٢(qt)f١(qt)
) var(q̂t)

٢f١(qt)
+

b١qtf٢(qt)

٢
+

b١q
٢
t f٢(qt)f

′
١(qt)

٢f١(qt)

− b٢

٢

(
qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)
)
+O(b٢)

= R(t) +R
′′
(t)

f ٢
١ (qt)var(q̂t)

٢
+

(
b١qtf٢(qt)

٢
− b٢qtf٢(qt)

٢

)
+

(
b١q

٢
t f٢(qt)f

′
١(qt)

٢f١(qt)
−

b٢q
٢
t f

′
٢(qt)

٢

)
+O(b٢),

⇒ E
(
R̂t

)
= R(t) +R

′′
(t)

f ٢
١ (qt)var(q̂t)

٢
+

qtf٢(qt)

٢
(b١ − b٢)

+
b١q

٢
t

٢f١(qt)
(f٢(qt)f

′

١(qt)− f
′

٢(qt)f١(qt)) +
q٢
t f

′
٢(qt)

٢
(b١ − b٢) +O(b٢)
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= R(t) +R
′′
(t)

f ٢
١ (qt)var(q̂t)

٢
+

b١ − b٢

٢
(qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)) + b١q
٢
t f

٢
١ (qt)R

′′
(t) +O(b٢)

= R(t) +
R

′′
(t)

٢

(
n−١

١ t(١ − t)− n−١
١ π− ١

٢ b
١
٢

١ qtf١(qt) + b١q
٢
t f

٢
١ (qt)

)
+

(b١ − b٢)

٢
(qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)) +O(b٢) +O(n−١
١ b١).

مي  کنيم. محاسبه را R̂BS(t) واريانس حال

n٢E
(

var
(
R̂BS(t)|q̂t

))
= E

(
F٢(q̂t)(١ − F٢(q̂t))− π− ١

٢ b
١
٢

٢ q̂tf٢(q̂t) +O(b٢)
)

= F٢(qt)(١ − F٢(qt)) + f٢(qt)(١ − ٢F٢(qt))bias(q̂t)− π− ١
٢ b

١
٢

٢ qtf٢(qt) +O
(
b

١
٢

٢

)
= R(t)(١ −R(t))− π− ١

٢ b
١
٢

٢ qtf٢(qt) +O
(
b

١
٢

٢

)
+O(b١) +O(n−١

١ ).

داريم: هستند، متناهي کواريانس شامل جملات که نکته اين و qt حول f٢(q̂t) تيلور بسط از استفاده با

var
(
E(R̂BS(t)|q̂t)

)
= var

(
١ − F٢(q̂t)−

b٢

٢

(
q̂tf٢(q̂t) + q̂٢

t f
′

٢(q̂t)
)
+O(b٢

٢)

)
= (f٢(qt) +O(b٢))

٢ var(q̂t) +O(b٢) = f ٢
٢ (qt)var(q̂t) +O(b٢)

= f ٢
٢ (qt)

n−١
١ (F١(qt)(١ − F١(qt)))

f ٢
١ (qt)

−
n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qt
f١(qt)

+O(n−١
١ b١)

+O(b٢)

= R
′٢(t)

{
n−١

١ t(١ − t)− n−١
١ π− ١

٢ b
١
٢

١ qtf١(qt)
}
+O

(
n−١

١ b
١
٢

١

)
+O(b٢).

⇒ var
(
R̂BS(t)

)
= E

(
var
(
R̂BS(t)|q̂t

))
+ var

(
E
(
R̂BS(t)|q̂t

))
= n−١

٢ R(t)(١ −R(t))− n−١
٢ π− ١

٢ b
١
٢

٢ qtf١(qt)R
′
(t)

+ n−١
١ R

′٢(t)
{
t(١ − t)− π− ١

٢ b
١
٢

١ qtf١(qt)
}
+O

(
n−١

٢ b
− ١

٢
٢

)
+O(n−١

٢ b١)

+O
(
n−١

١ n−١
٢
)
+O

(
n−١

١ b١
)
+O(b٢),

.R′′
(t) =

f٢(qt)f
′

١(qt)− f
′

٢(qt)f١(qt)

f ٣
١ (qt)

و R′
(t) =

f٢(qt)

f١(qt)
آن در که

است. سازگار و اريب نا مجانبي طور به R̂BS(t) .٣. ٢ نتيجه

مي  شود. نتيجه n١, n٢ −→ ∞ زمانيکه b١, b٢ −→ ٠ که فرض اين و ٣. ١ قضيه از اثبات
به مي   توان را R̂Lloyd(t) و R̂BS(t) زيرا باشد جالب مي  تواند (R̂Lloyd(t)) لويد برآوردگر و B-S برآودگر واريانس و اريبي مقايسه

برابر R̂BS(t) اريبي دانست. متقارن و نامتقارن هسته برآوردگرهاي نماينده ترتيب

bias
(
R̂BS(t)

)
≈ R

′′
(t)

٢

(
n−١

١ t(١ − t) + b١q
٢
t f

٢
١ (qt)− n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qtf١(qt)
)

+
(b١ − b٢)

٢

(
qtf٢(qt) + q٢

t f
′

٢(qt)
)
,

به فوق عبارت b١ = b٢ ازاي به و است

bias
(
R̂BS(t)

)
≈ R

′′
(t)

٢

(
n−١

١ t(١ − t) + b١q
٢
t f

٢
١ (qt)− n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qtf١(qt)
)
, (۶ .٣)
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برابر F̂٢ و F̂١ براي کننده هموار پارامتر يکسان مقادير ازاي به R̂Lloyd(t) اريبي مي  شود. ساده

bias
(
R̂Lloyd(t)

)
≈ R

′′
(t)

٢
(
n−١

١ t(١ − t) + b١q
٢
t f

٢
١ (qt)

)
, (٣. ٧)

.(١٩٩٨ (لويد، است
و کرد توجه مسأله اين به بايد برآوردگر دو اريبي مقايسه براي بنابراين است. آن کننده هموار پارامتر از تابعي برآوردگر هر اريبي که کنيد دقت
هسته توابع در ترتيب به کننده هموار پارامترهاي b و h که کنيد فرض کرد. استفاده (٣. ٧) و (۶ .٣) روابط در يکسان کننده هموار پارامتر از
نشان مي   توان راحتي به صفر به همگرايي نرخ حسب بر است. نمونه حجم از تابعي کننده هموار پارامتر که کنيد دقت باشند. نامتقارن و متقارن

مي  شود. h٢
١ جايگزين b١ لويد، برآوردگر اريبي جمله در بنابراين h٢ = b که داد

جمله آنگاه R′′
(t) < ٠ يعني باشد محدب R(t) اگر که گرفت نتيجه و داد قرار بحث مورد را R̂Lloyd(t) اريبي جمله (١٩٩٨) لويد

نيست. برقرار R̂BS(t) برآوردگر مورد در مطلب اين اما باشد. R(t) = t جاييکه بجز است منفي هميشه (٣. ٧) رابطه در پرانتز درون
به که داد نشان مي   توان سادگي به آن بر علاوه نيست. منفي سيستماتيک اريبي داراي پيشنهادي برآوردگر لويد، برآوردگر خلاف بر بنابراين

داريم b١ = b٢ ازاي

bias
(
R̂BS(t)

)
≈ bias

(
R̂Lloyd(t)

)
− R

′′
(t)

٢
n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qtf١(qt).

اريبي از کمتر پيشنهادي برآوردگر اريبي آنگاه (R′′
(t) < ٠) باشد محدب R(t) اگر است، منفي R̂Lloyd(t) اريبي اينکه به توجه با

لويد برآوردگر از اريبي قدرمطلق برابر دو از بيشتر R
′′
(t)

٢
n−١

١ π− ١
٢ b

١
٢

١ qtf١(qt) عبارت مطلق قدر که حالتي بجز است لويد برآوردگر
باشد. R(t) = t اينکه يا باشد

داريم: (١٩٩٨ (لويد، R̂Lloyd(t) و R̂BS(t) برآوردگر دو واريانس مقايسه با

var
(
R̂BS(t)

)
≈ var

(
R̂Lloyd(t)

)
− π− ١

٢ qtf١(qt)
{
n−١

٢ b
١
٢

٢ R
′
(t) + n−١

١ R
′٢(t)b

١
٢

١

}
.

برآوردگر واريانس از کوچکتر يکنواخت صورت به پيشنهادي برآوردگر واريانس (R′
(t) ≥ ٠) است نزولي غير تابع يک R(t) که آنجا از

مختلف سناريوهاي گرفتن نظر در با عددي مطالعه يک در بعد بخش در مي شوند. تاييد نيز عددي مطالعات توسط نظري نتايج اين است. لويد
از ROC منحني برآوردگرهاي ديگر MISE از کوچکتر ملاحظه   اي قابل طور به پيشنهادي برآوردگر MISE که مي   دهيم نشان متنوع و

است. لويد برآوردگر جمله

عددي مطالعه ۴

(لويد، لويد برآوردگرهاي عملکرد با و شده داده نمايش شبيه  سازي مطالعه يک طريق از (B-S) پيشنهادي برآوردگر عملکرد بخش اين در
از برآوردگرها ديگر در پيشنهادي برآوردگر بجز است. شده مقايسه (٢٠٠٩ کارناموني، و (کولاچک K-K و (٢٠١۶ (پوليت، پوليت ،(١٩٩٨
شده برآورد داده  ها از درست  نمايي حداکثر روش از استفاده با آن پارامترهاي و شده استفاده برآوردگر در است. شده استفاده اپانچنيکو هسته تابع
در سرانجام است. شده استفاده (١٩٩۵) لگر و آلتمن پيشنهادي روش از پوليت و لويد برآوردگر دو در کننده هموار پارامتر انتخاب براي است.
که است شده سعي برآوردگر هر در است. شده انتخاب (٢٠٠٨) همکاران و هورووا پيشنهادي روش با کننده هموار پارامتر ،K-K برآوردگر

شود. حاصل آن عملکرد بهترين تا شود انتخاب بهينه روش به کننده هموار پارامتر
گرفته  ايم: نظر در را (F١(x), F٢(x)) توزيع توابع مختلف ترکيب  هاي شامل حالت پنج مطالعه اين در

(Beta(١, ١), Beta(٣, ١)) :١ حالت
(Gamma(١, ٢), Gamma(٣, ٢)) :٢ حالت

(Halfnormal(٠, ١), Halfnormal(١, ١)) :٣ حالت
(lognormal(٠, ١), lognormal(١, ١)) :۴ حالت

(Normal(۴, ١), Normal(۵, ١)) :۵ حالت
را حالت اين مي  شود. شامل را (−∞,∞) دامنه با توزيع تابع دو که نظر اين از است متفاوت حالت  ها ديگر از ۵ حالت که کنيد دقت
دو از تکرار ١٠٠ مورد هر در گرفتيم. نظر در هستند، محدود غير دامنه داراي زمينه  اي توزيع  هاي زمانيکه برآوردگرها عملکرد مشاهده براي
پارامترهاي حالت  ها، تمام در کرده  ايم. توليد توزيع دو از (n,m) = (٢٠٠, ٢٠٠) و (n,m) = (۵٠, ۵٠) متفاوت نمونه اندازه
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خطا مربعات انتگرال معيار از آنها کارايي مقايسه و برآوردگرها عملکرد ارزيابي منظور به شده  اند. برآورد درست نمايي حداکثر روش به مجهول
منحني برآورد ترتيب به i = ١, ٢, ٣, ۴ ازاي به R̂i(x) آن در که است شده استفاده ISEi =

∫ ١
٠

(
R̂i(t)−R(t)

)٢
dt

مي  زنيم. تقريب مجموع با را انتگرال ما عمل در مي  دهد. نشان K-K و Pulit لويد، ،B-S برآوردگر با را ROC
افزايش با مي  دهد. نشان مختلف نمونه اندازه دو ازاي به و ۵ تا ١ حالت  هاي براي تکرار ١٠٠ در را ISE معيار انحراف و ميانگين (١) جدول
دارد اين بر دلالت نتايج است. يافته کاهش توجهي قابل به صورت برآوردگرها تمام (MISE) تکرار ١٠٠ در ISE ميانگين نمونه، اندازه
براي را MISE (١) شکل است. ديگر برآوردگر سه از کمتر پيشنهادي برآوردگر MISE مختلف، نمونه هاي اندازه و حالات تمام در که
همواره مختلف نمونه  هاي اندازه به و توزيع توابع مختلف ترکيب  هاي تمام در ديد مي  توان که همانگونه است. کشيده تصوير به چهاربرآوردگر

است. ديگر برآوردگر سه MISE از کوچکتر پيشنهادي برآوردگر MISE

ببينيد. را متن جزئيات براي مختلف. نمونه اندازه دو ازاي به ROC منحني برآورد در برآوردگر چهار ISE معيار انحراف و ميانگين :١ جدول
۵ حالت ۴ حالت ٣ حالت ٢ حالت ١ حالت ×٣−١٠ برآوردگر نمونه اندازه

٣٫٧۵ ۶٫۴٠ ۶٫١٢ ۴٫٢۴ ۵٫٠٣ Mean لويد

۴٫٣١ ۵٫۶٧ ۶٫۴٢ ٣٫۴٨ ۴٫٩۵ std.

٣٫٧۵ ۵٫٨٣ ۶٫٠٩ ٣٫٣٠ ۵٫٠١ Mean K-K n= ۵٠

۴٫٣١ ۵٫٣٠ ۶٫۴٠ ٣٫٠۵ ۴٫٩٧ Std. m= ۵٠

۴٫٢٢ ۴٫٧٣ ۵٫۶۵ ۴٫۴٩ ۵٫۶٢ Mean پوليت

۴٫٢٨ ۶٫۵٨ ۵٫۶۶ ۵٫٢٠ ۵٫٧٠ Std.

٣٫۶٢ ۴٫٠۶ ۵٫٣۶ ٣٫٠٣ ٣٫٧۶ Mean B-S

۴٫٣٠ ۶٫٢٠ ۵٫٩٣ ٣٫۴٧ ۴٫٣٩ std.

١٫٢٩ ٢٫۴٧ ١٫٣٨ ١٫۵٧ ١٫۶۴ Mean لويد

١٫۵۵ ١٫٢۵ ١٫٣٩ ١٫١٣ ١٫۵٨ Std.

١٫٢٩ ١٫٨۴ ١٫٣٨ ١٫٣٧ ١٫۶٣ Mean K-K n= ٢٠٠

١٫۵۵ ١٫۶۶ ١٫٣٨ ١٫٠۴ ١٫۵۵ Std. m= ٢٠٠

١٫۴٢ ١٫٣١ ١٫١۴ ١٫١٧ ١٫۵٠ Mean پوليت

١٫۴٣ ١٫١١ ١٫٣٠ ١٫٠٣ ١٫٧١ Std.

١٫٢٠ ١٫١٢ ١٫٠۶ ١٫٠١ ١٫٢۴ Mean B-S

١٫۴٣ ١٫٠۵ ١٫٢٧ ١٫٠٣ ١٫۴۴ Std.
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اندازه دو براي B-S برآوردگر ( ) و پوليت برآوردگر ( ) ،K-K برآوردگر ( ) لويد، برآوردگر ( ) برآوردگر: چهار با ROC منحني برآورد در MISE نمودار :١ شکل
مختلف. نمونه

واقعي داده آناليز ۵
استفاده پيشنهادي برآوردگر عملکرد نمايش براي ١۴٢ صفحه (٢٠٠٩) همکاران و ژو از برگرفته واقعي داده مجموعه يک از بخش اين در
گيري اندازه بودن موثر مطالعه براي (١٩٨۵) همکاران و هانس توسط که است پزشکي تحقيق يک حاصل داده مجموعه اين است. شده
ضربه نتيجه بيني پيش براي وسيله   اي عنوان به جراحت از پس ساعت ٢۴ طي (CKBB (شاخص آنزيم ايزو CKBB نخاعي مغزي مايع
خوب نتيجه نهايت در بيمار ١٩ آنها ميان از و شده مغزي شديد ضربه دچار که هستند بيمار ۶٠ شامل داده  ها است. شده انجام مغزي، شديد
توانايي ارزيابي براي (٢٠٠٩) همکاران و ژو داشته  اند. ضعيف) بهبودي يا بهبود (عدم بد نتيجه که بيمار ۴١ و کامل) يا نسبي (بهبودي

کرده  اند. برآورد داده   ها اين براي را ROC منحني بيماران، در مغزي شديد ضربه نتيجه پيش بيني در CKBB شاخص
شکل در مي  دهد. نشان روش ۵ از استفاده با کننده) بيني پيش فاکتور عنوان (به CKBB شاخص براي را ROC منحني برآورد (٢) شکل
منحني K-K و لويد برآوردگر دو که است مشخص تجربي برآورد با مقايسه با است. مرزي اريبي داراي پوليت برآوردگر که است مشخص
قبل بخش در که لويد برآوردگر منفي اريبي بر مبني (١٩٩٨) لويد تئوري نتايج با مطلب اين مي  کنند. برآورد کم انتهايي نقاط در را ROC
صورت به را منحني تجربي، برآوردگر برخلاف و نيست برآوردي کم و مرزي اريب مشکل دراي B-S برآوردگر دارد. تطابق شد، اشاره آن به

مي  کند. برآورد هموار
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،( ) K-K برآوردگر ،( ) لويد برآوردگر ،( ) تجربي برآوردگر براوردگر: پنج از استفاده با CKBB شاخص براي ROC منحني برآورد :٢ شکل
( ) پيشنهادي برآوردگر و ،( ) پوليت برآوردگر

نتيجه گيري و بحث ۶

استفاده با F٢ و F١ زمينه   اي توزيع توابع برآورد پايه بر پيشنهادي روش شد. معرفي ROC منحني برآورد براي جديد رويکرد يک مقاله، اين در
مشخص همچنين داشت. آن سازگاري بر دلالت پيشنهادي برآوردگر مجانبي واريانس و اريبي آناليز است. سندرز برنام- نامتقارن هسته از
واريانس يکنواخت بطور لويد برآودگر با مقايسه در و نيست منفي سيستماتيک اريبي داراي پيشنهادي برآوردگر لويد برآوردگر برخلاف که شد
در پيشنهادي برآوردگر که داد نشان مي  شد، شامل را مختلف توزيع   هاي از متنوعي دامنه که شده انجام شبيه سازي  هاي نتايج دارد. کوچکتري
داده    ها زمانيکه خصوصا ROC منحني برآورد در مي   توان اساس اين بر است. کوچکتري ريسک داراي مرسوم برآوردگرهاي ديگر با مقايسه

کرد. موجود ناپارامتري برآوردگرهاي جايگزين را پيشنهادي برآوردگر هستند، مثبت
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Estimating Receiver Operating Characteristic Curve Using
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Abstract: Many researchers use the receiver operating characteristic curve (ROC) as a popular way of
displaying, evaluating and comparing the discriminatory accuracy of diagnostic tests. The most common
approach for estimating the ROC curve is using nonparametric kernel estimates in two parts, sensitivity
and specificity. Kernel estimators, however, at the beginning and end points of the data domain, known as
boundary points, have a slower convergence rate than other points in the domain and are not convergent to
the actual value of the probability distribution. This problem is known as the boundary problem. One way
to solve the boundary problem in kernel estimators is to use asymmetric kernels. This paper proposes a
new kernel estimator for the ROC curve based on the asymmetric Birnbaum-Saunders (B-S) kernel and the
asymptotic convergence of the proposed estimator is shown. In addition, the analytical superiority of the
proposed estimator over the corresponding symmetric kernel-type estimator is shown. The performance
of the proposed estimator is illustrated via a numerical study. The results show that the proposed estimator
outperforms the other commonly-usedmethods. The application of the proposedmethod to a set of medical
data is also presented.
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