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چکيده:
مهم ويژگي چند ابتدا مي پردازيم. بولي جبرهاي و يکاني مشبکه ي گروه هاي بين روابط بررسي به ما مقاله اين در
و مي کند القاء را بولي جبر يک يکاني، مشبکه ي گروه هر که مي بينيم ادامه در کرد. خواهيم ثابت را گروه هاي مشبکه
همه مشبکه ي گروه با القاء شده بولي جبر که مي کنيم ثابت نمونه به عنوان مي کنيم. بررسي را بولي جبر اين ويژگي چند
برخي در که ديد خواهيم هم چنين است. مشخصه توابع همه از متشکل اندازه، فضاي يک بر حقيقي مقدار اندازه پذير توابع

بود. خواهند بديهي بولي، جبرهاي اين حالات،

بولي. جبر ترتيبي، يکّه ي يکاني، مشبکه ي گروه مشبکه، گروه -جبر، MV کليدي: واژه هاي

06F20, 06D35, 03G10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
داد نشان هولدر ،١٩٠١ سال در است. بوده جهان بزرگ رياضي دانان توجه مورد بيستم قرن اوايل از مشبکه گروه هاي و مرتب جزئاً گروه هاي
هان، مانند رياضي داناني نيز آن از بعد سال هاي در .[٩] است يکريخت حقيقي اعداد از زيرگروه يک با ارشميدسي، مرتب کاملاً گروه هر که
مشبکه، گروه هاي تا کردند تلاش و پرداختند ريس فضاهاي و مشبکه گروه هاي ويژگي هاي بررسي به نيز هالند و کاديسون هاروي، کنراد،
، [٩] دهند نمايش شناخته شده، ريس فضاهاي يا و شناخته شده مشبکه گروه هاي از يکي به صورت را مشخص ويژگي هاي از سري يک با
گرفت. قرار بررسي مورد مونديچي جمله از رياضي داناني توسط نيز -جبرها MV و مشبکه گروه هاي بين رابطه هم چنين .[١۶] و [١٣]
طرفي از .[٢٠] است رسته اي يکريخت -جبرها، MV همه رسته ي با يکاني مشبکه ي گروه هاي رسته که داد نشان مونديچي که جايي تا
يک در که مي دانيم و [۵] شد معرفي چانگ توسط ميلادي ١٩۵٨ سال در که است بولي جبر مفهوم از تعميمي -جبر، -MV مفهوم
مشبکه ي «گروه مفهوم سه بنابراين .[۶] مي دهد بولي جبر يک تشکيل مشبکه، اعمال با همراه خودتوان، عناصر همه مجموعه -جبر، MV
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٣٧٣ يکاني مشبکه گروه يک با القاءشده بولي جبرهاي ويژگي هاي پيرامون

مربوط مباحث و رايانه علوم در مفاهيم اين کاربرد بيش ترين امروزه دارند. يکديگر با نزديکي رابطه بولي» «جبر و -جبر» MV » يکاني»،
[٢٣] ،[١۴] ،[٨] ،[۶] به بولي جبرهاي و -جبرها MV مقدماتي خواص و اصلي ويژگي هاي از اطلاع براي .[٨] است کوانتومي منطق به
و [١٩] گرفته اند قرار دانان رياضي بررسي مورد بولي جبرهاي و -جبرها MV و مشبکه گروه هاي نيز ايران کشور در شود. مراجعه [١٧] و
پژوهشگران از بسياري توجه مورد مشبکه گروه هاي و بولي جبرهاي روي بر توپولوژيکي ساختارهاي بررسي اخير، سال هاي در هم چنين .[٣]
باشند. سازگار جبري اعمال با که باشند به گونه اي بايد توپولوژي ها اين .[٢۴] و [٢٢] ،[٢١] ،[١۵] ،[١٨] است گرفته قرار جهان و ايران در

باشند. پيوسته توپولوژي ها اين تحت تتميم، يکتايي عمل و دوتايي عمل هاي که معنا بدين
گروه هاي خاص ويژگي هاي از برخي بولي، جبرهاي و مشبکه گروه هاي مقدماتي خواص بيان و پيش نيازها بيان از پس مقاله، اين در
بولي جبر يک يکاني، مشبکه ي گروه هر که ديد خواهيم سپس کرد. خواهيم اثبات زمينه اين در را گزاره چند و کرد خواهيم بررسي را مشبکه
از مي دهيم. قرار بررسي مورد را بولي جبر اين اساسي ويژگي هاي از برخي و مي کند القاء است، G در [٠, u] بازه از زيرمجموعه اي که را
ويژگي هاي از برخي يکاني، مشبکه ي گروه يک از القاء شده بولي جبر واقع در است. نظر مورد مشبکه ي گروه بهتر شناخت اين کار، فوايد جمله
روي بر مطالعه و آشنا زيرمجموعه هايي معمولاً يکاني، مشبکه ي گروه هاي در القاء شده بولي جبر طرفي، از دارد. به همراه را مشبکه گروه مهم
حقيقي مقدار اندازه پذير توابع همه مشبکه ي گروه به وسيله القاء شده بولي جبر که ديد خواهيم برهان ارائه با مثال به عنوان است. ساده تر آن ها
حقيقي دنباله هاي همه مشبکه ي گروه با القاء شده بولي جبر که ديد خواهيم هم چنين است، مشخصه توابع از متشکل اندازه، فضاي يک بر
همبند و فشرده هاسدورف، توپولوژي فضاي يک X اگر که ديد خواهيم هم چنين يک. و صفر مقادير با دنباله ها همه از است عبارت کران دار،
بود خواهد عضوي دو بولي جبر ،(X بر حقيقي مقدار پيوسته توابع (فضاي C (X) يکاني مشبکه ي گروه به وسيله القاء شده بولي جبر باشد،  
که کرد خواهيم ثابت نيز ادامه در بود. خواهد عضوي دو بولي جبر نيز مرتب کاملاً گروه يک با القاء شده بولي جبر هم چنين .({٠, ١} (يعني
خواهيم نشان نيز پايان در بود. خواهد آن از بسته زيرمجموعه يک آن، به وسيله القاء شده بولي جبر توپولوژيکي، يکاني مشبکه ي گروه يک در

بنگارند. متناظر بولي جبر به را متناظر بولي جبر مي توانند يکاني، مشبکه ي گروه هاي روي توابعي چه که داد

پيش نيازها و مقدمه ٢
است عبارت مشبکه گروه يک کرد. خواهيم استفاده آن ها از ادامه در که مي شويم يادآور را مقدماتي قضاياي و تعاريف از برخي بخش اين در
آن گاه ، x ≤ y اگر که معنا بدين است؛ پايا انتقال تحت که آن روي بر ≤ ترتيب رابطه يک به همراه گروه (يک مرتب جزئاً گروه يک از
دو مجموعه (سوپريمم باشد. اينفيمم و سوپريمم داراي آن، از متناهي زيرمجموعه هر که ( x+ z ≤ y + z گروه، در z عنصر هر براي
به مشبکه گروه هاي و مرتب جزئاً گروه هاي خواص از اطلاع براي مي دهيم). نمايش x ∧ y با را آن اينفيمم و x ∨ y با را x, y عضوي
عضو و مي دهيم نمايش G با به اختصار و مي گيريم نظر در آبلي همواره را (G,+,≤) مشبکه گروه ما اين جا در شود. مراجعه [١٢] منبع
نمايش G+ با کند، صدق ٠ ≤ x رابطه در که را x ∈ G عناصر همه مجموعه هم چنين مي شود. داده نمايش ٠ با همواره نيز خنثي

مي شود. ناميده مثبت عناصر مجموعه که مي دهيم

که به طوري شود يافت n طبيعي عدد ،x ∈ G هر براي هرگاه نامند، ترتيبي يکّه ي را G مشبکه گروه در u مثبت عنصر .٢. ١ تعريف
باشد. ترتيبي يکّه ي داراي که مشبکه گروه يک از است عبارت يکاني، -گروه ℓ يا يکاني مشبکه ي گروه يک هم چنين .x ≤ nu

ترتيبي يکّه ي به همراه G مانند مرتب جزئاً گروه يک از است عبارت مشبکه) لزوماً (نه يکاني گروه يک که است به ذکر لازم .٢. ٢ ملاحظه
البته .([١١] ر.ک. بيش تر اطلاع (براي کرد توليد جبري اعمال با و [٠, u] بسته بازه عناصر از استفاده با بتوان را گروه عناصر همه که u

مي پردازيم. يکاني مشبکه گروه هاي بررسي به مقاله اين در و است مقاله اين در ما بحث از خارج يکاني گروه هاي کلي حالت بررسي

ناميم مثبت همريختي يا ترتيبي همريختي يک را f : G → H گروهي همريختي آن گاه باشند، مشبکه G,Hگروه هاي اگر .٢. ٣ تعريف
f (x ∧ y) = f (x)∧ f (y) اگر ناميم، مشبکه گروه هاي همريختي را f همريختي هم چنين .f (G+) ⊆ H+ باشيم، داشته اگر

.f (x ∨ y) = f (x) ∨ f (y) و

هرگاه مي ناميم، -جبر MV يک را آن بر ∼ يکتايي عمل و ⊕ دوتايي عمل و ٠ مشخص عنصر با M غيرتهي مجموعه .۴ .٢ تعريف
باشند: برقرار زير موارد x, y, z ∈ M هر براي

.x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z (١)
.x⊕ y = y ⊕ x (٢)

.x⊕ ٠ = x (٣)
.∼ (∼ x) = x (۴)

.١⊕ x = ١ داريم ∼ ٠ = ١ که قرار اين با (۵)



٣٧٢- ٣٨٢ صفحه ،٣ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و کرمدوست ٣٧۴

.∼ (∼ x⊕ y)⊕ y =∼ (∼ y ⊕ x)⊕ x (۶)

ترتيبي بازه ي روي -جبر MV يک ،u ترتيبي يکّه ي داراي مشبکه گروه هر براي [۶] .۵ .٢ گزاره

[٠, u] = {x ∈ G : ٠ ≤ x ≤ u}

مي شوند: تعريف زير به صورت جبري اعمال آن در که مي شود ساخته

x⊕ y = (x+ y) ∧ u

و
∼ x = u− x.

مي دهند. نشان Γ (G, u) با را -جبر MV اين

-جبر MV يک ،[٠, u] بر بالا در تعريف شده اعمال با هم باز گيريم، به کار را u عنصر بودن مثبت شرط تنها اگر بالا گزاره در .۶ .٢ ملاحظه
هر ،(G, u) يکاني مشبکه گروه در که است به ذکر لازم ندارد. به همراه را G مشبکه گروه خواص همه -جبر، MV اين ولي مي شود، القاء
،G = G+ − G+ داريم G مشبکه گروه هر در چون و ( ۶ .٣ قضيه [١١] (ر.ک کرد توليد [٠, u] عناصر با مي توان را مثبت عنصر

کرد. توليد [٠, u] بازه عناصر با مي توان را G مشبکه گروه عنصر هر بنابراين

هر به ازاي ديگر به عبارت است. يکاني مشبکه ي گروه هاي همه رسته با يکريخت رسته اي به طور -جبرها MV رست� [٢٠] .٢. ٧ گزاره
-جبري اند. MV يکريخت Γ (G, u) و M که به طوري دارد وجود (G, u) مانند يکاني مشبکه ي گروه يک ، M مانند -جبر MV

،x, y ∈ M اگر که کرد تعريف صورت بدين مي توان آن بر را “ ⪯ ” جزئي ترتيب رابطه آن گاه باشد، MV-جبر يک M اگر
رابطه و بالا در تعريف شده ترتيب رابطه آن گاه ،M = Γ(G, u) اگر طرفي از .∼ x ⊕ y = ١ باشيم داشته هرگاه x ⪯ y آن گاه
و ((u− x) + y) ∧ u = u اگر تنها و اگر ∼ x⊕ y = u اين حالت در زيرا است. يکي G مشبکه گروه از رسيده به ارث ترتيب
ما باشد، نداشته وجود ابهام جايي که تا .(٢. ١. ٣ لم ،[۶] (ر.ک x ≤ y درنتيجه و u ≤ y − x+ u اگر تنها و اگر است، برقرار نيز اين

مي دهيم. نمايش ≤ با را ترتيب رابطه هاي همه

آن، در ٠ و ١ که مي دهد تشکيل توزيع پذير مشبکه يک بالا در تعريف شده ترتيب رابطه به همراه M مانند MV-جبر يک [۶] .٢. ٨ گزاره
مي شوند: تعريف زير به صورت آن بر “ ∧ ” و “ ∨ ” اعمال و آن اند عناصر کوچک ترين و بزرگ ترين به ترتيب

x ∨ y =∼ (∼ x⊕ y)⊕ y , x ∧ y =∼ (∼ x∨ ∼ y).

و x∧ y = ٠ اگر ناميم يکديگر متمم را x, y عنصر دو ،١ و ٠ عناصر بزرگ ترين و کوچک ترين با L مانند مشبکه يک در .٢. ٩ تعريف
. x ∨ y = ١

روشن و مي دهيم نمايش ¬x با آن را و است به فرد منحصر وجود صورت در x مانند عنصر هر متمم توزيع پذير، مشبکه يک در مي دانيم
. ¬ (¬x) = x که است

بولي عناصر متمم اند، داراي که را L از عناصري آن گاه باشد، ١ و ٠ عناصر بزرگ ترين و کوچک ترين با توزيع پذير مشبکه ي يک L اگر
. [۶] مي دهيم نمايش B (L) با و مي ناميم

معادل  اند. زير گزاره هاي آن گاه باشد، بالا) در شده گفته ترتيب رابطه ي با (همراه MV-جبر يک M اگر [۶] .٢. ١٠ گزاره
.x ∈ B (M) الف)
.x∨ ∼ x = ١ ب)

.x⊕ x = x ج)
.( y ∈ M هر (براي x⊕ y = x ∨ y د)

بولي جبرهاي همه شامل که است بولي جبر يک ” ∧ ” و ” ∨ ” دوتايي عمل دو با همراه که است M زيرجبر يک B (M) هم چنين
است. M در مشمول

داريم: n طبيعي عدد هر و x, y ∈ G هر براي ،G آبلي مشبکه گروه هر در [٧] .٢. ١١ گزاره

n(x ∨ y) = nx ∨ ny , n(x ∧ y) = nx ∧ ny.

که معنا بدين (۶ .۴٧ گزاره ،[٧] (ر.ک است نمايش پذير آبلي، مشبکه گروه هر که است توضيح به لازم بالا، گزاره مورد در .٢. ١٢ ملاحظه
مي شود. نتيجه مرجع) همين (در ١٠ .۴٧ گزاره از مستقيم به طور بالا گزاره حال، است. مرتب کاملاً گروه هاي از حاصل ضربي -زيرگروه ℓ
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بولي جبرهاي و مشبکه گروه هاي ٣
مي گيريم نظر در را زير مجموعه باشد. يکاني مشبکه ي گروه يک (G, u) کنيم فرض

B (G, u) = {x ∈ [٠, u] : (٢x) ∧ u = x} .

.B(G, u) ̸= ∅ بنابراين و {٠, u} ⊆ B (G, u) که مي شود ديده به راحتي

بولي جبر يک ∼ x = u− x يکتايي عمل و ∨ و ∧ اعمال به همراه B (G, u) مجموعه يکاني، مشبکه ي گروه يک در .٣. ١ قضيه
است.

مي شود. نتيجه ٢. ١٠ گزاره از مستقيم به طور اثبات.

بولي جبرهاي رسته و يکاني مشبکه ي گروه هاي رسته  بين رابطه آن، به کمک مي توان که است ازاين جهت بالا قضيه ي اهميت .٣. ٢ ملاحظه
است. بسته ⊕ عمل به نسبت B (G, u) لذا است، Γ (G, u) جبر زير يک B (G, u) چون داد. قرار بررسي مورد مستقيم به طور را

اين که يعني اين و .x⊕ y ∈ B (G, u) داشت: خواهيم ،x, y ∈ B (G, u) هر براي ازاين رو

(x+ y)∧u = x⊕ y = ٢(x⊕ y)∧u = ٢((x+ y)∧u)∧u = ٢(x+ y)∧ ٢u∧u = ٢(x+ y)∧u.

است. شده استفاده ٢. ١١ گزاره از تساوي، اين در

.x∧(u−x) = ٠ هرگاه نامند، مشخصه عنصر را x ∈ [٠, u] عنصر ،(G, u) يکاني مشبکه گروه در (١٢٧ (ص. [١٢] .٣. ٣ تعريف

باشد. مشخصه عنصر يک x اگر تنها و اگر ،x ∈ B(G, u) ،(G, u) يکاني مشبکه گروه در .۴ .٣ نتيجه

داشت: خواهيم آن گاه ،x ∈ B(G, u) اگر اثبات.

٠ = x− x = (٢x) ∧ u− x = x ∧ (u− x).

مي شود. ثابت مشابه به طريق نيز آن عکس

روي انقباض نگاشت هاي و مشبکه گروه يک در بولي جبر عناصر بين نزديکي رابطه که ديد مي توان فوق، نتيجه به توجه با .۵ .٣ ملاحظه
شود). ديده [١٠] بيش تر اطلاع (براي به عکس و است G روي انقباض يک کانون بولي، جبر اين عنصر هر دقيق تر، به طور دارد. وجود G

يکّه ي عنصر يک فقط و يک شامل ،G از زيرمجموعه اي به عنوان B (G, u) آن گاه باشد، يکاني مشبکه ي گروه يک (G, u) اگر .۶ .٣ لم
است. ترتيبي

مي دهيم نشان باشد. ترتيبي يکّه ي r ∈ B (G, u) کنيم فرض حال .u ∈ B (G, u) شد گفته اين از پيش که همان طور اثبات.
را اين کار .٢kr ∧ u = r داريم k ≥ ١ هر براي مي دهيم نشان ابتدا .u ≤ nr که دارد وجود n طبيعي عدد بنابراين .u = r
کنيم فرض است. برقرار تساوي k = ١ براي بنابراين .٢r ∧ u = r داريم است خودتوان r چون مي دهيم. انجام k روي استقراء با

داريم: .٢k+١r ∧ u = r مي دهيم نشان .٢kr ∧ u = r

٢k+١r ∧ u = ٢k+١r ∧ (٢u ∧ u) =
(
٢k+١r ∧ ٢u

)
∧ u = ٢

(
٢kr ∧ u

)
∧ u = ٢ (r) ∧ u = r.

اين که ،r ≤ u طرفي از .u ≤ nr ∧ u ≤ ٢kr ∧ u = r پس .٢k ≥ n که کنيم انتخاب طوري را k عدد است کافي حال
.u = r مي دهد نتيجه

.nx ∧ u = x ،n طبيعي عدد هر براي آن گاه ،x ∈ B(G, u) اگر .٣. ٧ نتيجه

مي آيد. به دست نتيجه شد، بيان ۶ .٣ لم اثبات در آن چه از مستقيم به طور اثبات.

نيستند. مقايسه قابل u و nx ،n > ١ طبيعي عدد هر براي آن گاه ،x ̸= ٠, u و x ∈ B(G, u) اگر .٣. ٨ نتيجه

براي حکم بنابراين، .x = u يا و x = ٠ اين که يعني اين و ٢x = ٢x∧ u = x آن گاه ،٢x ≤ u و x ∈ B(G, u) اگر اثبات.
لم بنابر و است ترتيبي يکّه ي نيز x آن گاه ،u ≤ nx اگر و nx ≰ u درنتيجه و ٢x ≤ nx آن گاه ،n > ٢ اگر است. برقرار n = ٢

.x = u داشت خواهيم ۶ .٣
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آن گاه باشد، يکاني مشبکه ي گروه يک (G, u) کنيم فرض .٣. ٩ نتيجه

B (G, u) ∩ {x ∈ [٠, u] : nx ≤ u,∀n ∈ N} = {٠} .

مي آيد. به دست ٣. ٨ نتيجه از مستقيم به طور اثبات.

بيان بالا قضيه اين حالت در نباشد. ارشميدسي (G, u) يکاني مشبکه ي گروه که مي شود آشکار زماني بالا قضيه اهميت .٣. ١٠ ملاحظه
باشند. بولي جبر از عنصري نمي توانند ،nx ≤ u ،n هر براي که x مانند مثبتي عناصر که مي کند

.B (G, u) = {٠, u} آن گاه باشد، يکاني مرتب کاملاً گروه يک (G, u) اگر .٣. ١١ نتيجه

مي آيد. به دست ٣. ٨ نتيجه از مستقيم به طور اثبات.

نيست. درست بالا نتيجه عکس که مي دهد نشان زير مثال

مي دهيم. نشان Cb (X) با را X روي کران دار و پيوسته حقيقي مقدار توابع مجموعه باشد، همبند توپولوژي فضاي يک X اگر .٣. ١٢ مثال
Cb(X) واقع (در است (X در x هر براي f (x) ≤ g (x) هرگاه f ≤ g ترتيب رابطه ي (با مشبکه گروه يک Cb (X) که مي دانيم
مي کنيم. بررسي آن براي را بالا نتيجه حال است). مقاله اين در ما بحث از خارج آن بررسي ولي است، مشبکه حلقه يک ترتيب، رابطه اين با
inf {f(x) : x ∈ X} > ٠ که f ∈ Cb(X) تابع هر که است لازم به ذکر البته ) مي گيريم نظر در ١ ثابت تابع را u ترتيبي يکّه ي

شرط در که X روي f مثبت پيوسته توابع همه مجموعه که مي بينيم است). ساده آن بررسي و است ترتيبي يکّه ي

f ∧ u = (٢f) ∧ u = f

معلوم به راحتي است، همبند X و پيوسته X روي f اين که به توجه با مي کنند. معرفي را B (Cb(X), ١) بولي جبر مي کنند، صدق
درحالي که ،B (Cb(X), ١) = {٠.u} يعني کنند؛ صدق شرايطي چنين در مي توانند f = ١ و f = ٠ توابع تنها که مي شود

باشد. نقطه اي تک X آنکه مگر نيست، مرتب کاملاً Cb(X)

حتي B (C(X), ١) اعضاي تعداد آن گاه باشد، ناهمبند X فضاي اگر است. ضروري همبندي شرط بالا، مثال در .٣. ١٣ ملاحظه
است. ناهمبند البته و فشرده زيرفضايي، توپولوژي با X آن گاه ،X =

{ ١
n

}∞
n=١ ∪ {٠} اگر مثال، به عنوان باشد. نامتناهي مي تواند

که است بديهي و مي کنيم تعريف x ̸= ١
k

اگر fk(x) = ٠ و fk( ١k ) = ١ به صورت X بر را fk تابع k طبيعي عدد هر براي
.{fk}∞k=١ ⊆ B (C(X), ١)

کنيم فرض مثال به عنوان است. ترتيبي يکّه ي وجود تضمين براي توابع، براي کران داري شرط بالا، مثال در .١۴ .٣ ملاحظه
نيز بي کران توابع شامل C(X) که مي بينيم نخست ندارد. ترتيبي يکّه ي C(X) که مي دهيم نشان .X = (٠, ١) ⊆ R
X روي را g تابع اگر حال باشد. بي کران بايد آن گاه باشد، آن ترتيبي يکّه ي u مانند تابعي اگر بنابراين .(f(x) = ١

x
مثال (به عنوان است

.g ≰ ku ،k مثبت عدد هر براي اين که دوم و است بي کران g ∈ C(X) نخست آن گاه کنيم، تعريف ،g(x) = (u(x))٢ به صورت
نيست. ترتيبي يکّه ي u بنابراين

X روي حقيقي مقدار کران دار اندازه پذير توابع همه مجموعه Mb (X) و باشد اندازه فضاي يک (X,Λ, λ) کنيم فرض .١۵ .٣ مثال
به همراه واقع (در است آبلي گروه يک توابع، نقطه اي جمع با همراه Mb (X) که مي دانيم اندازه پذير توابع ابتدايي خواص به توجه با باشد.
جا) همه (تقريباً f (x) ≤ g (x) هرگاه f ≤ g به صورت Mb (X) بر را “ ≤ ” رابطه اگر است). برداري فضاي يک اسکالر ضرب
ديگر، به عبارت است. آن ترتيبي يکّه ي ١ ثابت تابع و است مشبکه گروه يک Mb (X) که مي بينيم ساده بررسي يک با آن گاه کنيم، تعريف
B (Mb (X) , ١) از χEعضوي مشخصه تابع ،E ∈ Λ مجموعه هر براي هم چنين است. يکاني مشبکه ي گروه يک (Mb (X) , ١)

مي کنيم. بيان را زير قضيه اين باره در است.

.B (Mb (X) , ١) = {χE : E ∈ Λ} داريم (X,Λ, λ) اندازه فضاي براي .١۶ .٣ قضيه

داريم: x ∈ E اگر ،E ∈ Λ هر براي اثبات.

(٢χE (x)) ∧ ١ = ٢ ∧ ١ = ١ = χE (x)

آن گاه ،x /∈ E اگر و
(٢χE (x)) ∧ ١ = ٠ ∧ ١ = ٠ = χE (x)



٣٧٧ يکاني مشبکه گروه يک با القاءشده بولي جبرهاي ويژگي هاي پيرامون

هر براي تقريباً .f ∈ B (Mb (X) , ١) کنيم فرض حال .χE ∈ B (Mb (X) , ١) بنابراين صفر). اندازه با مجموعه اي بر (مگر
داشت: خواهيم x ∈ X

(٢f (x)) ∧ ١ = f (x) , ٠ ≤ f (x) ≤ ١.

آن گاه ،٢f (x) ≤ ١ اگر .٢f (x) > ١ يا و ٢f (x) ≤ ١ يا اين صورت در .f (x) ̸= ٠ فرض کنيم

f (x) = ٢f (x) ∧ ١ = ٢f (x) .

f (x) = ٢f (x) ∧ بنابراين .٢f (x) > ١ کنيم فرض حال، .f (x) = ٠ مي دهد نتيجه اين که f (x) = ٢f (x) بنابراين
مي دهيم: قرار بگيرد. به خود را و١ ٠ مقادير مي تواند فقط f (x) اين که يعني اين و f (x) = ١ ازاين رو ،١ = ١

E = {x ∈ X : f (x) = ١} .

.f = χE لذا و است X از اندازه پذير زيرمجموعه يک E اين صورت در

.B(Cb(X), ١) = {χE : است بسته و باز زيرمجموعه يک E} آن گاه باشد، توپولوژي فضاي X اگر .٣. ١٧ نتيجه

مي آيد. به دست مستقيم به طور بالا، مثال استدلال همانند اثبات.

مي دهد. نشان را Cb(X) با القاءشده بولي جبر ساختار با توپولوژي فضاي يک همبندي رابطه نيز زير نتيجه

اگر تنها و اگر است، همبند X توپولوژي فضاي .٣. ١٨ نتيجه

B(Cb(X), ١) = {٠, u} .

نيز آن عکس آيد. مي به دست حکم ٣. ١٧ نتيجه از لذا همبندند، مولفه هاي تنها ∅, X اين که به توجه با آن گاه باشد، همبند X اگر اثبات.
مي شود. نتيجه مستقيم به طور

دقيق تر (به طور مي ناميم. M را فضا اين است. گروه يک مولفه اي، جمع عمل با کران دار حقيقي دنباله هاي فضاي که مي دانيم .٣. ١٩ مثال
براي هرگاه (ai) ≤ (bi) ،M در (bi) و (ai) عضو دو هر براي مي گيريم. نظر در M روي را زير ترتيبي رابطه .( M = Cb(N)
يعني بالا عضو دو هر اينفيمم زيرا مي شود. تبديل مشبکه گروه يک به ترتيب رابطه ي اين با M گروه باشد. برقرار ،ai ≤ bi نامساوي ،i هر
چون مي شود. گروه اين از عضوي نيز، عضو دو هر سوپريمم مشابه به طور بود. خواهد گروه اين از عضوي (ai) ∧ (bi) = (ai ∧ bi)
B (M, ١) بولي جبر که ديد مي توان ١۶ .٣ قضيه به باتوجه است. آن ترتيبي يکّه ي (١) ثابت دنباله ي است. کران دار گروه اين دنباله هر
متمم (ai), (bi) ∈ B (M, ١) دنباله دو اگر که است لازم به ذکر ١اند. و ٠ شامل فقط آن ها مقادير که است دنباله هايي مجموعه با برابر

.aibi = ٠ و ai + bi = ١ ،i هر براي آن گاه باشند، يکديگر

توپولوژي به همراه (G, u) يکاني مشبکه ي گروه يعني باشد. توپولوژيکي يکاني مشبکه ي گروه يک (G, u, τ) که کنيم فرض حال
کرد. خواهيم بيان را B (G, u) توپولوژيکي ويژگي يک زير در .[٢] باشند پيوسته آن تحت مشبکه ا   ي، اعمال که آن روي τ گروهي

است. بسته ،G زيرمجموعه به عنوان B (G, u) بولي جبر ،(G, u, τ) توپولوژيکي يکاني مشبکه ي گروه يک در .٣. ٢٠ قضيه

اين به .x ∈ B (G, u) که دهيم نشان است کافي باشد. x ∈ G به همگرا و B (G, u) در تور يک {xi}i∈I کنيم فرض اثبات.
توجه با حال .x ∈ [٠, u] لذا است، بسته -توپولوژي ℓ هر به نسبت [٠, u] بازه اين که به توجه با .٢x∧ u = x مي دهيم نشان منظور

داريم: اينفيمم دوتايي عمل پيوستگي به

(٢x) ∧ u = (٢limi∈Ixi) ∧ u = (limi∈I٢xi) ∧ u = limi∈I(٢xi ∧ u) = limi∈Ixi = x

مي شود. تمام برهان و

. مي کنيم بررسي را مشبکه گروه هاي به وسيله توليدشده بولي جبرهاي و مشبکه اي همريختي رابطه زير، در

مشبکه گروه هاي همريختي يک ϕ : G → H و مشبکه گروه  يک H و يکاني مشبکه گروه يک (G, u) کنيم فرض .٣. ٢١ قضيه
مي نگارد. B (ϕ(G), ϕ(u)) از بولي جبر زير يک به را B (G, u) بولي جبر ،ϕ اين صورت در باشد.
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ϕ(x) ≤ nϕ(u) آن گاه ،n ∈ N ،x ≤ nu و x ∈ G اگر هم چنين است. H از مشبکه زيرگروه يک ϕ(G) که است روشن اثبات.
آن گاه ،x ∈ B (G, u) اگر حال، است. ϕ(G) در ترتيبي يکّه ي v = ϕ(u) لذا و

٢ϕ(x) ∧ v = ϕ(٢x) ∧ ϕ(u) = ϕ(٢x ∧ u) = ϕ(x)

∼ x∧y ∈ B (G, u) داريم x, y ∈ B (G, u) هر براي هم چنين .ϕ (B (G, u)) ⊆ B (ϕ(G), v) که مي دهد نشان اين و
درنتيجه و

ϕ(∼ x ∧ y) = ϕ((u− x) ∧ y) = (ϕ(u)− ϕ(x)) ∧ ϕ(y) =∼ ϕ(x) ∧ ϕ(y).

است. B (ϕ(G), ϕ(u)) زيرجبر يک ϕ (B (G, u)) اين که يعني اين و ∼ ϕ(x) ∧ ϕ(y) ∈ ϕ (B (G, u)) بنابراين

مورد در قضيه اين و است الزامي باشد، مشبکه گروه هاي همريختي f تابع اين که شرط بالا، قضيه در که مي دهيم نشان زير مثال در
نيست. برقرار مثبت گروهي همريختي هاي

ترتيب رابطه (با مي گيريم نظر در را C (X) مشبکه گروه و باشد زيرفضايي توپولوژي با X = [٠, ٣ ]∪[ ۴, ۵] کنيم فرض .٣. ٢٢ مثال
مي کنيم: تعريف زير به صورت را S : C (X) → R تابع نقطه اي).

S (f) =

∫
X

f (x) dx.

عدد هر و C (X) در ترتيبي يکّه ي به عنوان را يک ثابت تابع حال . است مثبت همريختي يک S که مي دهد نشان ساده بررسي يک
Mb (X) از مشبکه زيرگروه يک C (X) که واقعيت اين و ١۶ .٣ قضيه به توجه با . باشد مي تواند R در ترتيبي يکّه ي نيز r > ٠
و اگر است، پيوسته χE مي دانيم، که همان طور و χEاند مانند مشخصه توابع B (C (X) , ١) بولي جبر عناصر که ديد مي توان است،
،٣. ١١ به باتوجه طرفي از باشد. ∅ يا و [٠, ٣] ،[۴, ۵] ،X مجموعه هاي از يکي مي تواند فقط E درنتيجه باشد. بسته و باز E اگر فقط

داريم: و مي گيريم نظر در را χ [٠,٣], χ [۴,۵] ∈ B (C (X) , ١) مشخصه توابع حال .B (R, r) = {٠, r} که مي دانيم

S
(
χ [٠,٣]

)
=

∫
[٠,٣]

١dx = ٣, S
(
χ[۴,۵]

)
=

∫
[۴,۵]

١dx = ١

نيست. بولي جبر يک S(B (C (X) , ١) که مي دهد نشان اين و

B(G, v) به B(G, u) از بولي جبرهاي يکريختي يک آن گاه باشند، ترتيبي يکّه ي u, v ∈ G و مشبکه گروه يک G اگر .٣. ٢٣ گزاره
دارد. وجود

ضابطه با G روي را h نگاشت مي گيريم. ثابت را n عدد .v ≤ nu که دارد وجود n طبيعي عدد آن گاه باشد، ترتيبي يکّه ي u اگر اثبات.
نخست مي کند. القاء B(G, v) به B(G, u) از بولي جبرهاي يکريختي يک h که مي دهيم نشان مي کنيم. تعريف h(x) = nx∧ v

هم چنين و ٠ ≤ h(x) ≤ v داريم: x ∈ B(G, u) هر براي هم چنين .h(u) = v و h(٠) = ٠ که مي بينيم

٢h(x) ∧ v = ٢(nx ∧ v) ∧ v = ٢nx ∧ v = ٢nx ∧ nu ∧ v = n(٢x ∧ u) ∧ v = nx ∧ v = h(x)

ديگر به عبارت يا و h(x) = h(y) و x, y ∈ B(G, u) کنيم فرض بودن، يک به يک اثبات براي .h(x) ∈ B(G, v) يعني اين و
باتوجه مي گيريم). ثابت نيز را k (عدد u ≤ kv که دارد وجود k طبيعي عدد لذا است، ترتيبي يکّه ي نيز v چون .nx ∧ v = ny ∧ v

داريم: ٣. ٧ نتيجه به

x = x∧u = knx∧u ≤ knx∧kv = k(nx∧v) = k(ny∧v) ≤ k(ny∧nu) = kn(y∧u) = kny.

درنتيجه .y ≤ knx داشت خواهيم مشابه استدلال با و x ≤ kny بنابراين

x = x ∧ u ≤ kny ∧ u ≤ k٢n٢x ∧ u = x.
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نخست .h(ky ∧ u) = y مي دهيم نشان ،y ∈ B(G, v) اگر است. پوشا h که مي دهيم نشان حال، .x = kny ∧ u = y لذا
داريم:

٢(ky ∧ u) ∧ u = ٢ky ∧ u = ٢ky ∧ (u ∧ kv) = (٢ky ∧ kv) ∧ u = k(٢y ∧ v) ∧ u = ky ∧ u

که مي بينيم دوم .ky ∧ u ∈ B(G, u) مي دهد نشان اين که

h(ky ∧ u) = n(ky ∧ u) ∧ v = nky ∧ (nu ∧ v) = nky ∧ v = y.

است. شده استفاده ٣. ٧ نتيجه از هم باز آخر، تساوي در

که است ممکن نيز کلي حالت در نيست. Γ(G, v) به Γ(G, u) از يکريختي يک لزوماً h نگاشت بالا، گزاره در .٢۴ .٣ ملاحظه
که است روشن و ترتيبي اند يکّه هاي ٣،١ اعداد Z مشبکه گروه در مثال به عنوان نباشند. -جبري MV يکريخت Γ(G, v) و Γ(G, u)

آورد. خواهيم اين باره در را ديگري مثال زير در نيستند. -جبري MV يکريخت Γ(Z, ٣) و Γ(Z, ١)

که است روشن مي گيريم. درنظر را مختصاتي) ترتيب رابطه و مختصاتي جمع عمل (با G = Z × R مشبکه گروه .٢۵ .٣ مثال
MV يکريختي يک h : Γ(G, u) → Γ(G, v) نگاشت کنيم فرض Gاند. در ترتيبي يکّه هاي v = (٣, ٣) و u = (١, ١)
که باشد چنان x = (n, r) ∈ Γ(G, u) کنيم فرض مي گيريم. نظر در را y = (١, ١) ∈ Γ(G, v) عنصر باشد. -جبري
طرفي از .x⊕ x = (n, ٢r ∧ ١) داشت خواهيم همواره لذا و n ∈ {٠, ١} هم چنين و ٠ ≤ r ≤ ١ اين صورت در .h(x) = y
.∼ y = (٢, ٢) = y ⊕ y داريم: Γ(G, v) در هم چنين .ń ̸= n و ń ∈ {٠, ١} آن در که ∼ x = (ń, ١ − r) داريم:

بنابراين
h((n, ٢r ∧ ١)) = h(x⊕ x) = h(x)⊕ h(x) = y ⊕ y = (٢, ٢) =∼ y =

∼ h(x) = h(∼ x) = h((ń, ١− r))

است. تناقض که n = ń لذا است، يک به يک h فرض طبق چون و

ترتيبي يکّه دو هر براي Γ(G, v) و Γ(G, u) جبرهاي -MV خاص، يکاني مشبکه گروه هاي برخي در که مي دهيم نشان زير در
جبري اند. -MV يکريخت ،u, v

و Γ(G, u) آن گاه باشند، G = Cb(X) يکاني مشبکه گروه در ترتيبي يکّه هاي u, v و توپولوژي فضاي يک X اگر .٢۶ .٣ قضيه
جبري اند. -MV يکريخت Γ(G, v)

نگاشت اثبات.
h : Γ(G, u) → Γ(G, v)

مثال به توجه با که است لازم به ذکر است. جبرها -MV يکريختي h که مي دهيم نشان و مي کنيم تعريف h(f) = v

u
f به صورت را

،٠ ≤ f ≤ u اگر هم چنين .h ∈ Cb(X) درنتيجه و است کران دار و پيوسته نيز آن ها وارون لذا صفرند از دور همواره u, v توابع ،٣. ١٢
،f ∈ Γ(G, v) اگر است. ساده نيز h بودن يک به يک بررسي است. خوش تعريف نگاشت اين پس .v

u
f ≤ v لذا و fv ≤ uv آن گاه

هم چنين مي دهد. نشان را h نگاشت بودن پوشا اين و h(u
v
f) = f و u

v
f ∈ Γ(G, u) آن گاه

h(∼ f) =
v

u
(u− f) = v − v

u
f =∼ h(f).

داريم: .h(f ⊕ g) = h(f)⊕ h(g) مي دهيم نشان حال

h(f ⊕ g) =
v

u
((f + g) ∧ u) = (

v

u
f +

v

u
g) ∧ v = (h(f) + h(g)) ∧ v = h(f)⊕ h(g).

مقادير ،x ∈ X هر براي که بدين صورت است. شده استفاده حقيقي اعداد مرتب حلقه خواص از بالا، در دوم تساوي در که است لازم به ذکر
داريم: و Rند در همگي ،h(v(x)) و f(x), g(x), u(x)

v(x)

u(x)
(f(x) + g(x)) ∧ u(x) = (

v(x)

u(x)
f(x) +

v(x)

u(x)
g(x)) ∧ v(x).
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Abstract: In this work we study the relations between Boolean algebras and unital lattice-ordered groups.
At first we prove some main results about the properties of lattice-ordered groups. Then we see that
every unital lattice-ordered groups induces a Boolean algebra and we investigate some properties of the
Boolean algebra. For instance, we prove that the Boolean algebra induced by the lattice-ordered group of
all measurable real valued functions on a measure space, consists of all characteristic functions. We also
see that in some cases, these Boolean algebras are trivial.
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