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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۴٣٨٣- ٠١ ص ،٣ شماره ،١٢ دوره ،١۴٠١ سال

آن: متناظر خودبازگشتي گسسته مقدار مدل و وايبل متوازن گسسته توزيع
COVID-19 از ناشي فوت شمارشي داده هاي آناليز و برآورد ويژگي ها،

جامخانه بالوئي عزت االله ،* ديري عين االله بالادزايي، حسيني محبوبه سيده

ايران قائمشهر، اسلامي، آزاد دانشگاه قائمشهر، واحد آمار، گروه

ترابي حمزه مسئول: دبير

١۴٠١/۵/٢٢ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/١/١٩ دريافت: تاريخ

جزئي گشتاورهاي حافظ که متوازن گسسته توزيع روش اساس بر وايبل جديد گسسته توزيع معرفي به مقاله اين در چکيده:
توزيع پراکندگي انواع و جديد توزيع آماري ويژگي هاي برخي مي پردازيم. است، توزيع ها پيوسته و گسسته نسخه دو بين
مدل وايبل، متوازن گسسته جديد نسخه معرفي بر علاوه مي گردد. ارائه پارامترها از گوناگوني انتخاب هاي اساس بر مدنظر
برآورد مختلف روش هاي بررسي به و مي نماييم ارائه را مدنظر گسسته توزيع از نوفه هايي با مقدار گسسته خودبازگشتي
ازبکستان، و مالاوي کوبا، کشورهاي در COVID-19 از ناشي فوت داده هاي از استفاده با مي پردازيم. مدل پارامترهاي
کلاسيک گسسته مقدار خودبازگشتي مدل هاي برخي با مقايسه در واقعي داده هاي برازش در جديد فرايند کارايي بررسي به
نيز واقعي داده هاي اساس بر غربال، بوت استرپ و کلاسيک رويکرد دو از استفاده با فرايند پيش بيني پايان در مي پردازيم.

مي شود. بررسي
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مقدمه ١
توجه مورد علوم مختلف شاخه هاي در مدل ها اين وسيع کاربرد دليل به شمارشي رويدادهاي مدل سازي و گسسته توزيع معرفي اخير، سال هاي در
شرکت هاي تعداد بيمه، در خسارت به منجر حوادث تعداد مانند واقعي پديده هاي در شمارشي متغيرهاي است. شده واقع محققين از بسياري
پيوسته احتمال مدل هاي مي شود. مشاهده غيره و پزشکي در سرطاني سلول هاي تعداد زمين شناسي، در زلزله ها تعداد اقتصاد، در زيان ده
داده هاي مدل سازي منظور به گسسته توزيع هاي بنابراين، دهند. ارائه گسسته داده مجموعه هاي از برخي براي را مناسبي برازش نمي توانند
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انواع مدل سازي به قادر نيز کلاسيک گسسته توزيع هاي متأسفانه، مي شوند. جايگزين غيره و هندسي پواسون، دوجمله اي، مانند شمارشي،
يا بيش پراکنده داده هاي روي بر نمي توان را پواسون توزيع مي باشد، محدود دامنه داراي جمله اي دو توزيع مثال، عنوان به نمي باشند. داده ها
توزيع هاي از برخي رو، اين از دهد. پوشش را ثابت غير خطر نرخ تابع با داده ها مجموعه  نمي تواند نيز هندسي توزيع و کرد اعمال کم پراکنده

مي شوند. ارائه مختلف گسسته سازي روش هاي طريق از توزيع ها، کلاسيک نسخه اساس بر جديد، گسسته
در بقا تابع روش، اين در است. بقا تابع گسسته سازي روش کارگيري به گسسته، احتمال توزيع هاي معرفي در پرکاربرد روش هاي از يکي
مي توان بقا، گسسته سازي روش اساس بر شده ارائه گسسته توزيع هاي از نمونه عنوان به مي ماند. باقي ثابت گسسته و پيوسته نسخه هاي بين

نمود. اشاره [١۵] معکوس کومارسائومي گسسته و [١٠] گاما گسسته ،[٢٣] رايلي گسسته ،[٢٢] نرمال گسسته توزيع به
مي ماند. باقي ثابت گسسته و پيوسته نسخه بين ميانگين تابع که کرد معرفي را ميانگين حافظ سازي گسسته روش [١۴] هاگمارک
نمايش با (BD) متوازن گسسته روش نام به جزئي گشتاور حفظ بر مبتني جديد گسسته سازي رويکرد يک [٢۶] همکاران و تويسده اخيرا
ويژگي هاي از کردند. معرفي فرعي مدل يک عنوان به را گاما متوازن گسسته توزيع آن ها کرد. معرفي پراکندگي مختلف انواع و ساده تصادفي

مي باشد. پراکندگي مختلف انواع براي توزيع شمول ،BD روش اساس بر گسسته توزيع  کاربردي
بررسي پيرامون اجتماعي و آماري پزشکي، مختلف دانشمندان توسط گسترده اي تحقيقات ،COVID-19 همه گير بيماري شيوع به نظر
محققين حالي که در است. شده انجام COVID-19 از ناشي بيمارستان در ويژه مراقبت هاي بخش در بستري يا ميرها و مرگ مبتلايان، تعداد
پيش بيني هاي و تحليل ها ارائه بر داده علوم محققين و آماردانان ديگر جبهه اي از کرده اند، تمرکز واکسن ها توسعه بر خاص طور به پزشکي علوم
غيرخطي رشد مدل هاي به مي توان مثال، عنوان به است. شده ارائه اخير مقالات در COVID-19 داده هاي از مدل چندين کوشيدند. کارامد
توزيع بسط با COVID-19 مدل ،[١٣] آميخته همگن جامعه در COVID-19 قطعي اپيدمي مدل ،[١] عراق در COVID-19 براي،
نرمال توزيع هاي اساس بر COVID-19 موارد بيني پيش و خودبازگشتي زماني سري هاي مدل سازي ،[١٩] سومالي در لجستيک لگ مماس
گاما-وايبل توزيع به توجه با را گاما شده توليد توزيع از خانواده اي [٢١] همکاران و پوررضا اخيرا نمود. اشاره [١٧] دوتکه اي آميخته مقياس

دادند. نشان را سارلند در COVID-19 داده مجموعه برازش در جديد توزيع کاربرد و کردند ارائه
اهميت از زماني سري رويکردهاي کاوش لذا مي شوند، جمع آوري متوالي زمان هاي اساس بر COVID-19 متغيرهاي که آنجايي از
در که است (INAR) گسسته مقدار خودبازگشتي مدل شمارشي، زماني سري هاي براي کاربردي مدل هاي از يکي است. برخوردار بسزايي
است شده معرفي رقيق ساز عملگر اساس بر (INAR(1)) اول مرتبه گسسته مقدار خودبازگشتي فرايند مي رود. کار به علوم مختلف شاخه هاي
آن موازات به و مختلف رقيق ساز عملگرهاي ارائه پيرامون جامعي مطالعات است. يافته گسترش مختلف جنبه هاي در اخير سال هاي در که
INAR(1) مدل هاي عنوان به است. شده انجام آن، نوفه هاي و فرايند حاشيه اي مختلف توزيع هاي هم چنين و جديد INAR مدل هاي
توزيع ،[۵] هندسي و منفي دوجمله اي حاشيه اي توزيع هاي با ،[٢] پواسون حاشيه اي توزيع با INAR(1) مدل هاي به مي توان ، پيشگام
و [۴] تبديل يافته پواسن-نمايي توزيع از نوفه هاي ، [٩] بل توزيع از نوفه هايي با INAR(1) مدل هاي ،[۶] تعميم يافته پواسون حاشيه اي
شما توسط COVID-19 هاي داده مجموعه براي INAR(1) سازي مدل جديد مقالات برخي نمود. اشاره [٧] سارمانوف توزيع با نوفه هاي

است. شده بررسي [١١] همکاران و چاتوپادياي و [٢٧] ترياکا و ترياکا ،[٢۴] همکاران و
پرکاربرد و معروف توزيع از است. انعطاف پذير و برجسته هاي ويژگي با جديد گسسته توزيع يک معرفي به معطوف مقاله اين اصلي هدف
وايبل متوازن گسسته توزيع نام به وايبل احتمال توزيع از گسسته اي نسخه و استفاده متوازن گسسته سازي روش در پايه توزيع عنوان به وايبل

مي نماييم. معرفي را
توزيع دارد. برتري  گسسته توزيع هاي از بسياري با مقايسه در که مي دهد نشان را منعطفي ويژگي هاي وايبل، متوازن گسسته توزيع
را همسان) و کم پراکندگي بيش پراکندگي، شامل پراکندگي از مختلفي انواع توزيع، پارامترهاي مختلف انتخاب اساس بر وايبل، متوازن گسسته
داده هاي مختلف انواع مدل سازي در و برمي گيرند در را پراکندگي از حالت يک تنها کلاسيک، توزيع هاي از بسياري حالي که در مي شود. شامل
در توزيع اين و مي دهد نشان را منعطفي خطر نرخ و احتمال جرم تابع وايبل متوازن گسسته توزيع ديگر، سوي از مي باشند. محدود واقعي
با INAR(1) فرايندهاي بررسي و معرفي رو، اين از دارد. کارايي تک مدي، و نزولي) يا (صعودي يکنوا خطر نرخ با داده هايي مدل سازي
نوآوري هاي اساس بر را منعطفي INAR(1) مدل لذا، مي باشد. برخوردار ويژه اي جايگاه از وايبل، متوازن گسسته توزيع از نوفه هايي از استفاده
مي شود. داده نشان COVID-19 داده هاي مجموعه از برخي توسط پيشنهادي مدل کارايي هم چنين، مي کنيم. ارائه وايبل متوازن گسسته
بهتري بسيار برازش معيارهاي زيرا مي شود، محسوب کلاسيک شمارشي مدل هاي براي اصلي رقيب يک عنوان به مدنظر INAR(1) فرايند

مي کند. ارائه COVID-19 داده هاي مجموعه مدل سازي در را
معرفي آن متناظر گسسته  مقدار خودبازگشتي فرايند و وايبل متوازن گسسته توزيع ،٢ بخش در مي باشد. زير شرح به مقاله کلي ساختار
درستنمايي حداکثر رويکرد سه از استفاده با مدنظر فرايند پارامترهاي برآورد است. برخوردار کاربردي و منعطف ويژگي هاي از که است شده
مختلف روش هاي شده، شبيه سازي نمونه هاي از استفاده با ،۴ بخش در است. شده ارائه ٣ بخش در يول واکر و شرطي مربعات کمترين شرطي،
از ناشي فوت واقعي داده هاي برازش در جديد فرايند قابليت بررسي به ،۵ بخش در پايان در است. شده بررسي آن ها کارايي و محاسبه برآورد
باقيمانده هاي آناليز از استفاده با مدل کفايت هم چنين و است شده پرداخته کلاسيک INAR(1) مدل هاي ساير با مقايسه در ،COVID-19

است. شده ارائه فرايند پيش بيني هاي بوت استرپ، و کلاسيک رويکرد دو با و داده نشان پيرسن
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جديد مقدار گسسته خودبازگشتي فرايند و وايبل متوازن گسسته توزيع ٢
بر و متوازن گسسته سازي روش روي به تمرکز با بخش اين در است. شده معرفي [٢۶] همکاران و تويسده توسط متوازن گسسته سازي روش
وايبل متوازن گسسته توزيع از نوفه هاي با را جديدي گسسته مقدار خودبازگشتي فرايند متعاقبا و جديدي گسسته توزيع وايبل، پايه توزيع اساس

مي نماييم. معرفي (BDW)
مي گردد ارائه زير صورت به وايبل (HRF) خطر نرخ تابع و (CDF) تجمعي توزيع تابع ، (PDF) احتمال چگالي تابع
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مي باشد. صعودي y به نسبت وايبل توزيع HRF تابع بنابراين،
مي شود داده نشان زير صورت به ترتيب به وايبل توزيع واريانس و رياضي اميد
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مي شود. تعريف Γ(t) =
∫∞

٠ xt−١e−tdx = (t− ١)! صورت به و گاما تابع Γ(t) آن در که
.[٢۶] مي نماييم ارائه را متوازن گسسته سازي روش اوليه مفاهيم برخي بخش ، اين در

متوازن گسسته سازي روش اساسي مفاهيم ٢. ١
را کامل پيوستار يک مشاهده اي هيچ واقع، در دارد. کاربرد نيز پيوسته متغير اندازه گيري در حتي که است جامع روشي گسسته سازي، روش
شده مشاهده مقادير همه تقريبا که نمود ادعا مي توان اين رو، از مي باشد. اعشار رقم متناهي تعداد شامل صورت هر در زيرا نمي دهد، پوشش

شوند. شامل را پيوستار يك نقاط همه نمي توانند و مي شوند اندازه گيري اعشار محدود تعداد با تنها زيرا گسسته اند واقع در
لوله يک قطر صورت به Y تصادفي متغير کنيد فرض مي دهيم. شرح ازمثالي استفاده با را متوازن گسسته سازي روش عملکرد نحوه
،Y تصادفي متغير پيوسته ماهيت به توجه با است. شده اندازه گيري (mm) ميلي متر دقت با دستگاه يک از استفاده با که مي شود تعريف
و v متوالي بندي درجه دو بين واقع در y لوله يک قطر واقعي مقدار که هنگامي است. صفر با برابر Y = y (mm) مشاهده احتمال
مشاهده Y از Z گسسته نسخه يک فقط بنابراين مي شود، گزارش z = v + ١ mm يا z = v mm مقدار مي گيرد، قرار v + ١
باشد، نزديکتر v + ١ به y چه هر برعکس و است zبيشتر = v گزارش احتمال باشد، نزديکتر v به y هرچه که است واضح مي شود.
احتمال ،v ≤ y < v + ١ به توجه با که مي شود حاصل فرض اين از متوازن گسسته سازي است. بيشتر z = v + ١ گزارش احتمال

است. y − v دقيقا z = v + ١ گزارش

به U گسسته تصادفي متغير و CD(δ) دلخواه پيوسته توزيع از را Y پيوسته تصادفي متغير متوازن). گسسته سازي (روش ٢. ١ تعريف
از متوازن گسسته نسخه صورت به ،Z گسسته تصادفي متغير آن گاه بگيريد، نظر در U |Y = y ∼ Ber(r) صورت به را ،Y شرط

باشد زير تصادفي نمايش داراي اگر مي شود، تعريف CD(δ) پيوسته توزيع

Z|U = u, Y = y
d
= v + u,

است. r = y − v و v = [y] برنولي، توزيع نماد ،Ber(.) آن در که

جرم تابع بگيريد. نظر در δ مدل پارامترهاي بردار با را G(., δ) و g(., δ) ترتيب به CDF و PDF توابع با Y پيوسته تصادفي متغير
مي شود تعريف زير صورت به BD توزيع CDF و (PMF) احتمال

f(z, δ) = (z − ١)G(z − ١, δ)− ٢zG(z, δ) + (z + ١)G(z + ١, δ) z ∈ Z, (٢. ١)
+EY (١, z − ١|δ)− EY (١, z|δ),

F (z, δ) = G(z, δ) + (z + ١)H(z, δ)− EY (١, z|δ), (٢. ٢)
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دارد دلالت زير صورت به جزئي گشتاور n-امين بر EY (n, z|δ) و H(z, δ) = G(z + ١, δ)−G(z, δ) آن در که

EY (n, z|δ) =
∫ z+١

z

yng(y, δ) dy.

بر را جديدي گسسته توزيع و مي گيريم نظر در متوازن گسسته سازي روش در CD پيوسته مولفه عنوان به را وايبل پيوسته توزيع ادامه، در
مي کنيم. معرفي وايبل پايه توزيع اساس

وايبل متوازن گسسته توزيع ٢. ٢
مي کنيم. معرفي وايبل پايه توزيع گرفتن نظر در با را (BDW) وايبل متوازن گسسته توزيع ،(٢. ٢) و (٢. ١) روابط به توجه با

مي شود محاسبه زير صورت به وايبل توزيع اول مرتبه جزئي گشتاور

EY (١, z|β, θ) =

∫ z+١

z

y g(y, β, θ) dy (٢. ٣)

= θ
[
Γ
(

١ +
١
β
,
(z
θ

)β)− Γ
(

١ +
١
β
,
(z + ١

θ

)β)]
.

است. Γ(s, x) =
∫∞
x

ts−١e−tdt صورت به ناکامل گاماي تابع Γ(., .) آن در که
مي گردد. ارائه زير صورت به BDW توزيع CDF و PMF توابع ،(٢. ٣) اول مرتبه جزئي گشتاور و (٢. ٢) ،(٢. ١) از استفاده با بنابراين،

z = ٠ براي

f
Z
(٠, β, θ) = ١ − e−( ١

θ
)β − θ

[
Γ
(

١ +
١
β

)
− Γ

(
١ +

١
β
,
(١
θ

)β)]
داريم z = ١, ٢, ... براي و

f
Z
(z, β, θ) = ٢ze−( z

θ
)β − (z − ١)e−( z−١

θ
)β − (z + ١)e−( z+١

θ
)β , z = ١, ٢, . . . (۴ .٢)

+θ
[
Γ
(

١ +
١
β
,
(z − ١

θ

)β)
+ Γ

(
١ +

١
β
,
(z + ١

θ

)β)− ٢Γ
(

١ +
١
β
,
(z
θ

)β)]
,

F
Z
(z, β, θ) = ١ − (z + ١)e−( z+١

θ
)β + ze−( z

θ
)β

−θ
[
Γ
(

١ +
١
β
,
(z
θ

)β)− Γ
(

١ +
١
β
,
(z + ١

θ

)β)]
.

است. شده رسم ٢ شکل و ١ شکل در ترتيب به ،β, θ پارامترهاي مختلف مقادير براي BDW توزيع HRF و PMF نمودارهاي

مي شود داده نشان زير صورت به BD توزيع واريانس و رياضي اميد .٢. ٢ نتيجه

E(Z) = E(Y ), V ar(Z) = V ar(Y ) + ζ٠(δ),

با ζ٠(δ) =
∑∞

i=٠ ζ٠(i, δ) آن در که

ζ٠(i, δ) = (٢i+ ١)EY (١, i|δ)− EY (٢, i|δ)− i(i+ ١)H(i, δ).

مي گردد محاسبه زير صورت به BDW توزيع واريانس و رياضي اميد ،٢. ٢ نتيجه طبق

µ
Z

= E(Z) = θΓ(١ +
١
β
), (۵ .٢)

σ٢
Z

= V ar(Z) = θ٢
[
Γ(١ +

٢
β
)− Γ١)٢ +

١
β
)
]
+ ζ٠(β, θ),
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آن در که

EY (٢, z|β, θ) = θ٢
[
Γ
(

١ +
٢
β
,
(z
θ

)β)− Γ
(

١ +
٢
β
,
(z + ١

θ

)β)]
.

که مي شود نتيجه مقدماتي محاسبات کمي با و

ζ٠(i, β, θ) = (٢i+ ١)θ
[
Γ
(

١ +
١
β
,
( i
θ

)β)− Γ
(

١ +
١
β
,
(i+ ١

θ

)β)]
−θ٢

[
Γ
(

١ +
٢
β
,
( i
θ

)β)− Γ
(

١ +
٢
β
,
(i+ ١

θ

)β)]
−i(i+ ١)

(
e−( i

θ
)β − e−( i+١

θ
)β
)

بيش پراکنده داده ها که است اين بيانگر که مي شود تعريف ميانگين به واريانس نسبت صورت به (FDI) فيشر پراکندگي شاخص
که صورت بدين هستند. مساوي) ميانگين و (واريانس هم پراکنده يا ميانگين) از کمتر (واريانس کم پراکندگي ميانگين)، از بيشتر (واريانس
است. بيش پراکنده داده ها توزيع  ،FDI > ١ اگر و هم پراکنده داده ها توزيع FDI = ١ کم پراکنده، داده ها توزيع ،FDI < ١ اگر

است. شده ارائه ١ جدول در توزيع پارامترهاي از گوناگوني انتخاب هاي و BDW توزيع براي فيشر پراکندگي شاخص و واريانس ميانگين،

BDW توزيع از نوفه هايي اساس بر INAR(1) مدل ٢. ٣
تعريف زير صورت به دوجمله اي رقيق ساز عملگر مي پردازيم. BDW توزيع از نوفه هايي اساس بر INAR(1) مدل معرفي به بخش، اين در

است. شده
مي نماييم معرفي زير بازگشتي معادله توسط را {Xt} ايستاي INAR(1) فرايند اکنون

Xt = α ◦Xt−١ + Zt, ٠ < α < ١, t ≥ ١, (۶ .٢)

دوجمله اي رقيق ساز عملگر نماد ”◦“ هم چنين است. θ و β پارامترهاي با BDW توزيع از تصادفي متغيرهاي از دنباله اي {Zt} آن در که
متغيرهاي هم چنين است. α, ٠ < α < ١ پارامتر با برنولي تصادفي متغيرهاي از دنباله اي Wi که α ◦X =

∑X
i=١ Wi صورت به

در شده ارائه INAR(1) ايستاي فرايند ادامه، در مي باشند. مستقل يکديگر از ،Xt−١ معين مقدار شرط به {Zt} و α ◦Xt−١ تصادفي
مي دهيم. نشان INAR-BDW(1) نماد با اختصار به را (۶ .٢)

مي گردد ارائه زير صورت به يک مرتبه انتقال تابع ،(۶ .٢) اساس بر

Pij = P (Xt = j|Xt−١ = i) =

min(i,j)∑
k=٠

(
i

k

)
αk(١ − α)i−kf

Z
(j − k, β, θ). (٢. ٧)

است. شده تعريف (۴ .٢) در f
Z
(., β, θ) که

ايستا و ارگوديک {Xt} اين رو، از است، مثبت بازگشتي مارکف زنجير و نادوره اي برگشت  ناپذير، ،(۶ .٢) در شده ارائه {Xt} فرايند .٢. ٣ لم
است.

است. شده حذف و بديهي اثبات اثبات.

زير صورت به ترتيب به فرايند واريانس و رياضي اميد بگيريد، نظر در را {Xt} صورت به INAR-BDW(1) ايستاي فرايند .۴ .٢ گزاره
مي گردد ارائه

E(Xt) = E(α ◦Xt−١ + Zt) = αE(Xt−١) + E(Zt) =
µZ

١ − α
V ar(Xt) = V ar(α ◦Xt−١ + Zt) = V ar(α ◦Xt−١) + V ar(Zt)

= α(١ − α)E(X) + α٢V ar(X) + σ٢
Z

=
α(١ − α)E(X) + σ٢

Z

١ − α٢ =
αµZ + σ٢

Z

١ − α٢

است. شده تعريف (۵ .٢) در σ٢
Z و µZ آن در که
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،t ≥ ١ و ٠ < α < ١ براي بگيريد، نظر در را INAR-BDW(1) ايستاي فرايند .۵ .٢ گزاره
مي گردد ارائه زير صورت به شرطي رياضي اميد الف)

E (Xt|Xt−k) = αkXt−k +
١ − αk

١ − α
µZ . (٢. ٨)

است. همگرا µZ

١ − α
غيرشرطي اميدرياضي به شرطي اميدرياضي مقدار ،k → ∞ براي که مي شود نتيجه راحتي به

مي شود داده نشان زير صورت به شرطي واريانس ب)

V ar(Xt|Xt−١) = α(١ − α)Xt−١ + σ٢
Z , (٢. ٩)

k = ٢, ٣, . . . براي و

V ar (Xt|Xt−k) = αk(١ − αk)Xt−k + µZ

[α(١ − αk−١)

١ − α
− α١)٢ − α٢(k−١))

١ − α٢

]
+ σ٢

Z

١ − α٢k

١ − α٢ ,

هم چنين است. شده محاسبه ٢. ٢ نتيجه در که است {Zt} نوفه هاي واريانس σ٢
Z آن در که

lim
k→∞

V ar (Xt | Xt−k) = µZ
α

١ − α٢ +
σ٢
Z

١ − α٢ ,

است. فرايند غيرشرطي واريانس واقع در که
مي شود داده نشان زير صورت به {Xt} فرايند خودبازگشتي تابع ج)

ρ(k) = Corr(Xt, Xt−k) = αk.

INAR-BDW(1) فرايند پارامترهاي برآورد رويکردهاي ٣

درستنمايي حداکثر برآورد روش هاي شامل ،INAR-BDW(1) فرايند نامعلوم پارامترهاي برآورد مختلف روش هاي بررسي به بخش، اين
مي پردازيم. يول-واکر و تعميم يافته شرطي مربعات کمترين شرطي،

شرطي درستنمايي حداکثر برآورد ٣. ١
شرطي درستنمايي لگاريتم تابع نمودن بيشينه طريق از ،INAR-BDW(1) فرايند پارامترهاي (CML) شرطي درستنمايي حداکثر برآورد

مي گردد ارائه زير صورت به شرطي درستنمايي لگاريتم تابع مي آيد. دست به ،δ = (α, β, θ) پارامترهاي حسب بر

ℓ (δ;X٢, . . . , Xn) = logL (X٢, . . . , Xn|δ) =
n∑

t=٢

logP (Xt = j|Xt−١ = i) ,

بهينه سازي روش هاي از استفاده با نامعلوم، پارامترهاي CML برآوردهاي است. (٢. ٧) انتقال تابع P (Xt = j|Xt−١ = i) آن، در که
مي گردد. محاسبه nlminb و nlm دستورهاي مانند R آماري نرم افزار در عددي

تعميم يافته شرطي مربعات کمترين برآورد ٣. ٢
CML برآوردگرهاي و شرطي مربعات کمترين برآوردگرهاي از ترکيبي اساس بر (MCLS) تعميم يافته شرطي مربعات کمترين برآوردگرهاي
مربعات کمترين برآورد در اوليه مقدار عنوان به CML برآوردهاي از طوري که به است. شده معرفي [١٨] همکاران و ايليک ميلتيک توسط

مي شود. استفاده شرطي
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مي آيد دست به زير تابع نمودن کمينه با INAR-BDW(1) فرايند پارامترهاي تعميم يافته شرطي مربعات کمترين برآوردگرهاي

Q(δ١) =
n∑

t=٢

(Xt − E(Xt|Xt−١))
٢ =

n∑
t=٢

(
Xt − αXt−١ − θ Γ(١ +

١
β
)

)٢

.

مي آيد دست به زير صورت به MCLS برآوردگرهاي

α̂
MCLS

=
(n− ١)

∑n
t=٢ XtXt−١ −

∑n
t=٢ Xt

∑n
t=٢ Xt−١

(n− ١)
∑n

t=٢ X
٢
t−١ − (

∑n
t=٢ Xt−٢(١ ,

θ̂
MCLS

=

∑n
t=٢ Xt − α̂

MCLS

∑n
t=٢ Xt−١

(n− ١)Γ(١ +
١

β̂
CML

)
,

بنابراين .[٢۵] مي شود برده کار به MCLS پارامتر برآورد در اوليه مقدار عنوان به و است β پارامتر CML برآورد β̂
CML

آن در طوري که به

β̂
MCLS

=
١

Γ−١
(∑n

t=٢ Xt − α̂
MCLS

∑n
t=٢ Xt−١

(n− ١)θ̂
MCLS

)
− ١

,

مي باشد. گاما تابع معکوس ،Γ−١(.) آن در که

يول واکر برآورد ٣. ٣

INAR-BDW(1) فرايند Corr(Xt, Xt−١) = α خودهمبستگي تابع و E(Xt) =
µ

Z

١ − α
=

θ Γ(١ + ١
β
)

١ − α
رياضي اميد

صورت به (α, µ
Z
) پارامترهاي YW يول واکر برآوردهاي نمونه اي خودهمبستگي تابع و نمونه اي ميانگين از استفاده با بگيريد، نظر در را

مي شود نتيجه زير

α̂
Y W

=

∑n
t=٢(Xt −X)(Xt−١ −X)∑n

t=١(Xt −X)٢
,

θ̂
Y W

=
X(١ − α̂

Y W
)

Γ(١ + ١
β̂
Y W

)
.

فرايند فيشر پراکندگي شاخص مي نماييم. استفاده [۴] مامودخان و آلتون در شده ارائه روش از β پارامتر يول واکر برآورد محاسبه براي
صورت به INAR-BDW(1)

FDIX =
١

١ + α
(FDIZ + α) =

١
١ + α

(µZ

σ٢
Z

+ α
)
,

مي آيد دست به β پارامتر يول واکر برآورد زير، معادله حل و FDIZ در θ̂
Y W

جايگذاري با لذا است. θ و β پارامتر دو از تابعي و مي شود ارائه

F̂DIX − ١
١ + α̂

Y W

(FDIZ + α̂
Y W

) = ٠,

است. فرايند نمونه اي واريانس S٢
X و F̂DIX =

X̄

S٢
X

صورت به فيشر پراکندگي شاخص تجربي مقدار ،F̂DIX آن در که
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INAR-BDW(1) فرايند پارامترهاي برآورد روش هاي شبيه سازي مطالعات ۴

نمونه مختلف مقادير تحت را INAR-BDW(1) فرايند پارامترهاي برآورد روش هاي کارايي مونت کارلو، شبيه سازي مطالعات اساس بر
به مدل پارامترهاي از مختلف ترکيب دو ادامه در مي نماييم. مقايسه و بررسي تکرار h = ١٠٠٠ با و n = ١٠٠, ٢٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠

مي گيريم. نظر در را (α, ϕ, β) = (٠٫٨, ٠٫۶, ١٫۵) , (٠٫۴, ٠٫٣, ٠٫۵) صورت
نتايج مي کنيم. استفاده (RMSE) خطا مربعات ميانگين ريشه معيار از فرايند، پارامترهاي برآورد مختلف روش هاي عملکرد ارزيابي براي
مقادير نمونه، حجم افزايش با اين، بر علاوه است. پارامترها واقعي مقدار به برآورد مقادير همگرايي گوياي که است شده خلاصه ٢ جدول در
مي دهد نشان را RMSE مقدار کمترين درستنمايي، حداکثر پارامتري روش برآورد، مختلف روش هاي ميان در است. کاهش به رو RMSE

است. بررسي مورد روش هاي ساير به نسبت روش، اين برتري بيانگر که

گسسته مقدار واقعي داده  هاي آناليز ۵

فوت داده هاي منظور، بدين مي پردازيم. گسسته مقدار واقعي داده هاي برازش در INAR-BDW(1) مدل کارايي بررسي به بخش اين در
زماني بازه در مالاوي مشاهده، n = ۶۶ شامل ٢٠٢٢ ژانويه ١٣ الي ٢٠٢١ نوامبر ٩ زماني بازه در کوبا در COVID-19 از ناشي روزانه
شامل ٢٠٢٢ ژانويه ٢١ الي ٢٠٢١ سپتامبر ٢٨ زماني بازه در ازبکستان مشاهده، n = ٨۵ شامل ٢٠٢١ دسامبر ١٢ الي سپتامبر ١٩
(WHO) بهداشت جهاني سازمان توسط شده منتشر اطلاعات از برگرفته COVID-19 داده هاي مي گيريم. نظر در را مشاهده n = ١١۶

مي باشد. https://covid19.who.int اينترنتي درگاه در
در COVID-19 داده هاي سري سه هر (PACF) جزئي خودهمبستگي تابع و (ACF) خودهمبستگي تابع نمونه اي، مسير نمودارهاي

است. اول مرتبه خودبازگشتي فرايند ساختار مويد که شده داده نشان ٣ شکل
ديکي فولر آزمون از استفاده با واقعي داده هاي ايستايي هم چنين، است. شده ارائه ٣ جدول در واقعي داده هاي آماري ويژگي هاي از برخي
فوت داده هاي ، ٣ جدول نتايج طبق است. واقعي داده سري سه هر ايستايي مويد که شده ارائه ٣ جدول در آن نتايج و بررسي (ADF) افزوده
INAR- فرايند شد، اشاره نيز پيشتر که همان طور است. کم پراکنده ازبکستان در و بيش پراکنده مالاوي و کوبا در COVID-19 از ناشي
مناسب مذکور داده هاي برازش براي و مي دهد پوشش را کم پراکندگي و بيش پراکندگي شامل مشاهدات پراکندگي مختلف انواع BDW(1)

است.
کم پراکندگي) و (بيش پراکندگي پراکندگي مختلف انواع که INAR(1) مدل ها ساير با INAR-BDW(1) فرايند مقايسه به ادامه در
و [٨] INAR-DP(1) ،[١٢] INAR-DLi-3P(1) ،[١۶] INAR-DPsL(1) ،[٣] INAR-DBL(1) قبيل ار مي شوند، شامل را
CAIC و HQIC ،BIC ،AIC شامل (GOF) برازش نيکويي آماره هاي و CML برآورد مقادير ادامه در مي پردازيم. [٨] INAR-GP(1)

مي نماييم. گزارش ۶ تا ۴ جدول در را مربوطه INAR(1) مدل هاي از يک هر براي را
آماره هاي مقادير کمترين زيرا است، رقيب مدل هاي ساير به نسبت INAR-BDW(1) فرايند برتري از حاکي آمده، دست به نتايج
داده هاي براي را برازش بهترين مدل ها ساير به نسبت INAR-BDW(1) فرايند بنابراين، است. INAR-BDW(1) فرايند به متعلق GOF

مي نمايد. ارائه COVID-19 از ناشي فوت

COVID-19 از ناشي فوت داده هاي باقيمانده هاي آناليز ١ .۵
و شرطي رياضي اميد گرفتن نظر در با مي پردازيم. واقعي داده هاي پيرسن باقيمانده هاي آناليز ارائه به مدنظر، مدل کفايت بررسي منظور به

مي شود تعريف زير صورت به پيرسن باقيمانده هاي پارامترها، برآورد مقادير جايگذاري و (٢. ٩) و (٢. ٨) در شده معرفي شرطي واريانس

et =
Xt − E(Xt|Xt−١)√

V ar(Xt|Xt−١)
.

از استفاده با هم چنين است. باقيمانده ها همبستگي عدم بيانگر که شده داده نشان ۴ شکل در پيرسن باقيمانده هاي نمونه اي ACF نمودار
مي گردد. تائيد نيز باقيمانده ها همبستگي عدم ،(٠٫٧٨٣, ٠٫۴۴١, ٠٫۵۵٩) صورت به آمده دست به p-مقدارهاي و جانگ-باگس آزمون
آن ها در روندي هرگونه مشاهده عدم و باقيمانده ها تصادفي توزيع نشان دهنده که شده ارائه ۵ شکل در نيز باقيمانده ها تجمعي دوره نگار نمودار

است.
تکرار ۵٠٠٠ و n = (۶۶, ٨۵, ١١۶) حجم با نمونه هاي ابتدا مي دهد. نشان را پارامتري نمونه  گيري روش نتايج ،۶ شکل در
داده هاي مجموعه از استفاده با مي نماييم. توليد پارامترها CML برآورد مقادير اساس بر INAR-BDW(1) فرايند برازش از استفاده با را
نواحي عنوان به را ACF تابع ١٠٠(٠٫٠٢۵)٪ و ١٠٠(٠٫٩٧۵)٪ چندک هاي لگ، هر در و خودهمبستگي تابع ۵٠٠٠ بوت استرپ،
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،۶ شکل اساس بر است. شده داده نشان ”•” نماد با نيز نمونه اي ACF مقادير و ”+” نماد با پذيرش ناحيه کران مي آوريم. دست به پذيرش
دارد. مدنظر مدل کفايت بر دلالت که است گرفته قرار پذيرش ناحيه ميان نمونه اي خودهمبستگي توابع تمامي

فرايند پيش بيني روش هاي ٢ .۵

و کلاسيک رويکرد دو از استفاده با پيش بيني به ارائه ،INAR-BDW(1) فرايند پيش بيني توانايي و قابليت بررسي منظور به بخش، اين در
مي شود داده نشان زير صورت به INAR-BDW(1) فرايند براي کلاسيک k-گام پش بيني مي پردازيم. غربال بوت استرپ

X̂t = E (Xt|Xt−k) = αXt−k +
١ − αk

١ − α
E(Z),

مي شوند. جايگزين متناظرشان CML برآورد مقادير از استفاده با E(Z) و α آن در که

غربال بوت استرپ پيش بيني رويکرد ٢. ١ .۵

به راستا، اين در نمي کند. حفظ را شمارشي داده هاي گسسته ويژگي کلاسيک پيش بيني کننده لذا شمارشي، مشاهدات گسسته ساختار توجه با
مي باشد شمارشي داده هاي ماهيت با مطابق گسسته ساختار با و ناپارامتري روش يک که مي پردازيم غربال بوت استرپ پيش بيني روش ارائه

مي نماييم. ارائه را غربال بوت استرپ پيش بيني هاي محاسبه مراحل زير، الگوريتم از استفاده با ببينيد). را [٢٠] همکاران و (پاسکال

نماييد. برآورد يول واکر رويکرد از استفاده با را α رقيق ساز عملگر پارامتر .١

کنيد. محاسبه t = ٢, ..., n براي را Ẑt = Xt − α̂Xt−١ باقيمانده هاي .٢

به اعداد کردن گرد بر دلالت ،[.] نماد و Z̃t =
[
Ẑt

]
طوري که به آوريد، دست به را Z̃t تعميم يافته باقيمانده هاي تجربي توزيع .٣

دارد. صحيح عدد نزديک ترين

آوريد دست به زير صورت به را Xb
t بوت استرپي نمونه هاي سري .۴

Xb
t = α̂ ◦Xb

t−١ + Zb
t , b = ١, ..., B,

توليد سوم، گام در شده ارائه تجربي توزيع از استفاده با ،t = ١, ٢, ..., n براي Zb
t و است بوت استرپي نمونه حجم ،B آن در که

است. شده

نماييد. محاسبه نمونه اي ميانگين جايگذاري و α = ١ − E (Zt)

E (Xt)
رابطه از استفاده با α̂b پارامتر يو ل واکر برآورد .۵

آوريد. دست به را α پارامتر برآورد ،α̂b = ١
B

∑B
i=١ α̂

b
i نمونه اي ميانگين اساس بر .۶

آوريد دست به زير بازگشتي معادله از استفاده با را بوت استرپي آينده مشاهدات .٧

X̂b
t+١ = α̂b ◦Xb

t + Zt+١.

٧ جدول در ،COVID-19 از ناشي فوت داده هاي غربال بوت استرپ و کلاسيک پيش بيني  مقادير پيش بيني، روش دو ارزيابي منظور به
به ،(SMAPE) متقارن خطاي مطلق درصد ميانگين معيار از استفاده با داريم. اختيار در را آن ها براي مشاهده شده مقادير که شده اند گزارش
کوچک تر غربال بوت استرپ پيش بيني SMAPE مقادير ،٧ جدول در شده ارائه نتايج اساس بر مي پردازيم. پيش بيني روش دو عملکرد مقايسه
به لذا مي نمايد. ارائه واقعي داده هاي ماهيت با سازگار صحيح مقادير غربال بوت استرپ پيش بيني کننده هاي اين، بر علاوه و است کلاسيک از

دارد. ارجحيت غربال بوت استرپ ناپارامتري روش فرايند، پيش بيني منظور
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نتيجه گيري
براي و است برخوردار منعطفي ويژگي هاي از که شده ارائه وايبل توزيع از گسسته نسخه يک متوازن، گسسته سازي روش  گرفتن نظر در با
وايبل متوازن گسسته توزيع اساس بر اول مرتبه گسسته مقدار خودبازگشتي فرايند يک هم چنين، دارد. کاربرد واقعي داده هاي انواع برازش
و خواص ارزيابي مي گيرد. قرار مطالعه مورد مدل پارامترهاي براي متفاوت برآورد رويکردهاي همچنين و مدل ويژگي هاي است. شده ارائه
روش به نسبت شرطي درستنمايي حداکثر برآورد روش برتري از حاکي که مي شود انجام شبيه سازي مطالعات برخي طريق از برآورد رويکردهاي
COVID-19 از ناشي فوت داده هاي مجموعه سه توسط مدنظر INAR(1) مدل کفايت است. واکر يول و شرطي مربعات کمترين برآورد
پيرسن)، (باقيمانده هاي باقيمانده ها تحليل و تجزيه ،COVID-19 داده مجموعه هر براي مي شود. مقايسه رقيب مدل هاي ساير با و بررسي
روش برتري و مدنظر مدل کفايت برتري بيانگر نتايج که است شده ارائه غربال استرپ بوت و کلاسيک پيش بيني روش هاي همچنين و

مي باشد. غربال بوت استرپ پيش  بيني
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.θ و β پارامترهاي از گوناگوني ترکيب هاي براي BDW توزيع آماري شاخص هاي برخي :١ جدول

شاخص ها θ = ٠٫۵ θ = ١٫۵ θ = ٢

β = ٠٫۵ β = ١٫۴۴ β = ٢ β = ٠٫۵ β = ١٫۴۴ β = ٢ β = ٠٫۵ β = ١٫۴۴ β = ٢

ميانگين ١٫٠٠٠ ٠٫۴۵٣ ٠٫۴۴٣ ٣٫٠٠٠ ١٫٣۶١ ١٫٣٢٩ ۴٫٠٠٠ ١٫٨١۵ ١٫٧٧٢
واريانس ۵٫١٢١ ٠٫٢٧٩ ٠٫٢۵١ ۴۵٫١٣٩ ١٫٠٩١ ٠٫۶۵٢ ٨٠٫١۴٣ ١٫٨٠٧ ١٫٠٢۶
FDI ۵٫١٢١ ٠٫۶١۵ ٠٫۵۶۶ ١۵٫٠۴۶ ٠٫٨٠٢ ٠٫۴٩١ ٢٠٫٠٣۵ ٠٫٩٩۵ ٠٫۵٧٩
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.θ و β پارامترهاي مختلف مقادير براي BDW توزيع PMF نمودار :١ شکل
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.θ و β پارامترهاي مختلف مقادير براي BDW توزيع HRF نمودار :٢ شکل
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پرانتز. در RMSE مقادير و INAR-BDW(1) مدل پارامترهاي برآورد شبيه سازي نتايج :٢ جدول

CML MCLS YW

n α̂ ϕ̂ β̂ α̂ ϕ̂ β̂ α̂ ϕ̂ β̂

(α, β, θ) = (٠٫٨, ٠٫۶, ١٫۵)

١٠٠ ٠٫٧٨٢٣ ٠٫۵۵۶٣ ١٫٣٩٣۵ ٠٫٧۴٨٧ ٠٫۵٢٠۴ ١٫٣٧١٧ ٠٫٧٣٠٨ ٠٫۶٩۵۵ ١٫٣٣۴٢
RMSE (٠٫٠٣۶١) (٠٫١٢٢٢) (٠٫٣۵٨۶) (٠٫٠۵٩٨) (٠٫٢١١٩) (٠٫۵٩٨۵) (٠٫٠٧۶٨) (٠٫١٩۵١) (٠٫۶۴۶٣)

٢٠٠ ٠٫٧٩١۴ ٠٫۵٨٠١ ١٫۴۴۵٧ ٠٫٧٧۵٧ ٠٫۵۴٢۵ ١٫٣٩٢١ ٠٫٧۶١٨ ٠٫۶۵٠۵ ١٫۴٠٧۵
RMSE (٠٫٠٢۵٩) (٠٫٠٩٣۴) (٠٫٣٠٨٢) (٠٫٠۴٧۶) (٠٫١٧٠٨) (٠٫۵۵٢٩) (٠٫٠۵٢٢) (٠٫١٧۵۵) (٠٫۴٧٩٨)

۵٠٠ ٠٫٧٩۴٣ ٠٫۵٩٣١ ١٫۴۶١۶ ٠٫٧٩٧٨ ٠٫۶١٢۴ ١٫۴٣١٣ ٠٫٧٩٠۵ ٠٫۶١۵٩ ١٫۵۶٧٧
RMSE (٠٫٠٢٣١) (٠٫٠٨٢۶) (٠٫١٩۶۶) (٠٫٠٣٧۴) (٠٫١٠۶١) (٠٫٣١٢٩) (٠٫٠٣۶۶) (٠٫١١١٨) (٠٫٣١۵۵)

١٠٠٠ ٠٫٧٩٩۴ ٠٫۵٩٨٨ ١٫۴٨۵٢ ٠٫٧٩۶١ ٠٫۵٩٠۶ ١٫۴٨۵٢ ٠٫٧٩٢۶ ٠٫۵٩١٣ ١٫۴٩١٧
RMSE (٠٫٠١٢۶) (٠٫٠٣٨۵) (٠٫٠٩٠۴) (٠٫٠٢۶٩) (٠٫٠٨٠٣) (٠٫١٩٠٢) (٠٫٠٢٩۵) (٠٫٠٨٠١) (٠٫١٩٣٣)

(α, β, θ) = (٠٫۴, ٠٫٣, ٠٫۵)

١٠٠ ٠٫٣٩١٢ ٠٫٢٨٩٢ ٠٫۴٨٨١ ٠٫٣٧۴۶ ٠٫٢٩٠٨ ٠٫۵٣١٨ ٠٫٣٨٨٢ ٠٫٢٨٣۵ ٠٫۴٧٧۴
RMSE (٠٫٠٢٨١) (٠٫٠٢١٧) (٠٫٣١٩٨) (٠٫٠٨٣٩) (٠٫٠۵٩٩) (٠٫۴٣۶٩) (٠٫٠٩٣٩) (٠٫٠۵٨٢) (٠٫۵١٨٣)

٢٠٠ ٠٫٣٩۴۵ ٠٫٢٩٠۶ ٠٫۵٠٨٣ ٠٫۴١٠٢ ٠٫٢٩٣۴ ٠٫۵١٩٩ ٠٫٣٨۴٧ ٠٫٢٨٣٨ ٠٫۵١٠٨
RMSE (٠٫٠١٩۵) (٠٫٠١٩۴) (٠٫٢۵٩۴) (٠٫٠۶٣٧) (٠٫٠۴۴١) (٠٫٣٧١٩) (٠٫٠۶٠٣) (٠٫٠٣١٢) (٠٫٣٢۶٩)

۵٠٠ ٠٫٣٩۶١ ٠٫٢٩٨١ ٠٫۴٩٠٩ ٠٫٣٩٠٢ ٠٫٢٩۴٩ ٠٫۵١٠٩ ٠٫٣٩٣٧ ٠٫٢٩٨٣ ٠٫۴٩٨۴
RMSE (٠٫٠١١٢) (٠٫٠٠۶٩) (٠٫١٧٩٣) (٠٫٠۴٢۶) (٠٫٠٢٩٧) (٠٫٢٧۵١) (٠٫٠۴۵۴) (٠٫٠٢٠۵) (٠٫٢۴۶۵)

١٠٠٠ ٠٫٣٩٨٧ ٠٫٢٩٩٢ ٠٫۴٩۵٩ ٠٫٣٩٨۴ ٠٫٢٩۶٧ ٠٫۵٠٩٧ ٠٫٣٩٢۵ ٠٫٢٩٧٧ ٠٫۴٩۶٨
RMSE (٠٫٠٠٨۵) (٠٫٠٠٢٢) (٠٫٠٩٢٨) (٠٫٠٢٧٣) (٠٫٠١٢٨) (٠٫١٣٨۶) (٠٫٠٣٠۶) (٠٫٠١٩٨) (٠٫١۶٠٨)

.COVID-19 از ناشي فوت داده هاي براي ADF آزمون p-مقدار و آماري معيارهاي برخي :٣ جدول

داده ها مجموعه ميانگين واريانس خودهمبستگي FDI p-value

کوبا ١٫٠٣١ ١٫۵٣٧ ٠٫٣٢ ١٫۴٩٢ ٠٫٠١۶
مالاوي ٠٫۶۴٧ ١٫١۵٩ ٠٫۴٢٧ ١٫٧٩٢ ٠٫٠١٣
ازبکستان ٢٫۶۴۶ ١٫١٨٧ ٠٫۵١٨ ٠٫۴۴٨ ٠٫٠۴٣
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کوبا. در COVID-19 از ناشي فوت داده هاي براي GOF مقادير و CML برآورد :۴ جدول
مدل CML AIC BIC HQIC CAIC

INAR-DBL(1) α̂ = ٠٫٢٠٨٨, p̂ = ٠٫۵١٩٩ ١٨٧٫٣۴ ١٩١٫٧٢ ١٩٠٫٠٧ ١٨٧٫۵٣

INAR-DPsL(1) α̂ = ٠٫٢٣۵, β̂ = ٢٫٧٩٠٩, θ̂ = ١٫١٣٨٩ ١٨۵٫٠٩ ١٩١٫۶۵ ١٨٧٫۶٨ ١٨۶٫۴٧

INAR-DLi-3P(1) α̂ = ٠٫۶٩٣١, β̂ = ٠٫۴۴٠٧, λ̂ = ٠٫٣٢٠١, p̂ = ٠٫٢٣۵۵ ١٨١٫٠٩ ١٨٩٫٨۴ ١٨۴٫۵۵ ١٨١٫٧۴

INAR-DP(1) α̂ = ٠٫٢٣٨١, ϕ̂ = ٠٫۴٨٣٧, µ̂ = ٠٫۵٧۶١ ١٨٨٫٩٩ ١٩۵٫۵۶ ١٩١٫۵٩ ١٨٩٫٣٨

INAR-GP(1) α̂ = ٠٫٢٣٣٧, ϕ̂ = ٠٫١٩۵١, µ̂ = ٠٫۶٠٨١ ١٨۴٫٢١ ١٩٠٫٧٧ ١٨۶٫٨١ ١٨۴٫۵٩

INAR-BDW(1) α̂ = ٠٫٢٢٣٨, β̂ = ٠٫٧٢٢۵, θ̂ = ٠٫۶٣١٩ ١٧٩٫٩٧ ١٨۶٫۵٣ ١٨٢٫۵۶ ١٨٠٫۴۶

مالاوي. در COVID-19 از ناشي فوت داده هاي براي GOF مقادير و CML برآورد :۵ جدول
مدل CML AIC BIC HQIC CAIC

INAR-DBL(1) α̂ = ٠٫٣٢٢۴, p̂ = ٠٫٣٨۴۶ ١٧۶٫٠٢ ١٨٠٫٩١ ١٧٧٫٩٨ ١٧۶٫١٧

INAR-DPsL(1) α̂ = ٠٫٣٣٢٩, β̂ = ۵۶٧٠٫٣٢, θ̂ = ١٫٢٧٢٧ ١٧۵٫١١ ١٨٢٫۴۴ ١٧٨٫٠۶ ١٧۵٫۴١

INAR-DLi-3P(1) α̂ = ١٫٣٨٩٢, β̂ = ٠٫٠٠٩٨, λ̂ = ٠٫٢٨٠١, p̂ = ٠٫٣٣٢ ١٧۵٫١١ ١٨۴٫٨٨ ١٧٩٫٠۴ ١٧۵٫۶١

INAR-DP(1) α̂ = ٠٫۶۴٠٣, ϕ̂ =, µ̂ = ٠٫٣۵٩۴ ١٧۵٫١١ ١٨٢٫٧٣ ١٧٧٫۴٧ ١٧۵٫١٩

INAR-GP(1) α̂ = ٠٫٣۴۶١, ϕ̂ = ٠٫٢٧٢١, µ̂ = ٠٫٢٧۶٩ ١٧۶٫٨۵ ١٨۴٫١٨ ١٧٩٫٧٩ ١٧٧٫١۴

INAR-BDW(1) α̂ = ٠٫٣۴٠۵, β̂ = ٠٫۴٧٢۶, θ̂ = ٠٫١٨٢٩ ١٧١٫٨٧ ١٧٩٫٢١ ١٧۴٫٨٢ ١٧٢٫٢۵

ازبکستان. در COVID-19 از ناشي فوت داده هاي براي GOF مقادير و CML برآورد :۶ جدول
مدل CML AIC BIC HQIC CAIC

INAR-DBL(1) α̂ = ٠٫٧۶۵٣, p̂ = ٠٫۴۶۴١ ٣٢٢٫١٩ ٣٢٧٫۶٩ ٣٢۴٫۴٢ ٣٢٢٫٢٩

INAR-DPsL(1) α̂ = ٠٫٧٣٩١, β̂ = ٠٫۵٠۶۴, θ̂ = ٢٫٣٠٣١ ٣٢٢٫٢۴ ٣٣٠٫۵١ ٣٢۵٫۵٩ ٣٢٢٫۴۵

INAR-DLi-3P(1) α̂ = −٠٫١۶۵٩, β̂ = ٠٫٧٧۴۵, λ̂ = ٠٫٠٩٩٩, p̂ = ٠٫٧٣٩١ ٣٢۴٫٢۴ ٣٣۵٫٢۵ ٣٢٨٫٧١ ٣٢۴٫۶١

INAR-DP(1) α̂ = ٠٫٧٣٧۴, ϕ̂ = ١٫۵۵٧١, µ̂ = ٠٫۶٩١١ ٣٢٣٫٠٢ ٣٣١٫٢٨ ٣٢۶٫٣٧ ٣٢٣٫٢٣

INAR-GP(1) α̂ = ٠٫٧٣٨٨, ϕ̂ = −٠٫١۴٢٨, µ̂ = ٠٫٧۶٩١ ٣٢١٫١١ ٣٢٩٫٣۶ ٣٢۴٫۴۵ ٣٢١٫٣١

INAR-BDW(1) α̂ = ٠٫٧٣۴٧, β̂ = ١٫٢٢۶٧, θ̂ = ٠٫٧٣٢٢ ٣١٧٫١۵ ٣٢۵٫۴١ ٣٢٠٫۵١ ٣١٧٫۴٢
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. COVID-19 از ناشي فوت داده هاي k-گام پيش بيني :٧ جدول
کوبا مالاوي ازبکستان

k واقعي داده هاي بوت استرپ کلاسيک واقعي داده هاي بوت استرپ کلاسيک واقعي داده هاي بوت استرپ کلاسيک
١ ٠ ٠٫٧٧۶٨ ١ ١ ٠٫٧۴٨۶ ٠ ۴ ٣٫۶٢٣٧ ۵
٢ ٠ ٠٫٧٧۶٨ ٠ ٠ ٠٫۴٠٨١ ٠ ٣ ٢٫٨٨٩١ ٣
٣ ٠ ٠٫٧٧۶٨ ٢ ٠ ٠٫۴٠٨١ ٠ ٣ ٢٫٨٨٩١ ٢
۴ ١ ١٫٠٠٠۶ ١ ٠ ٠٫۴٠٨١ ١ ٢ ٢٫١۵۴٣ ٢
۵ ٠ ٠٫٧٧۶٨ ١ ٠ ٠٫۴٠٨١ ١ ٢ ٢٫١۵۴٣ ١
۶ ١ ١٫٠٠٠۶ ١ ٠ ٠٫۴٠٨١ ٠ ٣ ٢٫٨٨٩١ ۴
٧ ٢ ١٫٢٢۴۴ ٢ ٠ ٠٫۴٠٨١ ١ ۴ ٣٫۶٢٣٧ ۴
٨ ١ ١٫٠٠٠۶ ١ ٠ ٠٫۴٠٨١ ١ ٣ ٢٫٨٨٩١ ۵
٩ ١ ١٫٠٠٠۶ ١ ٠ ٠٫۴٠٨١ ٠ ۴ ٣٫۶٢٣٧ ۴

١٠ ٠ ٠٫٧٧۶٨ ١ ٠ ٠٫۴٠٨١ ٠ ٣ ٢٫٨٨٩١ ٣
SMAPE ١٫٠۴٨ ٠٫٧٩٣ ١٫٨٢٨ ٠٫٩٩١ ٠٫٣٢۴۶ ٠٫٢٠٧
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The Balanced Discrete Weibull Distribution and Its Corresponding
Integer-value Autoregressive Model: Properties, Estimation and

Analysis of Counting Death of COVID-19 Data

Seyedeh Mahbubeh Hoseini Baladezaei , Einolah Deiri*,Ezzatallah Baloui Jamkhaneh

Department of Statistics, Qaemshahr Branch, Islamic Azad University, Qaemshahr, Iran
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Abstract: In this paper, we introduce a new discrete Weibull distribution based on the balanced dis-
cretization method, which preserves the partial moments between the two discrete and continuous versions
of the distributions. Some statistical features of the new distribution and different kinds of dispersion of
the proposed distribution are presented based on various selections of parameters. In addition to intro-
ducing the new version of balanced discrete Weibull, we provide the integer-valued autoregressive model
with the innovation of the proposed discrete distribution and evaluate different methods for estimating the
model parameters. Using the counts of death of the COVID-19 data in Cuba, Malawi and Uzbekistan, we
appraise the performance of the new process in fitting real data to some classical integer-valued autore-
gressive models. Finally, the forecasting of the process is checked based on real data using both classical
and sieve bootstrap approaches.

Keywords: Balanced discrete Weibull, Partial mean preserving, Integer-valued autoregressive model,
Forecasting of process, COVID-19.
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