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چکيده:
يا n-dim M

N
⩽ α ،M با موازي N زيرمدول هر براي هرگاه مي ناميم، موازي α-کوتاه را M R-مدول

اساسي ويژگي هاي مفهوم، اين از استفاده با باشد. ويژگي اين با ترتيبي عدد کوچک ترين α و pn-dimN ≤ α
بودن موازي α-کوتاه ويژگي  ارتباط هم چنين مي دهيم. تعميم موازي α-کوتاه مدول هاي به را α-کوتاه مدول هاي
آن گاه باشد، موازي کوتاه -α مدول يک M اگر که مي دهيم نشان و کرده بررسي آن ها موازي نويتري بعد با را مدول ها
يک M اگر که مي کنيم ثابت اين، بر علاوه .α ⩽ pn-dimM ⩽ α+ ١ و است موازي نويتري بعد داراي M
.α ≤ n-dimM ≤ α+١ و است نويتري بعد داراي M آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با موازي α-کوتاه مدول

نويتري مدول هايα-تقريباً موازي، مدول هايα-اتمي موازي، مدول هايα-کوتاه موازي، نويتري بعد کليدي: واژه هاي
 موازي.

16P60; 16P20 ; 16P40 رياضي: رده بندي

مقدمه ١
روي مدول ها به ترتيبي، عدد هر براي [۶] کراس توسط سپس و تعريف طبيعي اعداد براي [٨] گابريل و رنچلر توسط ابتدا کرول بعد مفهوم
معرفي [٧] لمونيه و [٣] کرمزاده توسط هم زمان تقريباً به طور نيز نويتري، بعد يعني مفهوم اين دوگان شد. داده تعميم تعويض ناپذير حلقه هاي
نويتري، بعد زمينه در که است لازم به ذکر البته تعويض ناپذيرند. حلقه هاي پژوهشي زمينه هاي مهم ترين از دو اين و گرفت قرار بررسي مورد و
همين در ديگري پژوهش نيز مقاله اين و است بوده اهواز چمران شهيد دانشگاه در شاگردانش و کرمزاده توسط انجام شده پژوهش هاي اهم
هر که دادند نشان و باشد نويتري M

N
يا N ،N زيرمدول هر براي هرگاه ناميدند، کوتاه را M مدول ،[١] اسميت و بيلهان است. زمينه

اين تعميم با [٢] هم کاران و کرمزاده است. نويتري تقريباً يا نويتري کوتاه، مدول هر به علاوه، است. متناهي گلدي بعد داراي کوتاه مدول
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براي هرگاه ناميدند، α-کوتاه را M مدول آن ها دادند. قرار بررسي مورد و کرده تعريف را α-کوتاه مدول  ،α ترتيبي عدد هر به ازاي مفهوم،
تعميم، اين ضمن آن ها باشد. ترتيبي عدد کوچک ترين خاصيت اين با α و n-dim M

N
≤ α يا n-dimN ≤ α ،N زيرمدول هر

و است α + ١ يا α نويتري بعد داراي کوتاه -α مدول هر که دادند نشان به  ويژه آوردند. به دست خاص حالت به عنوان را [١] نتايج همه
دادند نشان هم چنين است. شماراتوليدشده M زيرمدول هر آن گاه باشد، شمارا ترتيبي عدد يک α و کوتاه -α مدول يک M اگر نتيجه در
تنها و اگر است کوتاه -α حلقه يک R ،α ≥ ٠ ترتيبي عدد هر براي آن گاه نيست، بخشي حلقه که باشد نيم اول حلقه يک R اگر که
زيرمدول هاي داراي گاه هر مي دهيم، نمايش A ⊥ B با و ناميده متعامد را B و A R-مدول هاي باشد. داشته α با برابر نويتري بعد اگر
يکي از ناصفري زيرمدول هيچ هرگاه مي دهيم، نمايش A ∥ B با و ناميده موازي را B و A مدول هاي هم چنين نباشند. يکريخت ناصفر
تمام صورت اين در و باشند موازي يکديگر با زيرمدول هايش تمام چنان چه مي ناميم، اتمي را M مدول نباشد. متعامد ديگري با دو اين از
همه که مي شود ديده به آساني متفاوت اند. [۴] تعريف شده اتمي مدول هاي با مدول ها اين که توجه کنيم موازي اند. M با زيرمدول هايش
،[٩] هم کارش و شيرعلي نيست. درست کلي حالت در آن عکس که است شده داده نشان [٩] از ٢. ٣ مثال در و اتمي اند يکنواخت، مد ول هاي
مورد را آن ها خواص و کرده تعريف است، M مدول با موازي زيرمدول هاي مجموعه ي روي کرول بعد همان که را M موازي کرول بعد
نويتري بعد و کرول بعد وجود ولي نيست، آن بودن (آرتيني) نويتري مستلزم مدول، يک بودن (نويتري) آرتيني که مي دانيم دادند. قرار بررسي
دوري و است آن با موازي زيرمدول هاي مجموعه ي روي نويتري بعد مفهوم همان نيز مدول يک موازي نويتري بعد هم ارزند. مدول يک براي
مدول هاي که است شده داده نشان [٩] در است موازي کرول بعد دوگان بعد، اين مي کند. اندازه گيري بودن نويتري از را موازي مدول هاي
نشان [٩] با مشابه تقريباً مقاله اين در مي رسيم، مدول گلدي بعد به اساسي زيرمدول هاي پيرامون بحث از که آن جايي از و موازي اند اساسي،
α-کوتاه مفهوم هم چنين باشد. نويتري بعد داراي اگر تنها و اگر است موازي نويتري بعد داراي متناهي، گلدي بعد با مدول يک که مي دهيم
شرکت پذير حلقه ها مقاله اين سراسر در مي پردازيم. مدول يک موازي نويتري بعد با آن ارتباط و ويژگي ها بررسي به و کرده مطرح را موازي
و pn-dimM ،n-dimM با به ترتيب را M مدول گلدي بعد و موازي نويتري بعد نويتري، بعد راست اند. يکاني مدول ها و يکدار و

مي دهيم. نمايش G-dimM

مدول ها موازي نويتري بعد ٢
موازي نويتري بعد يعني، موازي؛ کرول بعد دوگان بررسي به بخش اين در است. گرفته قرار تحقيق و بررسي مورد موازي کرول بعد [٩] در
استفاده مورد موازي α-کوتاه مدول هاي براي بعد بخش در که مي کنيم بيان آن براي را موازي کرول بعد با مشابه تقريباً قضايايي و پرداخته

ميگيرند. قرار

نباشند. يکريخت ناصفر زير مدول هاي داراي هرگاه مي دهيم نمايش A ⊥ B با و ناميده متعامد را B و A R-مدول هاي .٢. ١ تعريف
باشد نداشته وجود ٠ ̸= D١ ⊆ D هرگاه مي دهيم، نشان C ∥ D با و مي گوييم موازي را D و C R-مدول هاي هم چنين
،٠ ̸= C١ ⊆ C هر براي ديگر، به عبارت .C١ ⊥ D که باشد نداشته وجود ٠ ̸= C١ ⊆ C هم چنين و C ⊥ D١ که
،٠ ̸= D١ ⊆ D هر براي هم چنين .aR ∼= bR که به طوري باشند داشته وجود ٠ ̸= bR ⊆ D و ٠ ̸= aR ⊆ C١

.aR ∼= bR به طوري که باشند داشته وجود ٠ ̸= bR ⊆ D١ و ٠ ̸= aR ⊆ C

اين در و N ∩ K ̸= ٠ ،M از K ناصفر زيرمدول هر براي هرگاه است، M در اساسي زيرمدول يک N که مي کنيم يادآوري
.N ⊆

e
M مي نويسيم صورت

به به بيش تر جزئيات براي ميتواند خواننده مي کنيم. يادآوري را مدول يک با موازي زيرمدول هاي مهم ويژگي هاي از برخي زير لم در
کند. مراجعه [٩] از ٢. ٢ لم

برقرارند. زير احکام آن گاه باشند، M R-مدول زيرمدول هاي C و B ،A اگر .٢. ٢ لم

.A||A .١

.B||A اگر تنها و اگر A||B .٢

.A||M آن گاه ،A ⊆
e
M اگر .٣

.A||B آن گاه ،aR||bR ،b ∈ B \ {٠} و a ∈ A \ {٠} هر براي اگر .۴

.A||C آن گاه ،B ∼= C و A||B اگر .۵

.A||C آنگاه ،B||C و A||B اگر .۶



۴٣٩ موازي کوتاه -α مدول هاي

.B||A آنگاه ،C||A که طوري به C ⊆ B ⊆ A اگر .٧

.A ∩B||M آن گاه ،A ∩B ̸= ٠ و باشند موازي M با B و A هرگاه .٨

استقراي با و داده نشان pn-dimM با وجود صورت در را M موازي نويتري بعد باشد. R-مدول يک M فرض کنيم .٢. ٣ تعريف
،α ⩾ ٠ ترتيبي عدد هر براي و M = ٠ اگر تنها و اگر pn-dimM = −١ مي دهيم قرار مي کنيم. تعريف ترامتناهي
زيرمدول هاي از M٠ ⊆ M١ ⊆ M٢ ⊆ · · · صعودي زنجير هر براي و pn-dimM ≮ α هرگاه ،pn-dimM = α
ويژگي اين با ترتيبي عدد کوچک ترين α و pn-dim Mi+١

Mi
< α ،i ⩾ t هر براي به طوري که باشد موجود t ∈ N ،M با موازي

موجود α ترتيبي عدد چنان که مي گيريم. نظر در R راست R-مدول موازي نويتري بعد را R حلقه موازي نويتري بعد خاص، حالت در باشد.
نيست. موازي نويتري بعد داراي M گوييم ،pn-dimM = α که نباشد

اگر به ويژه باشد. خود موازي زيرمدول هاي روي صعودي زنجير شرط داراي M اگر تنها و اگر pn-dimM = ٠ تعريف، بر بنا
است. ايستا نيز M اساسي زيرمدول هاي از صعودي زنجير هر آن گاه باشد، خود موازي زيرمدول هاي روي صعودي زنجير شرط داراي M

باشد. داشته وجود آن ها از يکي که صورتي در ،pn-dimM = n-dimM ،M اتمي مدول هر براي که است واضح هم چنين،

مي پردازيم. مدول آن از خارجقسمتي مدول هاي و زيرمدول ها موازي نويتري بعد با مدول يک موازي نويتري بعد ارتباط بررسي به اکنون

و است موازي نويتري بعد داراي نيز M با موازي N زيرمدول هر آن گاه باشد، موازي نويتري بعد با R-مدول يک M اگر .۴ .٢ لم
.pn-dimN ⩽ pn-dimM

نيز N بنابراين است. M با موازي زيرمدول هاي از زنجير يک N با موازي زيرمدول هاي از زنجير هر ،٢. ٢ لم از (۶) بند بر بنا اثبات.
.pn-dimN ⩽ pn-dimM و است موازي نويتري بعد داراي

و است موازي نويتري بعد داراي M
N

،M با موازي N زيرمدول هر براي آن گاه باشد، موازي نويتري بعد با R-مدول يک M اگر .۵ .٢ لم
.pn-dim M

N
⩽ pn-dimM

بنا باشد. M
N

با موازي زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک M٠
N

⊆ M١
N

⊆ M٢
N

⊆ · · · و pn-dimM = α کنيم فرض اثبات.
که دارد وجود t ∈ N لذا است. M با موازي زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک N ⊆ M٠ ⊆ M١ ⊆ · · · ،٢. ٢ لم از (٧) بند بر

.pn-dim M
N

≤ α بنابراين .pn-dim Mi+١/N
Mi/N

= pn-dim Mi+١
Mi

< α ،i ⩾ t هر براي

و دارد موازي نويتري بعد نيز M آن گاه باشد، موازي نويتري بعد داراي M با موازي سره زيرمدول هر اگر .۶ .٢ گزاره

pn-dimM ⩽ sup{pn-dimN : N ||M}+ ١.

لذا و دارد وجود sup{pn-dimN : N ||M} پس مي دهند، تشکيل مجموعه يک M با موازي زيرمدول هاي تمام چون اثبات.
M با موازي زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک M٠ ⊆ M١ ⊆ M٢ ⊆ · · · کنيم فرض حال بگيريم. نظر در α را آن ميتوانيم
و دارد وجود Mi+١

Mi
موازي نويتري بعد ،i هر براي ،۵ .٢ لم بر بنا و است موازي نويتري بعد داراي Mi ،i هر براي فرض، بر بنا باشد.

.pn-dimM ⩽ α + ١ و است موازي نويتري بعد داراي M بنابراين .pn-dim Mi+١
Mi

⩽ pn-dimMi+١ ⩽ α

و است موازي نويتري بعد داراي M آن گاه باشد، موازي نويتري بعد داراي M
N

،M با موازي N زيرمدول هر براي اگر .٢. ٧ گزاره

pn-dimM = sup{pn-dim M

N
: N ||M}.

زنجير يک M١ ⊆ M٢ ⊆ M٣ ⊆ M۴ ⊆ · · · کنيم فرض .α = sup{pn-dim M
N

: N ||M} مي دهيم قرار اثبات.
N
M١

⊆ M
M١

است. M
M١

زيرمدول هاي از نامتناهي زنجير يک M٢
M١

⊆ M٣
M١

⊆ · · · بنابراين باشد. M با موازي زيرمدول هاي از نامتناهي
N
M١

⊕M٢
M١

⊆ N
M١

⊕M٣
M١

⊆ نتيجه در و N
M١

⊕M٢
M١

∥ M
M١

،٢. ٢ لم بر بنا صورت اين در و N
M١

⊕M٢
M١

⊆
e

M
M١

به طوري که دارد وجود

طبيعي عدد بنابراين ،Mi+١
Mi

≃ Mi+١/M١⊕N/M١
Mi/M١⊕N/M١

،i ≥ ١ هر براي چون است. M
M١

با موازي زيرمدول هاي از نامتناهي زنجير يک · · ·
،i ≥ m هر براي به طوري که دارد وجود m

pn-dim Mi+١

Mi

= pn-dim Mi+١/M١ ⊕N/M١

Mi/M١ ⊕N/M١
< pn-dim M

M١
.
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.pn-dimM ≤ از اين رو است. موازي نويتري بعد داراي M پس است، موازي نويتري بعد داراي Mi+١
Mi

،i ≥ m هر براي لذا
بنابراين .pn-dimM ≥ α ،۵ .٢ لم بر بنا اما pn-dim M

M١
≤ α

pn-dimM = sup{pn-dim M

N
: N ||M}.

.G-dimM
N

< ∞ ،M با موازي N زيرمدول هر براي آن گاه باشد، موازي نويتري بعد با مدول يک M اگر .٢. ٨ گزاره

از ٣. ٩ گزاره بر بنا حال است. موازي کرول بعد داراي آنگاه باشد، موازي نويتري بعد داراي M اگر ،[٩] از ٣ .۴ گزاره به توجه با اثبات.
.G-dim M

N
< ∞ داريم M موازي N زيرمدول هر براي ،[٩]

مي کنيم. بررسي را موازي نويتري بعد و نويتري بعد وجود بين رابطه قضيه بعد، در

صورت اين در و باشد متناهي گلدي بعد با موازي نويتري بعد داراي اگر تنها و اگر است نويتري بعد داراي M مدول .٢. ٩ قضيه
.pn-dimM = n-dimM

داراي M که مي دهيم نشان n-dimM = α روي استقرا با است. متناهي G-dimM آن گاه باشد، موجود n-dimM اگر اثبات.
عدد هر از نويتري بعد با مدول هاي براي حکم و α > ٠ کنيم فرض حال است. واضح حکم α = ٠ براي است. موازي نويتري بعد
چون باشد. M با موازي زيرمدول هاي از زنجيري M٠ ⊆ M١ ⊆ M٢ ⊆ · · · کنيم فرض هم چنين باشد. برقرار γ < α ترتيبي
نويتري بعد داراي Mi+١

Mi
استقرا، فرض بر بنا .n-dim Mi+١

Mi
< α ،i ≥ n هر براي که است موجود n ∈ Nپس n-dimM = α

pn-dimM ≤ α = و است موازي نويتري بعد داراي M بنابراين .pn-dim Mi+١
Mi

= n-dim Mi+١
Mi

< α و است موازي
منظور، اين براي .n-dimM ≤ pn-dimM که دهيم نشان و کنيم ثابت را آن عکس است کافي تساوي، اثبات براي .n-dimM
باشد، M زيرمدول هاي از زنجيري M١ ⊆ M٢ ⊆ M٣ ⊆ · · · و β = ٠ اگر مي کنيم. عمل pn-dimM = β روي استقرا با
،٢. ٧ گزاره اثبات مشابه حال .Mi ∥ Mk ،i ≥ k هر براي که دارد وجود k طبيعي عدد ،M گلدي بعد بودن متناهي به توجه با آنگاه
فرض اکنون مي ايستد. زنجير اين ،pn-dim M

Mk
≤ pn-dimM = ٠ چون و ساخت M

Mk
با موازي زيرمدول هاي از زنجيري مي توان

زيرمدول هاي از نامتناهي زنجيري M١ ⊆ M٢ ⊆ M٣ ⊆ · · · اگر است. صادق γ < β ترتيبي عدد هر براي حکم و β > ٠ کنيم
N ⊕M١ ⊆ N ⊕M٢ ⊆ N ⊕M٣ ⊆ · · · و N ⊕M١ ∥ M به طوري که دارد وجود M در N زيرمدول آنگاه باشد، M
فرض بر بنا .pn-dim Mi+١

Mi
= pn-dim N⊕Mi+١

N⊕Mi
< β ،i هر براي بنابراين است. M با موازي زيرمدول هاي از زنجيري

n-dimM = بنابراين .n-dimM ≤ β = pn-dimM لذا و n-dim Mi+١
Mi

≤ pn-dim Mi+١
Mi

< β استقرا،
.pn-dimM

مي آيد. به دست بعد نتيجه ،٢. ٨ گزاره و ۵ .٢ لم قبل، قضيه بر بنا

دارد. نويتري بعد M
N

،M با موازي N زيرمدول هر براي آن گاه باشد، موازي نويتري بعد داراي M اگر .٢. ١٠ نتيجه

موازي نويتري بعد داراي نيز M آن گاه باشد، موازي نويتري بعد داراي M
N

يا N ،M با موازي N زيرمدول هر براي اگر .٢. ١١ گزاره
است.

موجود k ∈ N اگر باشد. M با موازي زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک M٠ ⊆ M١ ⊆ M٢ ⊆ · · · کنيم فرض اثبات.
،t ⩾ k هر براي لذا است. نويتري بعد داراي M

Mk
،٢. ٩ قضيه و ٢. ٨ گزاره بر بنا آن گاه است، موازي نويتري بعد داراي M

Mk
که باشد

نويتري بعد داراي Mt+١
Mt

،t ⩾ k هر براي بنابراين .n-dim Mt+١
Mt

= n-dim Mt+١/Mk

Mt/Mk
⩽ n-dim Mt+١

Mk
⩽ n-dim M

Mk

،n هر براي صورت اين غير در دارد. وجود M موازي نويتري بعد لذا است، موازي نويتري بعد داراي Mt+١
Mt

،٢. ٩ قضيه بر بنا است.
موازي نويتري بعد داراي نيز M بنابراين دارد. موازي نويتري بعد Mi+١

Mi
،i هر براي ،۵ .٢ لم بر بنا است. موازي نويتري بعد داراي Mn

است.

موازي نويتري بعد M آن گاه باشد، داشته نويتري بعد M
N

يا موازي نويتري بعد N ،M با موازي N زيرمدول هر براي اگر .٢. ١٢ نتيجه
دارد.

و است اتمي لذا و يکنواخت Z-مدول عنوان به Q مثال، به عنوان ندارند. موازي نويتري بعد لزوماً اتمي مدول هاي .٢. ١٣ تذکر
است. تناقض اين و باشد داشته نويتري بعد بايد Q قبل، قضيه بر بنا صورت اين غير در زيرا ندارد؛ موازي نويتري بعد اما .G-dimQ = ١



۴۴١ موازي کوتاه -α مدول هاي

T (M) = اگر که است واضح مي دهيم. نمايش T (M) نماد با را M مدول با موازي زيرمدول هاي همه اشتراک مقاله، اين ادامه در
است. نيم ساده M ديگر به عبارت ندارد. سره اساسي زيرمدول M آن گاه ،M

نويتري بعد داراي M صورت اين در .T (M) ∥ M و T (M) ⪇ M که به طوري باشد R-مدول يک M کنيم فرض .١۴ .٢ گزاره
به علاوه .n-dim M

T (M)
= α اگر تنها و اگر pn-dimM = α و است موازي

pn-dimM = n-dim M

T (M)
= sup{n-dim M

N
: N ∥ M}.

داراي M
N

،۵ .٢ لم طبق هم چنين .G-dim M
N

< ∞ ،N ||M هر براي ،٢. ٨ گزاره بر بنا .pn-dimM = α کنيم فرض اثبات.
نويتري بعد بنابراين ،T (M) ∥ M طرفي از .n-dim M

N
= pn-dim M

N
،٢. ٩ قضيه به توجه با پس است. موازي نويتري بعد

لذا .n-dim M
T (M)

= β مي دهيم قرار دارد. وجود M
T (M)

β = n-dim M

T (M)
= pn-dim M

T (M)
≤ pn-dimM = α.

زنجير ،M با موازي زيرمدول هاي از M١ ⊆ M٢ ⊆ M٣ ⊆ · · · صعودي زنجير هر براي حال .β ⩽ α پس
به گونه اي k ∈ N پس است، نويتري بعد داراي M

T (M)
اما داريم. را M

T (M)
زيرمدول هاي از M١

T (M)
⊆ M٢

T (M)
⊆ M٣

T (M)
⊆ · · ·

pn-dim Mi+١
Mi

= ،٢. ٩ قضيه بر بنا .n-dim Mi+١
Mi

= n-dim Mi+١/T (M)
Mi/T (M)

< β ،i ≥ k تمام براي که است موجود
نتيجه مي توان ،٢. ٧ گزاره به توجه با .α = β لذا و α ≤ β نتيجه در .pn-dim Mi+١

Mi
< β بنابراين .n-dim Mi+١

Mi
< β
گرفت:

n-dim M

T (M)
= pn-dimM = sup{pn-dim M

N
: N ∥ M} = sup{n-dim M

N
: N ∥ M}.

آن گاه ،α = ٠ اگر دارد. وجود M موازي نويتري بعد مي دهيم نشان α روي استقرا با .n-dim M
T (M)

= α کنيم فرض به عکس،
به دست M

T (M)
زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک ،M با موازي زيرمدول هاي از صعودي زنجير هر از چون اکنون است. نويتري M

T (M)

زنجير يک M١ ⊆ M٢ ⊆ · · · اگر برقرارباشد. گزاره ، γ < α هر براي و α > ٠ کنيم فرض حال .pn-dimM = ٠ ميآيد
بنابراين است. M

T (M)
زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک M١

T (M)
⊆ M٢

T (M)
⊆ · · · آنگاه باشد، M با موازي زيرمدول هاي از صعودي

،i ≥ k هر براي که دارد وجود k ∈ N

n-dim Mi+١

Mi

= n-dim Mi+١/T (M)

Mi/T (M)
< n-dim M

T (M)
= α.

.pn-dimM ≤ α بنابراين و pn-dim Mi+١
Mi

= n-dim Mi+١
Mi

< α ،٢. ٩ قضيه بر بنا

بعد داراي آن خارج قسمتي مدول هر هرگاه است، (q.f.d) متناهي خارج قسمتي بعد خاصيت داراي M مدول که مي کنيم  ياد آوري
داريم. نياز [٧] ٢. ٢ قضيه به ادامه در باشد. متناهي گلدي

هم ارزند. زير احکام α ⩾ ٠ ترتيبي عدد و M R-مدول  براي .١۵ .٢ گزاره
و N ⊆ X ⊂ P که بهطوري دارد وجود X زيرمدول ،N ⊂ P ⊆ M هر براي و است q.f.d R-مدول  يک M .١

.n-dim P
X

≤ α

.n-dimM ≤ α .٢
حداکثر موازي نويتري بعد با خارج قسمتي مدول يک داراي آن، زيرمدول هر که بهطوري باشد q.f.d R-مدول  يک M اگر .١۶ .٢ قضيه

.n-dimM ≤ α صورت اين در باشد. α
.A = P

N
مي دهيم قرار N ⊂ P ⊆ M هر براي مي کند. صدق قبل گزاره از (١) بند در M دهيم نشان است کافي اثبات.

طرفي از .pn-dim A
C

≤ α بنابراين دارد. موازي نويتري بعد A
C

که به طوري است A
C

مانند ناصفر خارجقسمتي مدول داراي A لذا
.n-dimM ≤ α بالا، گزاره بر بنا .n-dim A

C
≤ α ،٢. ٩ قضيه به توجه با و G-dim A

C
< ∞

مي شود. حاصل زير نتيجه ،[۵] از ١. ٨ نتيجه و قبل قضيه بر بنا
خارج قسمتي مدول يک داراي M زيرمدول هر اگر باشد. شمارا ترتيبي عدد يک α و q.f.d R-مدول  يک M کنيم فرض .٢. ١٧ نتيجه

است. شماراتوليدشده M زيرمدول هر آن گاه باشد، α حداکثر موازي نويتري بعد با
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موازي α-کوتاه مدول هاي ٣
بعد داراي α-کوتاه مدول هر که دادند نشان آن ها دادند. قرار بررسی مورد و کرده تعريف را α-کوتاه مدول هاي ،[٢] هم کاران و کرمزاده
مي پردازيم. ،[٢] مرجع در قضايايي تعميم به و پرداخته موازي α-کوتاه مدول هاي بررسي به ما بخش، اين در است. α + ١ يا α نويتري

pn-dimN ≤ يا n-dim M
N

⩽ α ،M با Nموازي زيرمدول هر براي هرگاه گوييم، موازي α-کوتاه Mرا R-مدول  .٣. ١ تعريف
باشد. خاصيت اين با ترتيبي عدد کوچک ترين α و α

نيست. سره موازي زيرمدول داراي M آن گاه باشد، موازي (١−)-کوتاه مدول يک M اگر که است بديهي

.β ≤ α که به طوري است موازي β-کوتاه مدول يک M آن گاه ،pn-dimM = α اگر .٣. ٢ لم

β-کوتاه مدول يک M بنابراين .pn-dimN ≤ pn-dimM = α ،M با موازي N زيرمدول هر براي ،۴ .٢ لم بر بنا اثبات.
.β ≤ α که به طوري است موازي

.β ≤ α که به طوري است موازي β-کوتاه مدول يک نيز آن با موازي زيرمدول هر آن گاه باشد، موازي α-کوتاه مدول Mيک اگر .٣. ٣ لم

pn-dimK ≤ يا n-dim M
K

≤ αپس .K||M ،٢. ٢ لم به توجه با آن گاه ،K||N اگر صورت اين در .N ||M فرض کنيم اثبات.
که به طوري است موازي β-کوتاه مدول يک N بنابراين .pn-dimK ≤ α يا n-dim N

K
≤ n-dim M

K
≤ α نتيجه در .α

.β ≤ α

.pn-dimM ≥ α و است موازي نويتري بعد داراي M آن گاه باشد، موازي α-کوتاه مدول يک M اگر .۴ .٣ لم

M ،٢. ١٢ نتيجه بر بنا .pn-dim M
N

≤ α يا pn-dimN ≤ α ،M با موازي N زيرمدول هر براي فرض، به توجه با اثبات.
.α ≤ pn-dimM ،۴ .٢ و ۵ .٢ قضيه طبق و است موازي نويتري بعد داراي

ميآيد. به دست به راحتي زير نتيجه ،٢. ٩ قضيه و بالا لم به توجه با

.pn-dimM = n-dimM ≥ α آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با موازي α-کوتاه مدول يک M اگر .۵ .٣ نتيجه

باشد. موازي α-کوتاه ،α ترتيبي عدد يک براي اگر تنها و اگر است موازي نويتري بعد داراي M مدول .۶ .٣ نتيجه

.pn-dimM = α + ١ يا pn-dimM = α آن گاه باشد، موازي α-کوتاه مدول يک M اگر .٣. ٧ گزاره

فرض کنيم .pn-dimM ≥ α + ١ آن گاه ،pn-dimM ̸= α اگر حال .pn-dimM ≥ α ،۴ .٣ لم بر بنا اثبات.
،i هر براي لذا است، موازي α-کوتاه مدول يک M چون باشد. M با موازي زيرمدول هاي از صعودي زنجير يک M١ ⊆ M٢ ⊆ · · ·
،i ⩾ n هر براي آن گاه ،n-dim M

Mn
⩽ α که باشد داشته وجود n طبيعي عدد اگر .n-dim M

Mi
⩽ α يا pn-dimMi ⩽ α

،٢. ٩ قضيه بر بنا حال .n-dim Mi+١
Mi

≤ n-dim M
Mi

= n-dim M/Mn

Mi/Mn
≤ n-dim M

Mn
≤ α

pn-dim Mi+١

Mi

= n-dim Mi+١

Mi

≤ n-dim M

Mn

= pn-dim M

Mn

≤ α.

زنجير، اين عناصر همه طرفي از .pn-dimMn ≤ α ،n هر براي صورت اين غير در .pn-dimM ≤ α + ١ نتيجه در
pn-dim Mi+١

Mi
≤ و است موازي نويتري بعد داراي Mi+١

Mi
،i هر براي ،۵ .٢ لم بر بنا پس موازي اند. نويتري داراي و موازي هم با

.pn-dimM = α + ١ يعني، pn-dimM؛ ≤ α + ١ بنابراين .pn-dimMi+١ ≤ α

ميآيد. به دست نتيجه ،٢. ٩ قضيه و ۴ .٣ گزاره به توجه با

و است نويتري بعد داراي M آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با موازي α-کوتاه مدول يک M اگر .٣. ٨ نتيجه

α ≤ n-dimM ≤ α + ١.

است. آمده نيز [٩] در بعد تعريف
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سره زيرمدول يک Mi ،i هر براي که به طوري Ps(M) = ΣMi مي کنيم تعريف باشد. R-مدول  يک M فرض کنيم .٣. ٩ تعريف
M باشد. با موازي

M اگر بنابراين است. نيز موازي زيرمدول ،٢. ٢ لم بر بنا که دارد اساسي سره زيرمدول يک متناهي، گلدي بعد با مدول هر که مي دانيم
.Ps(M)||M ،٢. ٢ لم از (٧) بند و تعريف به بنا هم چنين .Ps(M) ̸= ٠ آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با R-مدول يک

يا و pn-dimPs(M) = pn-dimM = ٠ آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با موازي ٠-کوتاه مدول يک M اگر .٣. ١٠ لم
است. نويتري M

N
که دارد وجود N مانند M با موازي سره زيرمدول

يا pn-dimN ≤ ٠ ،N مانند M با موازي زيرمدول هر براي پس است. موازي ٠-کوتاه مدول M مي کنيم فرض اثبات.
اما .pn-dimN = ٠ يا N = ٠ آن گاه ،pn-dimN ≤ ٠ ،N مانند M با موازي زيرمدول هر براي اگر .n-dim M

N
≤ ٠

.pn-dimN = ٠ ،N Mمانند با موازي ناصفر زيرمدول هر بنابراين است. ناصفر موازي زيرمدول Mداراي پس ،G-dimM < ∞
که به طوري باشد داشته وجود N مانند M با موازي زيرمدول اگر اما .pn-dimPs(M) = pn-dimM = ٠ نتيجه در
و است موازي نويتري بعد داراي M

N
،٢. ٩ قضيه بر بنا است. نويتري M

N
يا ندارد سره موازي زيرمدول M آن گاه ،n-dim M

N
≤ ٠

است. تمام اثبات و pn-dimM
N

= n-dim M
N

= ٠

است. موازي α-کوتاه مدول يک M آن گاه باشد، حدي ترتيبي عدد يک α و pn-dimM = α اگر .٣. ١١ گزاره

،٣. ٧ گزاره به توجه با ،β < α اگر حال است. موازي β-کوتاه مدول يک ،β ⩽ α يک براي M ،٣. ٢ لم به توجه با اثبات.
.β = α بنابراين است. تناقض اين و pn-dimM ≤ β + ١ < α

است. موازي β-کوتاه يا موازي α-کوتاه مدول يک M آن گاه ،α = β + ١ که pn-dimM = α اگر .٣. ١٢ گزاره

،٣. ٧ گزاره بر بنا آنگاه ،γ < β اگر است. γ ⩽ α که به طوري موازي γ-کوتاه مدول يک M ،٣. ٢ لم به توجه با اثبات.
.β ≤ γ ≤ β + ١ = α بنابراين است. تناقض که pn-dim (M) ≤ γ + ١ < β + ١

،M با موازي N سره زيرمدول هر براي و pn-dimM = α هرگاه گوييم، موازي α-اتمي مدول يک را M .٣. ١٣ تعريف
موازي α-اتمي مدول يک M که طوري به باشد داشته وجود α ترتيبي عدد هرگاه مي ناميم، موازي اتمي را M .pn-dimN < α

باشد. نداشته نابديهي موازي زيرمدول اگر تنها و اگر است موازي ٠-اتمي مدول يک که مي کنيم دقت باشد.

است N مانند موازي زيرمدول يک شامل M آن گاه نيست، موازي اتمي که باشد ناصفر موازي α-کوتاه مدول يک M اگر .١۴ .٣ گزاره
.pn-dim M

N
≤ α که به طوري

گزاره به توجه با .pn-dimN = pn-dimM که است N مانند موازي سره زيرمدول داراي نيست، موازي اتمي M چون اثبات.
.pn-dim M

N
≤ α ٢ .۵ لم به توجه با آن گاه ،pn-dimM = α اگر .pn-dimM = α+ ١ يا pn-dimM = α ،٣. ٧

بنابراين .n-dim M
N

= α + ١ ،٢. ٨ گزاره و ٢. ٩ قضيه به توجه با آن گاه ،pn-dim M
N

= pn-dimM = α + ١ اگر حال
.pn-dim M

N
≤ α ازاين رو است. تناقض يک اين و است موازي α-کوتاه + ١ مدول يک M

است. موازي β-کوتاه مدول يک M آن گاه ،α = β + ١ و باشد موازي α-اتمي مدول يک M اگر .١۵ .٣ گزاره

ازاين رو .pn-dimN < α است، موازي α-اتمي مدول يک M چون باشد. M با موازي زيرمدول N فرض کنيم اثبات.
اما .γ + ١ ≤ β < α آن گاه ،γ < β اگر حال است. γ ⩽ β يک براي موازي، γ-کوتاه مدول يک M لذا .pn-dimN ≤ β

.γ = β بنابراين است. تناقض يک اين و pn-dimM ≤ γ + ١ ≤ β < α ،٣. ٧ گزاره بر بنا

دارد وجود M با موازي N زيرمدول يک يا است موازي α-کوتاه مدول يک M آن گاه ،pn-dimM = α + ١ اگر .١۶ .٣ گزاره
.pn-dimN = n-dim M

N
= α + ١ که به طوري

نباشد. موازي α-کوتاه مدول M فرض کنيم است. موازي α-کوتاه + ١ يا موازي α-کوتاه مدول يک M ،٣. ١٢ گزاره بر بنا اثبات.
،٢. ٩ قضيه و ٢. ٨ گزاره بر بنا .n-dim M

N
≥ α+ ١ و pn-dimN ≥ α+ ١ که دارد وجود M با موازي N زيرمدول بنابراين

بنابراين .pn-dim M
N

= n-dim M
N

pn-dim N = pn-dim M

N
= n-dim M

N
= α + ١.
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α و n-dim M
N

< α ،M با موازي N زيرمدول هر براي هرگاه گوييم، موازي نويتري α-تقريباً مدول يک را M .٣. ١٧ تعريف
باشد. ويژگي اين با ترتيبي عدد کوچکترين

.pn-dimM ≤ α و است موازي نويتري بعد داراي M آن گاه باشد، موازي نويتري α-تقريباً R-مدول يک M اگر .٣. ١٨ گزاره

،٢. ٩ قضيه بر بنا .n-dim M
N

< α ،M با موازي N زيرمدول هر براي است، موازي نويتري α-تقريباً مدول يک M چون اثبات.
و دارد موازي نويتري بعد M ،٢. ٧ گزاره به توجه با و pn-dim M

N
= n-dim M

N
< α و است موازي نويتري بعد داراي M

N

.pn-dimM ≤ α

مي آيد. بهدست بهآساني بعد لم قبل، گزاره به توجه با

است موازي نويتري β-تقريباً مدول يک آن با موازي زيرمدول هر آن گاه باشد، موازي نويتري α-تقريباً مدول يک M اگر .٣. ١٩ لم
به طوري است موازي نويتري γ-تقريباً نيز M

N
خارجقسمتي مدول ،N مانند M با موازي زيرمدول هر براي هم چنين .β ⩽ α که به طوري

.γ ⩽ α که

نويتري α-تقريباً + ١ يا موازي نويتري α-تقريباً مدول يک M آن گاه ،pn-dimM = α که باشد مدول يک M اگر .٣. ٢٠ لم
است. موازي

قضيه و ٢. ٨ گزاره طبق طرفي از .pn-dim M
N

⩽ pn-dimM = α ،M با موازي N مدول زير هر براي ،۵ .٢ لم بر بنا اثبات.
مدول يک M آن گاه ،pn-dim M

N
< α اگر حال .pn-dim M

N
= n-dim M

N
≤ α و است نويتري بعد داراي M

N
،٢. ٩

لذا و pn-dim M
K

= α < α + ١ که دارد وجود K مانند M با موازي زيرمدول صورت اين غير در است. موازي نويتري α-تقريباً
است. موازي نويتري α-تقريباً + ١ مدول يک M

باشد. موازي نويتري α-تقريباً مدول يک M ،α ترتيبي عدد يک به ازاي اگر تنها و اگر است موازي نويتري بعد داراي M .٣. ٢١ نتيجه

موازي α-کوتاه مدول هاي ويژگي هاي ۴
M و ترتيبي عدد يک α اگر که مي دهيم نشان به ويژه، مي پردازيم. موازي α-کوتاه مدول هاي ويژگي هاي از برخي بيان به بخش اين در

است. نويتري بعد داراي M آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با α موازي α-کوتاه مدول يک

.α ∈ {γ, γ + ١} که است موازي γ-کوتاه مدول يک M آن گاه باشد، α-کوتاه مدول يک M اگر .١ .۴ گزاره

يا n-dimN ≤ α ،M با موازي N زيرمدول هر براي و است نويتري بعد داراي M مانند α-کوتاه مدول هر ،[٢] بر بنا اثبات.
γ-کوتاه مدول يک M ازاين رو .n-dim M

N
≤ α يا pn-dimN = n-dimN ≤ α ،٢. ٩ قضيه بر بنا .n-dim M

N
≤ α

قضيه به توجه با لذا .pn-dimM = γ + ١ يا pn-dimM = γ ،٣. ٧ گزاره طبق طرفي از .γ ≤ α که به طوري است موازي
.α ∈ {γ, γ+١} پس .α ≤ n-dimM ≤ α+١ بنابراين .γ ≤ pn-dimM = n-dimM ≤ γ+١ ،٢. ٩

.α ∈ {γ, γ + ١} که است α-کوتاه مدول يک M آ ن گاه باشد، متناهي گلدي بعد با موازي γ-کوتاه مدول يک M اگر .٢ .۴ گزاره

طبق طرفي از .pn-dimM = γ + ١ يا pn-dimM = γ و است موازي نويتري بعد داراي M ،٣. ٧ گزاره به توجه با اثبات.
بنابراين مي باشد. α ترتيبي عدد براي کوتاه، -α مدول يک M ،[٢] از ١. ٢ تذکر به بنا .γ ≤ n-dimM ≤ γ + ١ ،٢. ٩ قضيه

.α ∈ {γ, γ + ١}

تنها و اگر است α-کوتاه مدول يک M آن گاه باشد، حدي ترتيبي عدد يک α و متناهي گلدي بعد داراي M R-مدول اگر .٣ .۴ نتيجه
باشد. موازي α-کوتاه اگر

آن گاه باشد، γ ≤ α حدي ترتيبي عدد براي موازي γ-کوتاه مدول يک M
N

،M با موازي N زيرمدول هر براي اگر .۴ .۴ گزاره
.µ ≤ α+١ که به طوري است µ-کوتاه مدول Mيک آن گاه باشد، متناهي گلدي بعد Mداراي اگر به علاوه .pn-dimM ≤ α+١

،٣. ٧ گزاره بر بنا است. γ ≤ α موازي γ-کوتاه مدول يک M
N

پس باشد. M با دلخواه موازي زيرمدول يک N کنيم فرض اثبات.
pn-dimM = ،٢. ٧ گزاره به توجه با حال .pn-dim M

N
≤ γ + ١ ≤ α + ١ و است موازي نويتري بعد داراي M

N

.sup{pn-dim M
N

: N ||M} ≤ α + ١
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آن گاه باشد، γ ≤ α حدي ترتيبي عدد براي موازي، نويتري γ-تقريباً مدول يک N ،M با موازي N زيرمدول هر براي اگر .۵ .۴ گزاره
است. µ ≤ α + ١ ترتيبي عدد يک براي موازي، نويتري µ-تقريباً مدول يک M به ويژه، .pn-dimM ≤ α + ١

زيرمدول هر براي تعريف، بر بنا و است موازي نويتري γ-تقريباً مدول يک N پس باشد. M با موازي زيرمدول N کنيم فرض اثبات.
نويتري بعد داراي N ،٢. ٧ گزاره طبق .pn-dim N

K
= n-dim N

K
< γ ،٢. ٩ قضيه بر بنا .n-dim N

K
< γ ،N با K موازي

pn-dimM ≤ sup{pn-dimN : و است موازي نويتري بعد داراي M ،۶ .٢ گزاره بر بنا .pn-dimN < γ و است موازي
.N∥M}+ ١ ≤ γ + ١ ≤ α + ١

آن گاه باشد، γ ≤ α حدي ترتيبي عدد براي موازي، نويتري γ-تقريباً مدول يک M
N

،M با موازي N زيرمدول هر براي اگر .۶ .۴ گزاره
است. µ ≤ α ترتيبي عدد يک براي موازي، نويتري µ-تقريباً مدول يک M به ويژه، .pn-dimM ≤ α

فرض .γ ≤ α که pn-dim M
N

< γ ،M با موازي N زيرمدول هر براي که دهيم نشان است کافي قبل گزاره اثبات بر بنا اثبات.
براي نتيجه در .γ ≤ α و است موازي نويتري γ-تقريباً مدول يک M

N
گزاره فرض بر بنا باشد. M با موازي زيرمدول يک N کنيم

.pn-dim M/N
K/N

= n-dim M/N
K/N

< γ ،٢. ٩ قضيه و ٢. ٨ گزاره بر بنا .n-dim M/N
K/N

< γ ،M
N

با K
N

موازي زيرمدول هر
.pn-dimM ≤ α نتيجه در و pn-dim M

N
≤ γ ≤ α ،٢. ٧ گزاره طبق بنابراين

کنيم. بيان را [۴] از ٣. ٢ قضيه که است لازم بخش، اين نتيجه آخرين از قبل

هم ارزند. R تعويض پذير حلقه براي زير احکام .٧ .۴ قضيه

است. نويتري متناهي، نويتري بعد با R-مدول هر .١

است. نويتري آرتيني، R-مدول هر .٢

است. آرتيني و نويتري نويتري، بعد با R-مدول هر .٣

مي شود. نتيجه زير گزاره ،٧ .۴ قضيه و ٣. ٨ نتيجه ،٣. ١٨ گزاره ،٢. ٩ قضيه از اکنون

هم ارزند. زير گزاره هاي R تعويض پذير حلقه براي .٨ .۴ گزاره

است. نويتري آرتيني، R-مدول هر .١

است. نويتري و آرتيني ،m ≥ ١ اعداد تمام براي متناهي گلدي بعد با موازي m-کوتاه مدول هر .٢

است. نويتري و آرتيني ،α ترتيبي اعداد تمام براي متناهي گلدي بعد با موازي α-کوتاه مدول هر .٣

است. آرتيني و نويتري ،m ≥ ١ اعداد تمام براي متناهي گلدي بعد با موازي نويتري m-تقريباً مدول هر .۴

است. آرتيني و نويتري ،α ترتيبي عدد هر براي متناهي گلدي بعد با موازي نويتري α-تقريباً مدول هر .۵
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Abstract: An R-module M is called α-parallel short modules, if for each parallel submodule N to
M either pn-dimN ≤ α or n-dim M

N
≤ α and α is the least ordinal number with this property.

Using this concept, we extend some of the basic results of α-short modules to α-parallel short modules.
Also, we have studied the relationship between α-parallel short modules and their parallel Noetherian
dimension and we show that ifM is a α-parallel short module, thenM has parallel Noetherian dimension
and α ≤ pn-dimM ≤ α+1. Furthermore, we prove that ifM is an α-parallel short module with finite
Goldie dimension, thenM has Noetherian dimension and α ≤ n-dimM ≤ α + 1.

Keywords: parallel Noetherian dimension, α-parallel short modules, α-parallel atomic modules,
α-almost parallel Noetherian modules.
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