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منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه عددي حل براي جديد روش يک بررسي
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فرمولبندي طي در مهندسي علوم از شاخه چندين در طبيعي کاملا بهطور منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه چکيده:
حال، اين با است. شده شناخته غالب معادلات سيستم براي تحليلي جواب ميدهد. رخ مرزي مقدار مسائل از بسياري
دستگاه بهصورت است ممکن که دارد وجود شکست مکانيک زمينه در ترک مسائل مانند واقعي دنياي مسائل از بسياري
شکل چنين براي تقريبي جواب يافتن براي را عددي روش يک ما مقاله اين در بنابراين، نشود. فرموله غالب معادلات
خطا کران آوردن بهدست به همگرايي اين ميدهيم. نشان را پيشنهادي روش همگرايي سپس مي کنيم. پيشنهاد کلي
خواهد داده نشان روش اين کارايي عددي، مثال ارائه با پايان در ميکند. کمک تقريبي و دقيق جواب بين خطاي براي

شد.

هادامارد. متناهي اجزاي انتگرال گالرکين، روش لژاندر، چندجملهايهاي منفرد، فوق انتگرال معادلات کليدي: واژه هاي

45E05; 65L60 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه بهصورت ميتوان را غيره و مهندسي رياضي، فيزيک کاربردي، رياضيات مرزي مقدار مسائل از بسياري
دلخواه تعداد اطراف در گرمايي استرسي مسائل ، [١١] ،[١٣] شکست مکانيک زمينه در شکاف مسائل مثال، بهعنوان کرد. مدلسازي
دوبعدي منفرد فوق انتگرال معادلات همچنين، ميشود. فرمولبندي منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه بهصورت [١۴] مسطح شکافهاي
انتگرال معادلات صورت به ميتوان را [١٧] ، [١۶] منحني ترک مسائل ، [١] آب پراکندگي مسائل مانند پيچيده صفحه در منحني يک طول
آيروديناميک ، [۶] آکوستيک ، [۵] الکترومغناطيسي پراکندگي زمينه در اغلب بعد يک در منفرد فوق انتگرال معادلات داد. نشان منفرد فوق
معادلات از دسته اين تقريبي جواب آوردن بهدست براي عددي روشهاي ميدهد. رخ [١۵] شکست مکانيک و [٨] ارتجاعي خاصيت ، [۴]
اين با است. موجود چندجملهاي تقريب و مرزي عنصر روش ، [٣] انتگرالگيري روش ، [١٨] هسته تکثير روش در گستردهاي بهصورت
روشهاي که است لازم بنابراين، است. کمياب هنوز اول نوع منفرد فوق انتگرال معادلات تقريبي جواب يافتن براي عددي روشهاي وجود،
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۴۴٩ منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه عددي حل

جواب يافتن براي را پايهاي تابع بهعنوان لژاندر چندجملهاي با باقيمانده بر مبتني گالرکين روش مقاله، اين در يابد. توسعه بيشتري عددي
ميکنيم. پيشنهاد منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه تقريبي

است: زير صورت به اول نوع منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه ، [٩] و [۵] ، [١٣] شناختهشده فيزيکي مسائل از بسياري ∫در ١

−١

١
(t− s)٢

 φ١(t)
φ٢(t)

...
φN (t)

dt− ∫ ١

−١

 k١١(s, t) k١٢(s, t) . . . k١N (s, t)
k٢١(s, t) k٢٢(s, t) . . . k٢N (s, t)

...
...

. . .
...

kN١(s, t) kN٢(s, t) . . . kNN (s, t)

 φ١(t)
φ٢(t)

...
φN (t)

dt
=

 g١(s)
g٢(s)

...
gN (s)

, (١. ١)

است. φj(±١) = ٠, j = ١, . . . , N مرزي شرط و |s| < ١ آن در که
ناميده غالب معادلات دستگاه (١. ١) معادلهي باشند، kji(s, t) = ٠ بهصورت ،kji(s, t), i, j = ١, . . . , N تمام که حالتي در
[−١, ١]× [−١, ١] بازهي در بهترتيب که معلوماند مختلط مقادير با هولدر پيوسته توابع gj(s) و ki,j توابع (١. ١) دستگاه در ميشود.

است. [−١, ١] بازهي در مجهول مختلط تابع يک ،φj(s) تابع همچنين، شدهاند. تعريف [−١, ١] و
اطمينان براي همچنين، ميگيريم. درنظر هادامارد متناهي اجزاي انتگرال يک بهعنوان را منفرد فوق انتگرال معادله هر (١. ١) دستگاه در

ميکند. صدق هولدر پيوسته شرط در ،φj(s) مجهول تابع هر که ميشود فرض هادامارد متناهي اجزاي انتگرال وجود از
فوق انتگرال معادله تحليلي جواب تعميم از استفاده با تواند مي است، ki,j(s, t) = ٠ توابع که حالتي در (١. ١) دستگاه تحليلي جواب

ميآيد: بهدست زير بهصورت بعد، يک در منفرد


φ١(s)
φ٢(s)

...
φN(s)

 =



١
π٢

∫ ١
−١ g١(t) ln

∣∣∣ t− s

١ − st+
√

(١ − t١)(٢ − s٢)

∣∣∣dt
١
π٢

∫ ١
−١ g٢(t) ln

∣∣∣ t− s

١ − st+
√

(١ − t١)(٢ − s٢)

∣∣∣dt
...

١
π٢

∫ ١
−١ gN(t) ln

∣∣∣ t− s

١ − st+
√
(١ − t١)(٢ − s٢)

∣∣∣dt


. (١. ٢)

هر براي (١. ٢) معادلهي حل جواب، در تکينگي وجود بهدليل همچنين، است. (١. ١) معادله کلي شکل از خاص حالت يک فوق تحليلي جواب
مقاله اين در بنابراين، نيست. مشخص است، kji(s, t) ̸= ٠ آن در که (١. ١) کلي فرم تحليلي جواب بهعلاوه، نيست. امکانپذير gi(t)

ميکنيم. مطرح (١. ١) معادله تقريبي جواب يافتن براي عددي روش يک

قضايا و تعاريف ٢
: [١٠] کند صدق زير شرايط در هرگاه گوييم پيوسته هولدر تابع يک را φ(t) تابع .٢. ١ −φ(t)∣∣تعريف φ(x)

∣∣ ≤ c
∣∣t− x

∣∣α, t, x ∈ Ω(φ), (٢. ١)

ي دهنده نشان Ω(φ) و ميکند صدق ٠ < α ≤ ١ رابطهي در که است هولدر شرط ضريب α غيرمنفي، حقيقي ثابت يک c آن در که
است. φ تابع دامنه

[٧] است. شده تعريف زير صورت به مونوگاتو‡ توسط ، هادامارد† متناهي اجزاي انتگرال ساده فرم .٢. ٢ تعريف
صورت اين در ،u(t) ∈ C١,α(−١, ١) کنيم فرض

HFP

∫ ١

−١

u(t)

(t− x)٢ dt = =

∫ ١

−١

u(t)

(t− x)٢ dt =

∫ ١

−١

u(t)− (t− x)u′(x)− u(x)

(t− x)٢ dt (٢. ٢)

− u′(x) log
(
|١ − x

١ + x
|
)
− u(x)

[
١

١ − x
− ١

١ + x

]
, |x| < ١,

†Hadamard Finite- Part Integral(HFP)
‡Monogato
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ميکند. صدق [−١, ١] بازه در هولدر پيوسته شرط در آنها اول مرتبه مشتق که است توابعي فضاي بيانگر C١,α(−١, ١) آن در که

: [١٢] هادامارد) خوشوضعي (شرايط باشد برقرار زير شرايط هرگاه گوييم خوشوضع را مسئله يک .٢. ٣ تعريف

باشد. موجود يکتا جواب .١

(پايداري). باشد داشته وابستگي شده داده ورودي دادههاي به پيوسته طور به جواب .٢

نگاشت صورت اين در باشد. کراندار خطي نگاشت يک T : H١ −→ H٢ و بوده هيلبرت فضاي H١دو H٢و کنيم فرض .۴ .٢ قضيه
است. کراندار نيز T−١ : H٢ −→ H١ معکوس خطي

کنيد. مراجعه [٢] به قضيه اثبات براي

روش ساختار ٣
هر تقريبي، جواب کردن پيدا براي منظور بههمين شد. خواهد مطرح (١. ١) دستگاه تقريبي جواب يافتن براي عددي روش يک بخش اين در

ميکنيم: جايگزين زير صورت به را (١. ١) دستگاه در ، φj(t), j = ١, ٢, . . . , N مجهول تابع

φj(t) =
√

١ − t٢ψj(t), j = ١, ٢, . . . N. (٣. ١)

توابع اول مشتق ديگر، بهعبارت است. t ∈ [−١+,١] در وضع خوش مجهول تابع يک ψj(t), j = ١, ٢, . . . , N آن در که
زير صورت به معادلات(١. ١) دستگاه (٣. ١) ي رابطه از استفاده با است. کراندار انتهايي نقاط در ψj(t) هر و پيوستهاند ψj(t) مجهول

شود: مي تبديل

∫ ١

−١

√
١ − t٢

(t− s)٢

ψ١(t)
ψ٢(t)

...
ψN (t)

dt− ∫ ١

−١

√
١ − t٢

 k١١(s, t) k١٢(s, t) . . . k١N (s, t)
k٢١(s, t) k٢٢(s, t) . . . k٢N (s, t)

...
...

. . .
...

kN١(s, t) kN٢(s, t) . . . kNN (s, t)

ψ١(t)
ψ٢(t)

...
ψN (t)

dt
=

 g١(s)
g٢(s)

...
gN (s)

,
است: زير صورت به فوق، معادلات دستگاه فرمعملگري بنابراين

(D −K)ψ(s) = g(s). (٣. ٢)

زيرند: صورت به K و D ،g(s) ،ψ(s) آن در که

ψ(s) =

ψ١(s)
ψ٢(s)

...
ψN (s)

, g(s) =

 g١(s)
g٢(s)

...
gN (s)

 (٣. ٣)

D =

D O · · · O
O D · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · D

, K =

K١١ K١٢ · · · K١N
K٢١ K٢٢ · · · K٢N

...
...

. . .
...

KN١ KN٢ . . . KNN

. (۴ .٣)

زيرند: صورت به خطي انتگرالي عملگرهاي Kji ،D و صفر عملگر دهندهي نشان O نماد

Dψj(s) = =

∫ ١

−١

√
١ − t٢ψj(t)

(t− s)٢ dt, j = ١, ٢, . . . , N. (۵ .٣)

Kjiψj(s) =

∫ ١

−١

√
١ − t٢Kji(s, t)ψj(t)dt, j, i = ١, ٢, . . . , N. (۶ .٣)
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ميزنيم: تخمين زير صورت به را ψ(s) مجهول تابع حال

ψ(s) ≈ ψ∗
n(s) = (ψ∗

١n(s), ψ
∗
٢n(s), . . . , ψ

∗
Nn(s))

T , (٣. ٧)

ψj(s) ≈ ψ∗
jn(s) =

n∑
i=٠

aijei(s), ∀j = ١, ٢, . . . , N. (٣. ٨)

اند. [−١+,١] بازهي در (n+ ١) درجه از متعامدهشده لژاندار چندجملهايهاي مجموعه {ei(s)}ni=٠ فوق، رابطهي در
صورت به را باقيمانده خطاي ميکنيم. استفاده باقيمانده بر مبتني گالرکين روش از ،(٣. ٢) آن معادل دستگاه يا (١. ١) دستگاه حل براي

ميکنيم: تعريف زير

R(s, a١٠, a١١, . . . , a١n; a٢٠, a٢١, . . . , a٢n; . . . ; aN٠, aN١, . . . , aNn)

=


R١(s, a١٠, a١١, . . . , a١n; a٢٠, a٢١, . . . , a٢n; . . . ; aN٠, aN١, . . . , aNn)
R٢(s, a١٠, a١١, . . . , a١n; a٢٠, a٢١, . . . , a٢n; . . . ; aN٠, aN١, . . . , aNn)

...
RN(s, a١٠, a١١, . . . , a١n; a٢٠, a٢١, . . . , a٢n; . . . ; aN٠, aN١, . . . , aNn)

 . (٣. ٩)

آن در که

Rj(s, a١٠, a١١, . . . , a١n; a٢٠, a٢١, . . . , a٢n; . . . ; aN٠, aN١, . . . , aNn)

= =

∫ ١

−١

√
١ − t٢ψ∗

jn(t)

(t− s)٢ dt−
N∑
i=١

∫ ١

−١

√
١ − t٢kji(s, t)ψ

∗
in(t)dt− gj(s), j = ١, ٢, . . . , N. (٣. ١٠)

است. متعامد است، متناهي فضاي يک که Y = span{ek(s)}nk=٠ برداري فضاي در Rj(s) که است اين بر فرض
داشت: خواهيم بنابراين،

⟨Rj(s, a١٠, a١١, . . . , a١n, a٢٠, a٢١, . . . , a٢n, . . . , aN٠, aN١, . . . , aNn).ek(s))⟩L٢ = ٠,
∀k = ٠, ١, . . . , n, ∀j = ١, ٢, . . . , N, (٣. ١١)

است. L[١+,١−]٢ فضاي در داخلي ضرب دهندهي نشان ⟨·, ·⟩L٢ آن در که
نهايت، در ميکنيم. استفاده هادامارد محدود اجزاي انتگرال فرمول از دارند قرار معادلهي راست طرف در که منفرد انتگرالهاي حل براي
صريح عبارت ميشود. تبديل Nمجهول × (n+١) Nدر × (n+١) خطي جبري معادلات دستگاه يک به انتگرال معادلات دستگاه

است: زير صورت به خطي جبري معادلات دستگاه براي

n∑
q=٠

ajq

∫ ١

−١
=

∫ ١

−١

√
١ − t٢eq(t)er(s)

(t− s)٢ dtds−
n∑
q=٠

N∑
i=١

∫ ١

−١

∫ ١

−١

√
١ − t٢kji(s, t)aiqeq(t)er(s)dtds

=

∫ ١

−١
gj(s)er(s)ds, r = ٠, ١, ٢, . . . , n, j = ١, ٢, ٣, . . . , N. (٣. ١٢)

ميکنيم: تعريف ماتريسي، بهشکل (٣. ١٢) دستگاه نوشتن بهمنظور

êqr = eq(t)er(s), q = ٠, ١, ٢, . . . , n, r = ٠, ١, ٢, . . . , n,
ĝjr = (gj, er)L٢ , j = ١, ٢, ٣, . . . , N, r = ٠, ١, ٢, . . . , n,

k̂jiêqr =


∫ ١
−١

∫ ١
−١(−

√
١ − t٢kji(s, t)êqr)dtds, i ̸= j,∫ ١

−١

(
=
∫ ١
−١

√
١ − t٢

(t− s)٢ −
∫ ١
−١

√
١ − t٢kji(s, t)

)
êqrdtds, i = j, i, j = ١, ٢, ٣, . . . , N.
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است: زير صورت به (٣. ١٢) دستگاه ماتريسي شکل بنابراين،

K̂ ⊗ ÊT υec A = υecĜ, (٣. ١٣)

آن در که

K̂ =

 K̂١١ K̂١٢ · · · K̂١N
K̂٢١ K̂٢٢ · · · K̂٢N

...
...

. . .
...

K̂N١ K̂N٢ · · · K̂NN

, Ĝ =

 ĝ١١ ĝ١٢ · · · ĝ١N
ĝ٢١ ĝ٢٢ · · · ĝ٢N

...
...

. . .
...

ĝN١ ĝN٢ · · · ĝNN

,
Ê =

 ê٠٠ ê٠١ · · · ĝ٠n
ê١٠ ê١١ · · · ĝ١n

...
...

. . .
...

ên٠ ên١ · · · ĝnn

, A =

 a١٠ a١١ · · · a١n
a٢٠ a٢١ · · · a٢n

...
...

. . .
...

aN١ aN٢ · · · aNn

.
ميشوند: تعريف زير صورت به که است N × (n+ ١) درجهي از ستوني بردارهاي vec Ĝ و vecA ،(٣. ١٣) معادله در

vecA =


A١
A٢

...
AN

 , vec Ĝ =


Ĝ١

Ĝ٢
...

ĜN

 (١۴ .٣)

است. A و Ĝ ماتريسهاي jام ستون بيانگر ترتيب به Aj و Ĝj, j = ١, ٢, . . . , N آن در که
نوشت: زير صورت به ميتوان را (٣. ١٣) معادلهي

B̂Ĉ = F̂ , (١۵ .٣)

و K̂ ماتريسهاي کرونکر ضرب حاصل دهندهي نشان ⊗ نماد و F̂ = vec Ĝ ،Ĉ = vecA ،B̂ = K̂ ⊗ ÊT فوق رابطه در که
است. قابلحل بهآساني (١۵ .٣) خطي دستگاه ميباشد. ÊT

اين با است. (١۵ .٣) خطي دستگاه حل براي مستقيم روش يک که است شده استفاده جزئي محوريابي با گاوس حذفي روش از اينجا، در
روشهاي يا و سايدن گاوس ژاکوبي، روش مانند تکراري روشهاي از ميتوان صورت اين در باشد، بزرگ (١۵ .٣) خطي دستگاه اگر وجود،

است. m = N × (n+ ١) که است O(m٣) جزئي، محورگيري با گاوس حذفي روش محاسباتي هزينه کرد. استفاده ديگر

خطا تحليل ۴
دنباله همگرايي دادن نشان و خطا کران آوردن دست به براي که مناسب تابعي ي فضاها تعريف با را خطا تحليل و تجزيه ما بخش، اين در
تقريبي جوابهاي دنباله که ميدهيم نشان ادامه در ميکنيم. شروع است، ضروري (١. ١) دستگاه {φ∗

n(s)}∞n=٠ تقريبي جوابهاي
ميکند. ميل L٢

N فضاي در دقيق جواب به (١. ١) دستگاه {φ∗
n(s)}∞n=٠

تابعي فضاهاي ١ .۴
ميشود: تعريف زير صورت به L٢

N تابعي فضاي

L٢
N = (ψ١(s), ψ٢(s), . . . , ψN(s))

٢ : ψj(s) ∈ L١−]٢, ١], j = ١, ٢, . . . , N}. (١ .۴)

است زير صورت به ∥ · ∥٢
LN

نرم با هيلبرت فضاي يک که

∥ψ∥٢
L٢
N
=

١
N

N∑
j=١

∥ψj∥٢
L٢ , ψ(s) ∈ L٢

N , (٢ .۴)
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است: شده توليد ⟨·, ·⟩L٢
N

داخلي ضرب توسط که

(ψ, φ)L٢
N
=

١
N

N∑
j=١

(ψj, φj)L٢ , ψ(s)φ(s) ∈ L٢
N , (٣ .۴)

هيلبرت فضاي يک L[١+,١−]٢ = {ψj : [−١, ١] −→ C :
∫ ١
−١ ψj(s)ψj(s)ds < ∞, j = ١, ٢, . . . , N} و

است. ∥.∥٢
L٢ نرم با و [−١, ١] بازهي در لبگ مربعي انتگرال آن در که است مختلط توابع تمامي شامل

∥ψj∥L٢ =

(∫ ١

−١
|ψj(s)|٢ds

)١/٢

, ψj(s) ∈ L٢, j = ١, ٢, . . . , N, (۴ .۴)

است: زير داخلي ضرب از ناشي

(ψ, φj)L٢ =

∫ ١

−١
(ψj(s)φj(s))ds, ψj(s), φj(s) ∈ L٢, j = ١, ٢, . . . , N. (۵ .۴)

بگيريد: نظر در را زير توابع مجموعه حال

BN = {ψ(s) ∈ L٢
N :

١
N

N∑
j=١

∞∑
k=٠

l٢
k|⟨ψj, ek⟩L٢|٢ <∞}, (۶ .۴)

آن در که

ψ(s) = (ψ١(s), ψ٢(s), . . . , ψN(s))
T ∈ L٢

N , for ψj(s) ∈ L٢, j = ١, ٢, . . . , N, (٧ .۴)

l٢
k =

∞∑
i=٠

|⟨Dek, ei⟩L٢ |٢. (٨ .۴)

است: زير صورت به ∥ · ∥BN
نرم با هيلبرت فضاي يک که است L٢

N زيرفضاي يک BN مجموعه

∥ψ∥٢
BN

=
١
N

N∑
j=١

∥ψj∥٢
B, ψ(s) ∈ BN , (٩ .۴)

است: زير ⟨·, ·⟩BN
داخلي ضرب از ناشي نرم اين و

⟨ψ, φ⟩BN
=

١
N

N∑
j=١

⟨ψj, φj⟩s, ψ(s), φ(s) ∈ BN , (١٠ .۴)

ميشود: تعريف زير صورت به و است L١−]٢, ١] زيرفضاي يک B

B = {ψj(s) ∈ L٢ :
∞∑
k=٠

l٢
k|⟨ψj, ek⟩L٢ |٢ <∞}. (١١ .۴)

ميشود. تعريف (٨ .۴) معادلهي تعريف مانند lk و k درجهي چندجملهاي يک ek(t) هر بالا، معادلهي در
است: زير صورت به ∥ · ∥B نرم با هيلبرت فضاي يک B زيرفضاي

∥ψj∥٢
B =

∞∑
k=٠

l٢
k|⟨ψj, ek⟩L٢ |٢, ψj(s) ∈ B, (١٢ .۴)

ميشود: توليد زير داخلي ضرب توسط نرم اين و

⟨ψj, φj⟩s =
∞∑
k=٠

l٢
k⟨ψj, ek⟩L٢⟨φj, ek⟩L٢ , ψj(s), φj(s) ∈ B. (١٣ .۴)
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همگرايي تحليل و تجزيه ٢ .۴
با ميکند. ميل L٢

N فضاي در دقيق جواب به (١. ١) دستگاه {φ∗
n(s)}∞n=٠ تقريبي جوابهاي دنباله که ميدهيم نشان بخش، اين در

ميآيد: دست به زير جملهاي چند هادامارد، محدود اجزاي انتگرال فرمول از استفاده

Dek(s) =
k∑
i=٠

biei(s), (١۴ .۴)

اند. bi = ⟨Dek, ei⟩L٢ , i = ٠, . . . , k, k = ٠, . . . , n صورت به bi ضرايب که

براي متعامد کامل پايه {Vk}∞k=٠ و اند ∥Vk∥B = ١ صورت اين در کنيم، تعريف Vk(x) =
ek(x)

Lk
صورت به را Vk(x) اگر

داشت: خواهيم صورت اين در ،ψj ∈ B اگر يعني شد، خواهد گرفته درنظر B فضاي

ψj(s) =
∞∑
k=٠

⟨ψj, vk⟩Bvk(s). (١۵ .۴)

ميدهيم: گسترش کراندار خطي عملگر يک صورت به را D : BN −→ L٢
N عملگر (١۴ .۴) معادله از استفاده با

Dψ(s) = (Dψ١(s), Dψ٢(s), . . . , DψN(s))
T ∈ L٢

N , (١۶ .۴)

است: زير صورت به Dψj(s) آن در که

Dψj(s) =
∞∑
k=٠

⟨ψj, ek⟩L٢

k∑
i=٠

⟨Dek, ei⟩L٢ei(s) ∈ L١−]٢, ١], j = ٠, ١, . . . , N. (١٧ .۴)

داريم: که آنجايي از

∥Dψj∥٢
L٢ =

∞∑
k=٠

l٢
k|⟨ψj, ek⟩L٢ |٢ = ∥ψj∥٢

B, j = ١, ٢, . . . , N, (١٨ .۴)

است: زير صورت به D کراندار خطي عملگر نرم بنابراين

∥D∥ = ١. (١٩ .۴)

است. سويي دو نگاشت يک D : BN −→ L٢
N نگاشت همچنين،

زير صورت به و دارد وجود کراندار خطي عملگر يک صورت به D−١ : L٢
N −→ BN معکوس عملگر ،۴ .٢ قضيه از استفاده با

ميشود: تعريف

D−١ψ(s) = (D−١ψ١(s), D
−١ψ٢(s), . . . , D

−١φN(s))
T (٢٠ .۴)

است: زير صورت به D−١ψj(s) آن در که

D−١ψj(s) =
∞∑
k=٠

⟨ψj(s), ek(s)⟩L٢

lk
ek(s).

ميشود: تعريف زير صورت به D−١ کراندار خطي عملگر فرم بنابراين،

∥D−١∥ = ١. (٢١ .۴)

يعني: باشند، t و s از لبگ انتگرالپذير توابع
√

١ − t٢kji(s, t), j, i = ٠, . . . , N که کنيم فرض ∫حال ١

−١

∫ ١

−١

∣∣∣∣√١ − t٢kji(s, t)

∣∣∣∣٢

dtds <∞, (٢٢ .۴)
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عملگر قبل، بخش در تعريفشده مناسب فضاهاي از استفاده با اين، بر علاوه است. فشرده عملگر يک k : BN −→ L٢
N عملگر بنابراين

ميکنيم: تبديل L٢
N به BN از را (٣. ٢) معادله

(D −K)ψ(s) = g(s), g(s) ∈ L٢
N , ψ(s) ∈ BN . (٢٣ .۴)

باشد. يکتا جواب داراي (١. ١) دستگاه درنتيجه و بوده کراندار معکوس عملگر يک (D −K) عملگر که کنيم فرض همچنين
از است. برقرار L٢

N نرم به نسبت ψ(s) دقيق جواب به {ψ∗
n(s)}∞n=٠ تقريبي جوابهاي دنباله همگرايي که ميدهيم نشان حال

داريم: ،(٣. ١١) معادله

Qn
N((D −K)ψ∗

n(s)− g(s)) = ٠, (٢۴ .۴)

است: L٢
N به L٢

N از متعامد تصوير يک Qn
N که

Qn
Nψ(s) = (Qnψ١(s), Qnψ٢(s), . . . , QnψN(s))

T , (٢۵ .۴)

ميشود: تعريف زير صورت به و است Y = span{ei(s)}ni=٠ متناهيبعد برداري فضاي روي بر متعامد تصوير Qn که طوري به

Qnψj(s) =
n∑
k=٠

(ψj, ek)L٢ek(s). (٢۶ .۴)

نيز Dψ∗
n(s) تابع ،(١۴ .۴) معادلهي از استفاده با بنابراين است، چندجملهاي يک (٣. ٧) معادلهي در تعريفشده ψ∗

n(s) تابع که آنجا از
است. چندجملهاي يک

داريم: ،Qn
N تعريف از استفاده با بنابراين،

Qn
NDψ∗

n(s) = Dψ∗
n(s). (٢٧ .۴)

داشت: خواهيم ،(٢٧ .۴) معادلهي از استفاده با حال

Dψ∗
n(s)−Qn

NKψ∗
n(s) = Qn

Ng(s). (٢٨ .۴)

تمامي براي که است بديهي است، فشرده K عملگر و است کراندار معکوس عملگر يک D عملگر چون
صورت به که يکتااست جواب داراي (٢٨ .۴) معادله بنابراين، دارد. وجود کراندار خطي عملگر يک (D − Qn

NK)−١, n ⩾ n٠
است: زير

ψ∗
n(s) = (D −Qn

NK)−١Qn
Ng(s). (٢٩ .۴)

داريم: n ⩾ n٠ تمامي براي ،(٢٣ .۴) و (٢٨ .۴) معادلات از استفاده با حال

ψ(s)− ψ∗
n(s) = (D −Qn

NK)−١
(
g(s)−Qn

Ng(s) +Kψ(s)−Qn
NKψ(s)

)
. (٣٠ .۴)

داشت: خواهيم ،BN فضاي به نسبت (٣٠ .۴) معادلهي طرفين به نرم اعمال با

∥ψ − ψ∗
n∥BN

⩽ ∥(D −Qn
NK)−١∥

(
∥g −Qn

Ng∥L٢
N
+ ∥Kψ(s)−Qn

NKψ(s)∥L٢
N

)
. (٣١ .۴)

بود: خواهد برقرار زير رابطهي آنگاه باشد، ψ(s) ∈ BN اگر که کنيم توجه همچنين،

∥ψ − ψ∗
n∥L٢

N
⩽ ∥ψ − ψ∗

n∥BN
. (٣٢ .۴)

ميشود: تبديل زير صورت به (٣١ .۴) معادلهي ،(٣٢ .۴) در تعريفشده رابطهي از استفاده با

∥ψ − ψ∗
n∥L٢

N
⩽ ∥(D −Qn

NK)−١∥
(
∥g −Qn

Ng∥L٢
N
+ ∥Kψ(s)−Qn

NKψ(s)∥L٢
N

)
(٣٣ .۴)
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∥K − آنگاه ،n −→ ∞ که صورتي در بنابراين، است. اشميت هيلبرت عملگر يک K عملگر ،(٢٢ .۴) در دادهشده شرط به توجه با
براي ،(٣٣ .۴) معادلهي از بنابراين، . ∥g − Qn

Ng∥L٢
N

−→ ٠ آنگاه ، n −→ ∞ اگر همچنين، . Qn
Nk∥L٢

N
−→ ٠

ميشود. حاصل ∥φ− φ∗
n∥L٢

N
−→ ٠ ،n −→ ∞

ميکنيم: تعريف (٣. ١) معادلهي از استفاده با حال

φ(s) =
√

١ − s٢ψ(s), (٣۴ .۴)

است: زير صورت به φ(s) و است (٣. ٣) در تعريفشده معادلهي همان ψ(s) آن در که

φ(s) = (φ١(s), φ٢(s), . . . , φN(s))
T . (٣۵ .۴)

ميکنيم: تعريف مشابه، طور به

φ∗
n(s) =

√
١ − s٢ψ∗

n(s), (٣۶ .۴)

است: زير صورت به φ(s) و است شده تعريف (٣. ٧) معادله در ψ∗
n تابع آن در که

φ(s) ≈ φ∗
n(s) = (φ∗

١n(s), φ
∗
٢n(s), . . . , φ

∗
Nn(s))

T . (٣٧ .۴)

داشت: خواهيم (٣۴ .۴) و (٣۶ .۴) معادلات از استفاده با حال

∥φ− φ∗
n∥L٢

N
≤ ∥
√

١ − s٢∥L٢
N
∥ψ − ψ∗

n∥L٢
N
. (٣٨ .۴)

صورت اين در ،n −→ ∞ اگر که ميکند ثابت ∥ψ − ψ∗
n∥L٢

N
−→ ٠, n −→ ∞ که واقعيت اين و (٣٨ .۴) معادلهي همچنين،

بر علاوه است. شده داده نشان (١. ١) دستگاه {φ∗
n(s)}∞n=٠ تقريبي جوابهاي دنباله همگرايي بنابراين، .∥φ − φ∗

n∥L٢
N
−→ ٠

شد: خواهد حاصل زير نتيجه ،(٣۶ .۴) و (٣٨ .۴) معادلات از استفاده با اين،
(٣٩ .۴)

∥φ− φ∗
n∥L٢

N
≤ ∥
√

١ − s٢∥L٢
N
∥(D −Qn

NK)−١∥
(
∥g −Qn

Ng∥L٢
N
+ ∥Kψ(s)−Qn

NKψ(s)∥L٢
N

)
.

کاربرد ۵
داد. خواهيم نشان را، مختلط صفحهي در دوبعدي منحنيهاي در منفرد فوق انتگرال معادلات حل براي را ارائهشده روش کاربرد بخش اين در
در را زير منفرد فوق انتگرال معادله حال ميدهد. رخ شکست مکانيک زمينهي در شکاف مسائل در منفرد فوق انتگرال معادلات از دسته اين

ميگيريم: نظر

=

∫
Γ

v(y)

(y − x)٢dy = h(x), x ∈ Γ, (١ .۵)

قوس دهندهي نشان Γj هر ميشود. گرفته نظر در Γ =
N⋃
j=١

Γj منحني روي هادامارد متناهي اجزاي انتگرال مفهوم همان انتگرال که

و h(x) توابع (١ .۵) معادلهي در است. متناهي اندازهي داراي کدام هر و مشترک نقطهي هيچ بدون مختلط صفحهي يک در هموار سادهي
،x ∈ Γj, j = ١, . . . , N اگر اين، بر علاوه شدهاند. تعريف Γ منحني روي مجهول توابع و معلوم مختلط مقادير داراي ترتيب به v(y)

ميکنيم. استفاده h(x) و vj(x) علائم از آنگاه
ميکنيم: بازنويسي زير صورت به را (١ .۵) معادلهي حال

N∑
i=١

=

∫
Γi

vi(y)

(y − x)٢dy = hj(x), x ∈ Γj, j = ١, ٢, . . . , N. (٢ .۵)
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ميشود: تعريف زير صورت به Γj ، قوس هر براي

Γj : y = ∆j(t), |t| < ١, j = ١, ٢, . . . , N, (٣ .۵)

ميشود: تبديل زير صورت به (٢ .۵) معادلهي صورت اين در
N∑
i=١

=

∫ ١

−١

∆′
i(t)vi(∆i(t))

(∆i(t)−∆i(s))٢dt = hj(∆j(s)), |s| < ١. (۴ .۵)

داشت: خواهيم سادهتر صورت به اخير معادلهي بازنويسي با

=

∫ ١

−١

φj(t)

(t− s)٢dt+
N∑
i=١

∫ ١

−١
kji(s, t)φi(t)dt = gi(s), |s| < ١, (۵ .۵)

داريم: i, j = ١, . . . , N براي که

kji(s, t) =


(Âj(s, t)− Âj(s, s))

Âj(s, s)(t− s)٢
, j = i,

∆′
i(t)

Âj(s, s)(∆i(t)−∆j(s))٢
, j ̸= i,

Âj(s, t) =
(t− s)٢∆′

j(t)

(∆j(t)−∆j(s))٢ , ∆j(t) ̸= ∆j(s),

Âj(s, s) ̸= ٠,
φj(t) = vj(∆i(t)),

gi(s) =
hj(∆j(s))

Âj(s, s)
.

عددي نتايج ۶
کرد. خواهيم بررسي را بهدستآمده نظري نتايج اعتبار مثالي ارائه با بخش، اين در

ميگيريم درنظر را زير منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه .١ .۶ مثال

=

∫ ١

−١

φ١(t)

(t− x)٢ dt+

∫ ١

−١

(١
٢ + t)φ١(t)

١۶
dt+

∫ ١

−١

(١
۴ + x)φ٢(t)

٩
dt = g١(x), |x| < ١, (١ .۶)

=

∫ ١

−١

φ٢(t)

(t− x)٢ dt+

∫ ١

−١

(١
۴ − t٢)φ٢(t)

٩
dt+

∫ ١

−١

(١
٣ + xt)φ١(t)

١۶
dt = g٢(x), |x| < ١,

زيراند صورت به g٢(x) و g١(x) آن در که

g١(x) = π
(
− ٢x٨ − ۴x٧ +

٧x۶

٩
− ٩x۵

٢
− ١٧۵x۴

٣۶
+

٩x٣

۴
+

١٩x٢

٢۴
− ۶٠۴٩x

٩٢١۶
− ۵٢١۶٩

٧٣٧٢٨

+ i
(
− ٢x٨ − ٨x٧ − ۴٩x۶

١٨
+ ٣x۵ − ۵x۴

۶
− x٣

٢
− ١٠١x٢

۴٨
− ٢٣٨٧x

١۵٣۶
+

١٨٧۴٩
٧٣٧٢٨

))
,

g٢(x) = π
(−٢٧x٨

۴
− ۶x۵ +

٧x۶

٨
− ١٢۵x۴

٣٢
+ ٢x٣ +

٧٩x٢

۶۴
− ۶٠٨۵x

٨١٩٢
− ۴٠٠٣

۵۵٢٩۶

+ i
(
− ٢x٧ − ٩x٨

٢
+

٧x۶

۴
− ۶٩x۵

۴
+

۵x۴

١۶
+

٢١٣x٣

۴٠
− ٩٣x٢

٣٢
+

١٠٠٧١x
٢٠۴٨٠

− ١٣۶٧٧
٢٨۶٧٢

))
,
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است: زير صورت به فوق مسئله دقيق جواب
(٢ .۶)

φ١(x) =
√

١ − x٢
(

١+
x

٢
+
x٢

۴
+x۴+x۵+

x٧

٢
+

٢x٨

٩
+i
( ٨

٢١
+x+x٢+

x٣

۴
+

۴x۴

٩
+
x۶

٢
+x٧+

٢x٨

٩
))
,

φ٢(x) =
√

١ − x٢
(١

٣
+
x

٢
+
x٢

۶
+x۴+x۵+

x۶

۴
+

٣x٨

۴
+i
(

١+
x

۴
+x٢+

x٣

۵
+٣x۵+

x٧

۴
+
x٨

٢
))
, (٣ .۶)

است: آمده دست به زير خطاهاي n مختلف مقاير با و مطرحشده روش از استفاده با

.١ .۴ مثال عددي نتايج :١ جدول

لژاندر اي جمله چند درجه خطا
n = ٠ ١٫۵٠٣٧٢
n = ١ ١٫٢١۵٩٠
n = ٢ ۶٫٧٩ × ١−١٠

n = ٣ ٢٫۶٧ × ١−١٠

n = ۴ ١٫۴٩ × ١−١٠

n = ۵ ٣٫۶٨ × ٢−١٠

n = ۶ ١٫٠٢ × ٢−١٠

n = ٧ ٣٫٩٣ × ٣−١٠

يابد، مي افزايش ٧ تا ١ از که n مقادير φj(s) هر براي بهعلاوه، و ايم کرده مقايسه را دقيق و تقريبي هاي جواب زير نمودارهاي در
شوند. مي نزديکتر دقيق، هاي جواب موهومي و حقيقي قسمت به تقريبي هاي جواب موهومي و حقيقي قسمت

(ج) (ب)

(ه) (د)

با Re[φ∗
٢n(x)] مقايسه (د) .Im[φ١(x)] با Im[φ∗

١n(x)] مقايسه (ج) .Re[φ١(x)] با Re[φ∗
١n(x)] مقايسه (ب) :١ شکل

.Im[φ٢(x)] با Im[φ∗
٢n(x)] مقايسه (ه) .Re[φ٢(x)]
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گيري نتيجه ٧
شده معرفي اول نوع منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه تقريبي جواب يافتن براي لژاندر چندجمله اي بر مبتني عددي روش يک مقاله اين در
وضعي خوش شرايط در که مي دهد کاهش خطي جبري معادلات دستگاه يک به را منفرد فوق انتگرال معادلات دستگاه پيشنهادي روش است.
روش کاربرد پايان، در شد. ثابت {φ∗

n(s)}∞n=٠ تقريبي هاي جواب دنباله همگرايي و آورديم دست به را خطا کران . ميکند صدق هادامارد
است. شده داده نشان مختلط صفحه در دوبعدي منحني يک روي بر منفرد فوق انتگرال معادله تقريبي جواب يافتن با پيشنهادي
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Investigation of a new method for the numerical solution of a system
of hypersingular integral equations

Elham Rezazadeh §

Department of Mathematics, Faculty of Applied Mathematics, K. N. Toosi University of Technology,
Tehran, Iran

Communicated by: Sohrab Effati

Received: 2022/5/22 Accepted: 2022/11/8

Abstract: The system of hypersingular integral equations occurs naturally in several branches of science
and engineering during the formulation of many boundary value problems. The analytical solution for the
system of dominant equations is known. However, many real-world problems, such as cracking problems
in fracture mechanics, may not be formulated as a set of dominant equations. Therefore, we propose a
numerical method to find an approximate solution for such a generalized form. The convergence of the
proposed method is proved. This convergence helps to derive the error bound for the error between the
exact and the approximate solution. Finally, by providing a numerical example, the efficiency of this
method will be presented.

Keywords: Hypersingular integral equations, Legendre polynomials, Galerkin method, Hadamard
finite-part integral.
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